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Pee fac i o 


INTRODUCCION A1 preparar la undecima edicion de Cdlculo de Thomas, hemos querido 
mantener el estilo de las versiones anteriores y conservar las fortalezas detectadas en ellas. 
Nuestra meta ha sido, por lo tanto, identificar las mejores caracterfsticas de las ediciones 
clasicas de la obra y, al mismo tiempo, atender cuidadosamente las sugerencias de nues- 
tros muchos usuarios y revisores. Con estos altos estandares en mente, hemos reconstruido 
los ejercicios y aclarado algunos temas de diffcil comprension. De acuerdo con el autor, 
George Thomas, “hemos intentado escribir el libro con tanta claridad y precision como ha 
sido posible”. Ademas, hemos restablecido los contenidos para que sean mas logicos y 
congruentes con los programas de estudio de mayor difusion. Al revisar esta labor en re- 
trospectiva, nos percatamos de que los muchos conocimientos adquiridos nos han ayudado 
a crear un texto de calculo util y atractivo para la siguiente generacion de ingenieros y 
cientfficos. 

En su undecima edicion, el texto no solo presenta a los estudiantes los metodos y las 
aplicaciones del calculo, sino que plantea tambien una manera de pensar totalmente mate- 
matica. A partir de los ejercicios, los ejemplos y el desarrollo de los conceptos que revela 
la teorfa en un lenguaje legible, este libro se centra en el pensamiento y la comunicacion 
de ideas matematicas. El calculo tiene gran relacion con muchos de los paradigmas clave de 
las matematicas, y establece los fundamentos reales para la reflexion precisa y logica en 
torno de temas ffsicos y matematicos. Nuestro proposito se centra en ayudar a los estu- 
diantes a alcanzar la madurez matematica necesaria para dominar el material y aplicar sus 
conocimientos de manera Integra. El razonamiento que se deriva de la comprension de lo 
analizado en las paginas de esta obra hacen que el esfuerzo que ha implicado su creacion 
valga la pena. 

Una vez analizado el contenido de este libro, los estudiantes estaran bien instruidos en 
el lenguaje matematico que se necesita para aplicar los conceptos de calculo a numerosas 
situaciones de ciencias e ingenierfa. Tambien estaran preparados para tomar cursos de 
ecuaciones diferenciales, algebra lineal o calculo avanzado. 


Cambios en la undecima edicion 


EJERCICIOS Los ejercicios y ejemplos juegan un papel crucial en el aprendizaje del 
calculo. En esta edicion hemos incluido muchos ejercicios que ya aparecfan en versiones 
anteriores de la obra por considerarlos una de las grandes fortalezas de la misma. Los ejer- 
cicios se han reorganizado por tema en cada una de las secciones, planteando primero los 
problemas computacionales para luego abordar los relativos a la teorfa y las aplicaciones. 
Esta disposicion permite que los estudiantes desarrollen habilidades en el uso de los me- 
todos del calculo y adquieran una comprension mas profunda de sus aplicaciones en el 
marco de una estructura matematica coherente. 


IX 
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Prefacio 


RIGOR En comparacion con las ediciones anteriores, en esta version el contenido del tex- 
to es mas riguroso y consistente. En el se brindan analisis formales e informales, haciendo 
una clara distincion entre ambos; ademas, se incluyen definiciones precisas y demostracio- 
nes accesibles para los estudiantes. Este texto esta organizado de manera que el material 
pueda ser cubierto informalmente, dando cierta flexibilidad al instructor. Por ejemplo, a 
pesar de que no se prueba que una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado tiene 
un maximo ahf, el teorema correspondiente se expone con todo cuidado para comprobar 
varios resultados subsecuentes. Mas aun, el capftulo de lfmites ha sido reorganizado de 
manera sustancial, haciendo hincapie tanto en su claridad como en su precision. Como en 
las ediciones anteriores, el concepto de lfmite se basa en la importante idea de obtener la 
pendiente de la recta tangente a una curva en un punto de aquella. 

CONTENIDO En la preparacion de esta edition hemos puesto especial atencion a las su- 
gerencias y comentarios de los usuarios y revisores de las versiones anteriores de Cdlculo de 
Thomas. Esto ha dado como resultado extensas modificaciones en varios de los capftulos. 

TOMOI 

• Preliminares Hemos reescrito el capftulo 1, de manera que proporcione una breve 
revision de las funciones elementales. Aunque muchos profesores podrfan optar por 
obviar este capftulo, su estudio permite a alumnos un facil repaso de conocimientos 
para que unifiquen notaciones. Tambien contiene material util que muchos estudian- 
tes podrfan desconocer, como los errores que se producen al confiar totalmente en 
las calculadoras o computadoras para construir la grafica de una funcion. 

• Lfmites En el capftulo 2 se incluyen las definiciones epsilon-delta, las demostra- 
ciones de muchos teoremas, asf como lfmites en el infinito y lfmites infinitos (y sus 
relaciones con las asfntotas de una grafica). 

• Antiderivadas En los capftulos 3 y 4 presentamos la derivada y sus aplicaciones 
mas importantes, concluyendo con el concepto de antiderivada, con lo cual se esta- 
blecen las bases para la integracion. 

• Integracion Despues de discutir varios ejemplos de sumas finitas, en el capftulo 5 
introducimos la integral definida en la forma tradicional del area debajo de la curva. 
Continuamos con el analisis del teorema fundamental del calculo, relacionando de- 
rivadas y antiderivadas, y con la presentation de la integral indefinida, junto con la 
regia de sustitucion para integracion. Luego proseguimos con el capftulo tradicional 
de aplicaciones de las integrales definidas. 

• Tecnicas de integracion En el capftulo 8 se presentan las principales tecnicas de 
integracion, incluyendo integracion numerica. Despues se ofrece una introduction a 
las funciones trascendentes, definiendo el logaritmo natural como la integral y la 
funcion exponencial como su inversa. 

• Ecuaciones diferenciales La mayor parte del material para resolver ecuaciones 
diferenciales basicas ahora esta organizado solamente en el capftulo 9. Esta disposi- 
tion permite que los profesores encuentren la flexibilidad idonea para cubrir los te- 
mas correspondientes. 

TOMO II 

• Conicas Atendiendo a la demanda de muchos usuarios, el capftulo 10 ha sido total- 
mente reescrito. Por otro lado, este capftulo completa el material de ecuaciones parame- 
tricas, dando las parametrizaciones para las parabolas, las hiperbolas y las cicloides. 

• Series En comparacion con ediciones anteriores, en el capftulo 1 1 hemos desarro- 
llado de manera mas completa los criterios de convergencia para series. Tambien in- 
cluimos, al final del capftulo, una breve section para presentar las series de Fourier 
(cuyo estudio puede omitirse, segun convenga). 


Prefacio 


XI 


• Vectores Para evitar la repeticion de los conceptos algebraicos y geometricos fun- 
damentales, hemos combinado el tratamiento de vectores en dos y tres dimensiones 
en un solo capftulo, el 12. A esta presentacion le sigue el capftulo de funciones de 
valores vectoriales en el piano y en el espacio. 

• Los numeros reales Hemos escrito un nuevo apendice para analizar brevemente 
la teorfa de los numeros reales y su aplicacion en el calculo. 


ART Sabemos que las figuras y las ilustraciones representan un componente de gran 
importancia en el aprendizaje del calculo, por lo que hemos mejorado todas las figuras de 
este libro, buscando mayor claridad en la relacion entre estas y los conceptos a que hacen 
referenda. Esto resulta especialmente evidente en las graficas tridimensionales, en las que 
podemos indicar mejor la profundidad, las capas y la rotacion (vea las figuras siguientes). 


FIGURA 6.11, pagina 402 

Determinacion del volumen del solido 
generado al hacer girar la region (a) 
alrededor del eje y. 



(a) 


y 



(b) 


FIGURA 6.13, pagina 403 
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Prefacio 


Otras caracterfsticas 


PROYECTOS Y RESUMEN DE FINAL DE CAPITULO Ademas de los problemas que apare- 
cen despues de cada seccion, los capftulos terminan con preguntas de repaso, ejercicios 
practicos que cubren todo el contenido analizado, y una serie de ejercicios adicionales y 
avanzados en donde se plantean problemas sintetizados o que plantean retos de mayor 
envergadura. Asimismo, casi todos los capftulos incluyen la descripcion de varios proyectos 
para que los estudiantes trabajen en ellos, ya sea individualmente o en equipo, en periodos mas 
largos. Estos proyectos requieren el uso de una computadora y de material adicional, dis- 
ponible en www.pearsoneducacion.net/thomas. 

EJ ERCI Cl OS DE DESARROLLO TEORICO Los ejercicios de desarrollo teorico que aparecen 
a lo largo de todo el libro, solicitan a los alumnos que exploren y expliquen una variedad 
de conceptos y aplicaciones del calculo. Ademas, al final de cada capftulo se halla una lis- 
ta de preguntas para que los estudiantes repasen y resuman lo que han aprendido. Muchos de 
estos ejercicios pueden servir para que el profesor asigne tareas de contenido teorico. 

RESPUESTAS Se proporcionan todas las respuestas de los ejercicios impares cuando es 
adecuado; la correccion de tales respuestas ha sido revisada cuidadosamente. 

EXACTITUD MATEMATICA Como en las ediciones anteriores, hemos tenido gran cuidado 
en afirmar solamente aquello que sea correcto desde el punto de vista matematico. Cada 
definition, teorema, corolario y demostracion han sido revisados para garantizar su clari- 
dad y exactitud matematica. 

LEGI LI Bl LI DAD Y APLI CACI ON EN PROBLEMAS REALES Como siempre, este texto bus- 
ca ser facil de leer, interactive y matematicamente rico. Cada tema nuevo ha sido abordado 
con claridad, ilustrado con ejemplos de facil comprension y reforzado con aplicaciones a 
problemas reales que involucran el calculo en ciencias e ingenierfa, y que resultan de inte- 
res para los estudiantes. Estos problemas de aplicacion se han actualizado, mejorado y am- 
pliado a lo largo de las ultimas ediciones. 

TECNOLOGlA Aunque seguimos proporcionando apoyo para las aplicaciones tecnologicas 
del calculo, a partir de la decima edition esto resulta menos evidente dentro de los capftu- 
los. Sin embargo, el uso de este texto puede incorporar facilmente la tecnologfa segun los 
propositos del profesor. Para ello, cada seccion contiene ejercicios que requieren el uso de 
la tecnologfa, identificados de cualquiera de las siguientes maneras: 

• Con una Q si se requiere una calculadora o computadora para su resolution. 

• Con el texto EXPLORACION CON COMPUTADORA si se necesita un software 
matematico (como Maple o Mathematica) para contestarlos. 

Complementos multimedia y soporte en li'nea (en ingles) 

MWU^LESDEREOJRSCS TECNCLOGOOS 

Maple Manual, escrito por Donald Hartig, de la California Polytechnic State University 
Mathematica Manual, preparado por Marie Vanisko, de la California State University 
Stanislaus, y por Lyle Cochran, del Whitworth College 
TI-Graphing Calculator Manual, por Luz DeAlba, de la Drake University. 

Estos manuales cubren los programas Maple 9 y Mathematica 5, y las calculadoras TI-83 
Plus, TI-84 Plus, TI-85/TI-86 y TI-89/TI-92 Plus, respectivamente. Cada uno de ellos ofrece 
gufa detallada para la integration de un paquete de software o una calculadora graficadora 
a lo largo del curso, incluyendo sintaxis y comandos. 
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CourseCompass es una plataforma para cursos en lfnea que Pearson Educacion ofrece de 
manera exclusiva como apoyo para sus libros de texto. Este libro cuenta con un curso precar- 
gado en CourseCompass, que incluye ejercicios y recursos en MyMathLab y en MathXL, 
el sistema de tutoriales, tareas y evaluation en lfnea de Addison Wesley. MyMathLab pro- 
porciona un amplio conjunto de materiales relacionados con el curso, asf como ejercicios 
generados algorftmicamente para repasar tanto como se desee un tema. Los alumnos pueden 
utilizar tambien herramientas en lfnea, como clases en video, animaciones, una version 
electronica del libro y proyectos de Maple/Mathematica para mejorar su comprension y 
desempeno. Ademas, los estudiantes pueden responder examenes por capftulo y obtener 
un plan de estudio personalizado de acuerdo con sus resultados. Por su parte, los profesores 
pueden emplear los administradores de tareas y examenes que proporciona CourseCom- 
pass para seleccionar y asignar ejercicios en lfnea relacionados directamente con el libro, 
asf como importar examenes de TestGen para obtener mas flexibilidad. El libro de notas 
de MyMathLab — disenado especfficamente para matematicas y estadfstica — lleva un 
registro automatico de las tareas y los resultados de los examenes de los alumnos, y da 
control al profesor para calcular las notas de fin de curso. CourseCompass esta disponible 
para quienes adopten el libro. Para obtener mas information, visite nuestro sitio Web en 
www.coursecompass.com, o pida una demostracion del producto al representante de ven- 
tas de Pearson Educacion que lo atiende. 

TESIGB\IOONQUIZM\STm 

TestGen permite a los profesores crear, editar, imprimir y administrar examenes mediante 
un banco de preguntas computarizado, desarrollado para cubrir todos los objetivos del tex- 
to. TestGen se basa en algoritmos, gracias a lo cual los profesores pueden crear multiples 
versiones de la misma pregunta o del mismo examen con solo hacer clic en un boton. Los 
maestros pueden tambien modificar las preguntas del banco de examenes o agregar nuevos 
reactivos utilizando ademas el editor integrado para crear o importar graficas, insertar 
notation matematica, numeros variables o texto. Los examenes pueden imprimirse o dis- 
tribuirse por Internet o en una red local, o pueden ser importados en CourseCompass o 
Blackboard. TestGen incluye QuizMaster, que permite a los estudiantes realizar las pruebas 
en una red de area local. El software esta disponible en un CD-ROM para las plataformas 
Windows y Macintosh. 
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El sitio Web del libro Calculo de Thomas proporciona al alumno biograffas mas amplias 
de los personajes historicos referidos en el libro, asf como artfculos relacionados. Asimis- 
mo, pone a su disposition un conjunto de modulos de Maple y Mathematica que puede 
utilizar como proyectos individuales o en grupo. Este sitio tambien ofrece al profesor un 
vinculo hacia el sitio de descarga de materiales (en ingles) de este libro. 
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Secciones CONI CAS Y 

COORDENADAS POLARES 


INTRODUCCION En este capftulo daremos la definicion geometrica de las parabolas, las 
elipses y las hiperbolas y deduciremos la forma canonica de sus ecuaciones. Estas curvas 
se llaman secciones conicas, o simplemente conicas, y modelan, por ejemplo, las trayecto- 
rias recorridas por los planetas, satelites y otros cuerpos cuyos movimientos estan regidos 
por fuerzas del tipo “cuadrado inverso”. En el capftulo 13 veremos que, una vez que sabe- 
mos que la trayectoria de un cuerpo en movimiento es una curva conica, tenemos de inme- 
diato la informacion sobre la velocidad del cuerpo y las fuerzas que lo impulsan. El movi- 
miento planetario se describe mejor con la ayuda de coordenadas polares, por lo que 
tambien analizaremos curvas, derivadas e integrales en este nuevo sistema de coordenadas. 


10Ll 


Secciones conicas y ecuaciones cuadraticas 


En el capftulo 1 definimos un cfrculo (o circunferencia) como el conjunto de puntos en 
un piano cuya distancia (el radio)a un punto fijo, llamado centra, es constante. Si el centra 
es ( h , k) y el radio es a, la forma canonica para la ecuacion de la circunferencia es 
(x — h) 2 + (y — k) 2 = a 2 . Este es un ejemplo de una seccion conica, es decir, de una 
curva que se forman al cortar un cono doble con un piano (figura 10. 1); de aquf el nombre 
de seccion conica. 

A continuation describimos parabolas, elipses e hiperbolas como las graficas de 
ecuaciones cuadraticas en el piano coordenado. 


Parabolas 


DEFI Nl Cl ONES Parabola, foco, directriz 

Un conjunto formado por todos los puntos en un piano que equidistan de un 
punto fijo dado y de una recta fija dada en el piano es una parabola. El punto 
fijo es el foco de la parabola. La recta fija es la directriz. 


Si el foco F esta en la directriz L, la parabola es la recta que pasa por F y es perpen- 
dicular a L. Esto se considera un caso degenerado, por lo que de aquf en adelante supon- 
dremos que F no esta en L. 

La ecuacion mas sencilla para una parabola se obtiene cuando su foco se encuentra en 
uno de los ejes y su directriz es perpendicular a este. Suponga que el foco esta en el punto 
F( 0, p) en la parte positiva del eje y y que la directriz es la recta y = —p (figura 10.2). En 
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C i rcunferencia: piano 
perpendicular al ejedel cono 


Elipse: piano oblicuo 
al eje del cono 

(a) 


Parabola: piano paralelo 
al I ado del cono 


Hiperbola: el piano corta 
lasdosmitadesdel cono 





Punto: el piano pasa solo U na recta: el piano es 

por el vertice del cono tangente al cono 

(b) 


Par de rectasque 
se intersecan 


FIGURA 10.1 Las secciones conicas estandar (a) son las curvas en las que un piano corta un cono doble. Las hiperbolas constan de 
dos partes, llamadas ramas. El punto y las rectas que se obtienen al hacer pasar el piano por el vertice del cono (b) son secciones coni- 
cas degeneradas. 


y 


x 2 = 4py 


Foco 

FI 0, p) / 

El vertice seencuentra ^ 


a la mitad de la distancia 


entre la directriz y el foco. ^ 


Directriz: y= -p 

Q(k-P) 


FIGURA 10.2 Forma canonica de la para- 
bola x 1 = 4 py,p > 0. 


un punto P(x, y) esta en la parabola si y solo si PF = PQ. De la formula de la distancia, 
PF = 2 (x - 0) 2 + (y ~ p) 2 = 2 x 2 + (y - p ) 2 

PQ = 2 {x - x) 2 + (y - ( -p )) 2 = 2 (y + p) 1 . 

Cuando igualamos estas expresiones, elevamos al cuadrado y simplificamos, obtenemos 

X 2 2 

y = o X — 4/; v . Forma canonica ( 1 ) 

Estas ecuaciones revelan la simetrfa de la parabola con respecto al eje y. Al eje y lo llama- 
mos eje de la parabola (una forma abreviada de “eje de simetrfa”). 

El punto en donde la parabola cruza su eje es el vertice. El vertice de la parabola 
x 2 = 4 py esta en el origen (figura 10.2). El numero positivo p es la distancia focal de la 
parabola. 
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y 



FIGURA 10.3 La parabola 
x 2 = —4 py,p > 0. 


Si la parabola abre hacia abajo, con foco en (0, —p) y con directriz la recta y = p, en- 
tonces las ecuaciones correspondientes a (1) son 

x 2 

y = ~jp y * 2 = -4 py 

(figura 10.3). Obtenemos ecuaciones similares para parabolas que abren hacia la derecha 
o hacia la izquierda (figura 10.4 y tabla 10.1). 


TABLA 10.1 Ecuaciones en forma canonica para parabolas con vertice en el origen 
(P> 0) 


Ecuacion 

Foco 

Directriz 

Eje 

Abre hacia 

x 2 = 4 py 

(0 ,p) 

y = -p 

ejey 

arriba 

x 2 = -4 py 

(0, - p ) 

y = p 

ejey 

abajo 

y 2 = 4 px 

(p, 0) 

x = —p 

eje x 

derecha 

y 2 = -4 px 

(-P, 0) 

x = p 

eje x 

izquierda 




(a) 


(b) 


FIGURA 10.4 La parabola y 2 = 4/m. (b) La parabola y 2 = —4/m. 


EJEMPLO 1 Determinarel foco y la directriz de la parabola y 2 = lOx. 

Solucion Determinamos el valor de p en la ecuacion estandar y 2 = 4 px: 

Ap = 10, de modo que p = ^ • 

Luego determinamos el foco y la directriz para este valor de p: 

Foco: (p, 0) = 0^ 

Directriz: x = —p o x = — ^ • 
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FIGURA 10.5 Una manera de dibujar una 
elipse consiste en guiar un lapiz utilizando 
dos tachuelas y una cuerda atada por sus 
extremos. 


Las formulas para el desplazamiento horizontal y vertical que se comentaron en la 
section 1.5 pueden aplicarse a las ecuaciones de la tabla 10.1 para obtener las ecuaciones 
de diversas parabolas que esten en otras posiciones (vea los ejercicios 39, 40 y 45 a 48). 

Ellipses 


DEFINICI ONES Elipse, Focos 

Una elipse es el conjunto de puntos en un piano cuyas distancias a dos puntos fi- 
jos en el piano tienen una suma constante. Los dos puntos fijos son los focos de 
la elipse. 


La manera mas rapida de construir una elipse se basa en esta definition. Ponga una 
cuerda, unida por sus extremos, alrededor de dos tachuelas F\ y F 2 , tense la cuerda con un 
lapiz en el punto P y mueva el lapiz para trazar una curva cerrada (figura 10.5). La curva 
es una elipse, ya que la suma PF\ + PF 2 , siendo la longitud de la cuerda menos la dis- 
tancia entre las tachuelas, permanece constante. Los focos de la elipse estan en F\ y F 2 . 



DEFi Ml Cl ONES Eje focal, centra, vertices 

La recta que pasa por los focos de una elipse es su eje focal. El punto que esta so- 
bre el eje a la mitad de la distancia entre los focos es el centro. Los puntos en 
donde el eje focal y la elipse se cruzan son los vertices de la elipse (figura 10.6). 


FIGURA 10.6 Puntos en el eje focal de 
una elipse. 


Si los focos estan en F\(— c, 0) y Foie, 0) (figura 10.7) y PF\ + PF 2 se denota por 
2a, las coordenadas de un punto P en la elipse satisfacen la 

2 (x + c) 2 + y 2 + 2 (x — c) 2 + y 2 = 2a. 


y 



Para simplificar esta ecuacion, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos al 
cuadrado, despejamos el radical que queda y elevamos nuevamente al cuadrado para 
obtener. 



( 2 ) 


Como PF\ + PF 2 es mayor que la longitud F\ F 2 (la desigualdad del triangulo para el 
triangulo PF\ F 2 ), el numero 2 a es mayor que 2c. En consecuencia, a > c, y el numero 
a 2 — c 2 en la ecuacion (2) es positivo. 

Los pasos algebraicos que conducen a la ecuacion (2) pueden revertirse para 
demostrar que cada punto P cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion de esta forma, con 
0 < c < a tambien satisface la ecuacion PF 1 + PF 2 = 2 a . Por lo tanto, un punto esta en 
la elipse si y solo si sus coordenadas satisfacen la ecuacion (2). 

Sf 


FI GURA 10.7 La elipse definida por la 
ecuacion PF 1 + PF 2 = 2 a es la grafica de 
la ecuacion (x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = 1, en 
donde b 2 = a 2 — c 2 . 


entonces a 2 


b = 2 a 1 — c 2 , 

b 2 y la ecuacion (2) se puede escribir asf: 


^ + 1 

a 2 b 2 


(3) 

(4) 
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La ecuacion (4) muestra que esta elipse es simetrica con respecto al origen y con res- 
pecto a ambos ejes coordenados. Esta dentro del rectangulo acotado por las rectas x = ±a 
y y = ±b. La elipse cruza los ejes en los puntos ( ±a , 0) y (0, ±b ) . Las tangentes en es- 
tos puntos son perpendiculares a los ejes, ya que 

dy jj 2j_ Obtenida de la ecuacion (4) 

~r = — ~ 

X a y implicita 

es cero si x = 0 e infinita si y = 0 . 

El eje mayor de la elipse en la ecuacion (4) es el segmento de recta de longitud 2 a 
que une los puntos ( ±a , 0) . El eje menor es el segmento de recta de longitud 2b que une 
los puntos (0, ±b ) . El propio numero a es el semieje mayor y el numero b es el semieje 
menor. El numero c, obtenido a partir de la ecuacion (3) como 

c = 2 a 2 — b 2 , 



Una elipse con su eje ma- 
yor horizontal (ejemplo 2). 


es la distancia entre el centro y el foco de la elipse. 


EJ EMPLO 2 

La elipse 


Eje mayor horizontal 


x y 

— + — = i 

16 9 


(figura 10.8) tiene 

Semieje mayor: a = 2 16 = 4, Semieje menor: b = 2 9 = 3 
Distancia entre el centro y el foco: c=2l6 — 9=27 
Focos: (±c, 0) = (±2 7, o) 

Vertices: (±a, 0) = (±4, 0) 

Centro: (0, 0) . 


(5) 


y 



FI GURA 1C Una elipse con su eje ma- 
yor vertical. 


EJ EMPLO 3 Eje mayor vertical 

La elipse 

x 2 y 2 

T + T6 = 1 ’ < 6 > 

que se obtiene al intercambiar x y y en la ecuacion (5), tiene su eje mayor vertical en lugar 
de horizontal (figura 10.9). Con a 2 tambien igual a 16 y b 1 igual a 9, tenemos 

Semieje mayor: a = 2 16 = 4, Semieje menor: b = 2 9 = 3 

Distancia entre el centro y el foco: c = 2 16 — 9=27 

Focos: (0, ±c) = (o, ±2 7) 

Vertices: (0, ±a) = (0, ±4) 

Centro: (0, 0) . 

No hay razon para confundirse al analizar las ecuaciones (5) y (6). Basta con que de- 
terminemos las intersecciones con los ejes coordenados; de esa manera sabemos cual es la 
direccion del eje mayor, ya que es el de mayor longitud de los dos ejes. El centro siempre 
esta en el origen y los focos y vertices estan en el eje mayor. 
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y 

x = -a x = a 



FIGURA 10.10 Las hiperbolas tienen dos 
ramas. Para puntos en la rama de la 
derecha de la hiperbola que se muestra, 
PF\ — PF 2 = 2 a . Para puntos en la rama 
de la izquierda, PF 2 — PF\ — 2 a . 
Entonces hacemos b = 2 c 2 — a 2 . 


Ecuaciones en forma canonica para elipses con centra en el origen 

x 2 y 2 

Focos en el eje x : H — y = 1 (a > b) 

a b 

Distancia entre el centra y el foco: c = 2 a 2 — b 2 
Focos: (±c, 0) 

Vertices: (±a, 0) 

x 2 y 2 

Focos en el eje x: H — r = 1 (a > b) 

b a 

Distancia entre el centra y el foco: c = 2 a 2 — b 2 
Focos: (0, ±c) 

Vertices: (0, ±a ) 

En cada caso, a es el semieje mayor y b es el semieje menor. 


Hiperbolas 


DEFINICI ONES Hiperbola, focos 

Una hiperbola es el conjunto de puntos en un piano cuyas distancias a dos pun- 
tos fijos del piano tienen diferencia constante. Los dos puntos fijos son los focos 
de la hiperbola. 


Si los focos estan en F\{— c, 0) y F 2 (c\ 0) (figura 10.10) y la diferencia constante es 
2a, un punto (x, y) esta en la hiperbola si y solo si 

2 (x 4- c) 2 + y 2 — 2 (x — c) 2 + y 2 = ±2 a. (7) 


Para simplificar esta ecuacion, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos al 
cuadrado, despejamos el radical que queda y elevamos otra vez al cuadrado para obtener 



( 8 ) 


Hasta aquf, esta ecuacion se parece a la de la elipse. Pero ahora a 2 — c 2 es negativo, ya 
que 2a, siendo la diferencia de dos lados del triangulo PF\ F 2 , es menor que 2c, el tercer 
lado. 

Los pasos algebraicos que conducen a la ecuacion (8) se pueden revertir para 
demostrar que todo punto P cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion de esta forma, con 
0 < a < c tambien satisfacen la ecuacion (7). Por lo tanto, un punto esta en la hiperbola 
si y solo si sus coordenadas satisfacen la ecuacion (8). 

Si denotamos por b a la rafz cuadrada positiva de c 2 — a 2 , 

b = 2 c 2 — a 2 , (9) 


entonces a 2 — c 2 = —b 2 y la ecuacion (8) se escribirfa en forma compacta asf: 


x 

a 


2 

2 



( 10 ) 
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Las diferencias entre la ecuacion (10) y la ecuacion para una elipse (ecuacion 4) son el 
signo menos y la nueva relacion 

C~ — Cl~ “t“ b~ . De la ecuacion (9) 

A1 igual que la elipse, la hiperbola es simetrica con respecto al origen y con respecto 
de los ejes coordenados. Cruza el eje x en los puntos (±a, 0) . Las tangentes en estos pun- 
tos son verticales, ya que 

dy b^X Obtenida de la ecuacion (10) 

— — = — — por medio de la derivation 

d x a y implicita 

es infinita cuando y = 0. La hiperbola no tiene intercepciones con el eje y; de hecho, 
ninguna parte de la curva se encuentra entre las rectas x = —a y x = a. 



DEFI N I Cl ON ES Eje focal, centra, vertices 

La recta que pasa por los focos de una hiperbola es el eje focal. El punto que esta 
en el eje focal a la mitad de la distancia entre los focos es el centro de la hiper- 
bola. Los puntos en donde el eje focal y la hiperbola se cruzan son los vertices 
(figura 10.11). 


FIGIIKA 10.11 Puntos en el eje focal de 
una hiperbola. 

Si despejamos y en la ecuacion (10), obtenemos 



o, tomando rafces cuadradas, 


,b 

y = ± a x , 



Cuando x— » ±oo, el factor 2 1 — a 2 /x 2 se aproxima a 1, y el factor ±(b/a)x es domi- 
nante. 

Asf, las rectas 


,b 

y = ± a x 

son las dos asintotas de la hiperbola definida por la ecuacion (10). Las asmtotas propor- 
cionan la gufa que necesitamos para graficar las hiperbolas. La manera mas rapida para 
determinar las ecuaciones de las asmtotas consiste en reemplazar el 1 en la ecuacion (10) 
por 0 y despejar y en la nueva ecuacion: 


= 1 


= 0 


,b 

y = ±a x ■ 


hiperbola 


0 por 1 


asmtotas 
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Ecuaciones en forma canonica para hiperbolas con centra en el origen 

x 2 y 

Focos en el eje x: 9 0 = 1 

a b~ 

y x 2 

Focos en el eje y: , 9 = 1 

a b 

Distancia entre el centra y el foco: c = 2 a 2 + b 2 

Distancia entre el centra y el foco: c = 2 a 2 + b 2 

Focos: ( ±c, 0) 

Focos: (0, ±c) 

Vertices: (±a, 0) 

Vertices: (0, ±a) 

x 2 y 2 b 

Asmtotas: — r — Ar = 0 o y = ±~xx 
a 2 b 2 a 

y 2 x 2 a 

Asmtotas: — +r = 0 o y = ±-rx 

a 2 b 2 b 

Observe la diferencia en las ecuaciones de las asmtotas (en la primera b/a , en la segunda a/b). 



FI GURA 10.12 La hiperbola del ejemplo 
4 y sus asmtotas. 


y 



FI GURA 10.13 La hiperbola del ejemplo 
5 y sus asmtotas. 


EJ EMPLO 4 Focos en el eje x 

La ecuacion 



es la ecuacion (10) con a 2 = 4 y b 2 = 5 (figura 10.12). Tenemos 

Distancia entre el centra y el foco: c = 2 a 2 + b 2 = 24 + 5 = 3 

Focos: (±c, 0) = (±3,0), Vertices: (±a, 0) = (±2,0) 

Centro: (0, 0) 

x 2 y 2 2 5 

Asmtotas: ^ = 0 o y = ±^— x. 


( 11 ) 


EJEMPLO 5 Focos en el eje y 

La hiperbola 



que se obtiene al intercambiar x y y en la ecuacion (11), tiene sus vertices en el eje y en lu- 
gar de tenerlos en el eje x (figura 10.13). Con a 2 tambien igual a 4 y b 2 igual a 5, tenemos 

Distancia entre el centra y el foco: c = 2 a 2 + b 2 = 24 + 5 = 3 

Focos: (0, ±c) = (0, ±3), Vertices: (0, ±a ) = (0, ±2) 

Centro: (0, 0) 

y 2 x 1 2 

Asmtotas: . -»- = 0 o y = ± — ~x. 

4 j ' ~> c 


Propiedades reflectoras 

Las aplicaciones principales de las parabolas incluyen su uso como reflectores de luz y on- 
das de radio. Los rayos originados en el foco de la parabola se reflejan hacia afuera de la 
parabola, en lmeas paralelas al eje de la parabola (figura 10. 14 y ejercicio 90). Aun mas, el 
tiempo que tarda en llegar cualquier rayo del foco a una recta paralela a la directriz de la 
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FIGURA 10.15 Un espejo elfptico (mos- 
trado de perfil) refleja la luz de un foco ha- 
cia el otro. 



FIGURA 10.16 Dibujo esquematico de 
un telescopio reflector. 


Luz reflejada 




FIGURA 10,. Reflectores parabolicos pueden generar un rayo de luz paralelo al eje de la 
parabola desde una fuente situada en el foco, o recibir los rayos paralelos al eje y concentrar- 
los en el foco. 

parabola (y por lo tanto perpendicular a su eje) es el mismo para cada uno de los rayos. Es- 
tas propiedades se utilizan en linternas, faros de automoviles, reflectores de proyectores y 
en antenas de transmision de microondas. 

Si una elipse se hace girar alrededor de su eje mayor para generar una superficie (de- 
nominada elipsoide) y el interior es cromado para producir un espejo, la luz de un foco 
sera reflejada hacia el otro foco (figura 10.15). Los elipsoides reflejan el sonido de la 
misma manera y esta propiedad se utiliza para construir galenas de susurros, habitaciones 
en las que una persona parada en un foco puede escuchar un susurro emitido desde el otro 
foco. (El Salon de los Estatutos del Capitolio — sede del Congreso de Estados Unidos, en 
Washington — es una galena de susurros). 

La luz que se dirige hacia uno de los focos de un espejo hiperbolico se refleja hacia el 
otro foco. Esta propiedad de las hiperbolas se combina con las propiedades reflectoras de 
las parabolas y las elipses en el diseno de algunos telescopios modernos. En la figura 
10.16 la luz estelar se refleja en un espejo parabolico primario hacia el foco del espejo F P . 
Luego se refleja, por medio de un pequeno espejo hiperbolico cuyo foco es F H = F P , ha- 
cia el segundo foco de la hiperbola Fe — F h . Como este foco es compartido por una 
elipse, la luz se refleja por el espejo elfptico hacia el segundo foco de la elipse, donde un 
observador pueda verla. 


EJ ERCI Cl OS 10.1 


Identification de graficas 

Haga corresponder las parabolas de los ejercicios 1 a 4 con las ecua- 
ciones siguientes: 

x 2 = 2y, x 2 = -6y, y 2 = 8x, y 2 = -Ax. 

Luego determine el foco y la directriz de cada parabola. 

1 . > 2 . y 



3. y 


4. y 





Haga corresponder cada section conica de los ejercicios 5 a 8 con una 
de estas ecuaciones: 


x 


2 


4 

l 

4 


+ 



x 2 = 1, 
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Despues determine los focos y vertices de cada seccion conica. Si la 
seccion conica es una hiperbola, determine tambien sus asmtotas. 



Parabolas 

En los ejercicios 9 a 16 se dan ecuaciones de parabolas. Determine el 
foco y la directriz de cada parabola. Luego haga un bosquejo de la 
parabola, incluyendo su foco y directriz. 

9. y 2 = 12x 10. x 2 = 6y 11. x 2 = -8y 

12. y 2 = —2x 13. y = 4x 2 14. y = -8x 2 

15. x = — 3y 2 16. x = 2y 2 


Elipses 

En los ejercicios 17 a 24 se dan ecuaciones de elipses. Ponga cada 
ecuacion en la forma canonica. Luego haga un bosquejo de la elipse, 
incluyendo sus focos. 


17. 16.x 2 + 25y 2 = 400 
19. 2x 2 ± y 2 = 2 
21. 3x 2 + 2y 2 = 6 
23. 6x 2 + 9y 2 = 54 


18. lx 2 ± 16y 2 = 112 
20. 2x 2 + y 2 = 4 
22. 9x 2 + 10y 2 = 90 
24. 169x 2 + 25y 2 = 4225 


Los ejercicios 25 y 26 proporcionan information acerca de los focos y 
vertices de elipses con centro en el origen del piano xy. En cada caso 
determine la ecuacion en la forma canonica a partir de la information 
dada. 

25. Focos: (±2 2, o) 26. Focos: (0, ±4) 

Vertices: (±2, 0) Vertices: (0, ±5) 


Hiperbolas 

En los ejercicios 27 a 34 se dan ecuaciones de hiperbolas. Ponga cada 
ecuacion en la forma canonica y determine las asmtotas de las hiper- 
bolas. Luego haga un bosquejo de la hiperbola, incluyendo sus asmto- 
tas y focos. 

27. x 2 - y 2 = 1 28. 9x 2 - 16y 2 = 144 


29. y 2 - x 2 = 8 
31. 8x 2 - 2 y 2 = 16 
33. 8y 2 - 2x 2 = 16 


30. y 2 - x 2 = 4 

32. y 2 - 3x 2 = 3 

34. 64x 2 - 36y 2 = 2304 


En los ejercicios 35 a 38 se proporciona information respecto de los 
focos, vertices y asmtotas de hiperbolas con centro en el origen del 
piano xy. En cada caso, y con base en la information dada, determine 
la ecuacion en forma canonica de la hiperbola. 


35. Focos: (0, ±2 2) 
Asmtotas: y = ±x 
37. Vertices: (±3,0) 

4 

Asmtotas: y = ±— x 


36. Focos: (±2, 0) 


Asmtotas: 

38. Vertices: (0. ±2) 


y = ± — =x 

2 3 


Asmtotas: 


, 1 

y = ±i x 


Desplazamiento de secciones conicas 

39. La parabola y 2 = 8x se desplaza 2 unidades hacia abajo y 
1 unidad a la derecha para generar la parabola (y ± 2) 2 
= 8(x - 1). 

a. Determine el vertice, el foco y la directriz de la nueva 
parabola. 

b. Trace los nuevos vertice, foco y directriz y bosqueje la 
parabola. 

40. La parabola x 2 = — 4v se desplaza 1 unidad hacia la izquierda y 3 
unidades hacia arriba para generar la parabola (x + l) 2 = 

-4(y - 3). 

a. Determine el vertice, foco y directriz de la nueva parabola. 

b. Trace los nuevos vertice, foco y directriz y bosqueje la 
parabola. 

41. La elipse (x 2 / 16) + (y 2 /9) = 1 se desplaza 4 unidades hacia la 
derecha y 3 unidades hacia arriba para generar la elipse 

(x - 4) 2 (y - 3) 2 
16 9 


a. Determine los focos, los vertices y el centro de la nueva 
elipse. 

b. Trace los nuevos focos, vertices y bosqueje la elipse. 

42. La elipse (x 2 /9) + (y 2 /25) = 1 se desplaza 3 unidades hacia la 
izquierda y 2 unidades hacia abajo para generar la elipse 

(x ± 3) 2 (v ± 2) 2 
9 + 25 1 ' 

a. Determine los focos, los vertices y el centro de la nueva 
elipse. 

b. Trace los nuevos focos, vertices y centro y bosqueje la elipse. 

43. La hiperbola (x 2 /16) — (y 2 /9) = 1 se desplaza 2 unidades hacia 
la derecha para generar la hiperbola 

(x ~ 2) 2 y 2 

16 9 


a. Determine el centro, los focos, los vertices y las asmtotas de 
la nueva hiperbola. 
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b. Trace los nuevos centro, focos, vertices y asmtotas y bosqueje 
la hiperbola. 

44. La hiperbola (y 2 /4) — {x 2 /5) = 1 se desplaza 2 unidades hacia 
abajo para generar la hiperbola 


64. Ax 2 + y 2 + 8x - 2y = -1 

65. x 2 — y 2 — 2x + 4y = 4 66. x 2 — y 2 + Ax — 6y = 6 

67. 2x 2 - y 2 + 6y = 3 68. y 2 - Ax 2 + 16x = 24 


(y + 2) 2 X 2 

4 5 


a. Determine el centro, los focos, los vertices y las asmtotas de 
la nueva hiperbola. 

b. Trace los nuevos centro, focos, vertices y asmtotas y bosqueje 
la hiperbola. 

Los ejercicios 45 a 48 proporcionan ecuaciones para parabolas, e indi- 
can cuantas unidades hacia arriba o hacia abajo y hacia la derecha o 
hacia la izquierda se desplaza cada parabola. Determine una ecuacion 
para la nueva parabola y determine los nuevos vertice, foco y direc- 
triz. 

45. y 2 = 4x, izquierda 2, abajo 3 46. y 2 = — 12x, derecha 4, arriba 3 
47. x 2 = 8y, derecha 1 , abajo 7 48. x 2 = 6y, izquierda 3 , abajo 2 


Los ejercicios 49 a 52 proporcionan ecuaciones para elipses, e indican 
cuantas unidades hacia arriba o hacia abajo y hacia la derecha o hacia 
la izquierda se desplaza cada elipse. Determine una ecuacion para la 
nueva elipse y determine los nuevos focos, vertices y centro. 


49. 


LI 

2 


x 1 y 

51 — + — 

3 2 


52. 


or, >_ 

16 25 


= 1, 

izquierda 2, abajo 1 

= 1, 

derecha 3, arriba 4 

= 1, 

derecha 2, abajo 3 

= 1, 

izquierda 4, abajo 5 


Los ejercicios 53 a 56 proporcionan ecuaciones para hiperbolas, e in- 
dican cuantas unidades hacia arriba o hacia abajo y hacia la derecha o 
hacia la izquierda se desplaza cada hiperbola. Determine una ecuacion 
para la nueva hiperbola y determine los nuevos centro, focos, vertices 
y asmtotas. 


53. 




x L y 

54 — — = 1 

16 9 

55. y 1 — x 2 = 1, 


s 6 - y-* 2 =i. 


derecha 2, arriba 2 

izquierda 2, abajo 1 
izquierdal, abajo 1 
derecha 1, arriba 3 


Determine el centro, los focos, los vertices, las asmtotas y el radio, 
cuando corresponda, de las secciones conicas de los ejercicios 57 
a 68. 

57. x 2 + 4x + y 2 = 12 

58. 2x 2 + 2y 2 - 28x + 12y + 114 = 0 

59. x 2 + 2x + Ay - 3 = 0 60. y 2 - Ay - 8x - 12 = 0 

61. x 2 + 5v 2 + Ax = 1 62. 9x 2 + 6y 2 + 36y = 0 

63. x 2 + 2y 2 - 2x - 4y = - 1 


Desigualdades 

En los ejercicios 69 a 74, bosqueje las regiones en el piano xy cuyas 

coordenadas satisfacen las desigualdades o pares de desigualdades 

dadas. 

69. 9x 2 + 16y 2 < 144 

70. x 2 + y 2 > 1 y Ax 2 + y 2 < 4 

71. x 2 + 4v 2 >4 y 4x 2 + 9y 2 < 36 

72. (x 2 + y 2 - 4)(x 2 + 9y 2 - 9) < 0 

73. 4y 2 - x 2 > 4 74. |x 2 - y 2 | < 1 

Teoria y ejemplos 

75. Formula de Arquimedes para calcular el volumen de un soli- 
do parabobco La region acotada por la parabola y = ( Ah/b 2 )x 2 
y la recta y — h se hace girar alrededor del eje y para generar el 
solido que se muestra a continuation. Demuestre que el volumen 
del solido es 3/2 del volumen del cono correspondiente. 



76. Cables de puentes colgantes describen parabolas El cable del 
puente colgante que se muestra a continuation soporta una carga 
uniforme de w libras por pie horizontal. Puede demostrarse que si 
H es la tension horizontal del cable en el origen, la curva del cable 
satisface la ecuacion 


dy = w 

dx H X ~ 

Para demostrar que el cable cuelga describiendo una parabola, re- 
suelva esta ecuacion diferencial sujeta a la condition initial 
y = 0 cuando x = 0 . 


iTiTr-n 


Puente colgante 


uigaiuc 

wrf . 


696 Capftulo 10: Secciones conicas y coordenadas polares 


77. Determine la ecuacion para la circunferencia que pasa por los 
puntos (1, 0), (0, 1) y (2, 2). 

78. Determine la ecuacion para la circunferencia que pasa por los 
puntos (2, 3), (3, 2) y (-4,3). 

79. Determine la ecuacion para la circunferencia que tiene centra en 
(—2, 1) y que pasa por el punto (1, 3). ^E1 punto (1.1, 2.8) se en- 
cuentra dentro, fuera o sobre la circunferencia? 

80. Determine ecuaciones para las tangentes a la circunferencia (x — 
2) 2 + (y — 1 ) 2 = 5 en los puntos donde la circunferencia cruza 
los ejes coordenados. (Sugerencia'. Utilice derivation imph'cita). 

81. Si se dibujan rectas paralelas a los ejes coordenados, de manera 
que pasen por un punto P en la parabola y 2 = kx, k > 0, la 
parabola divide la region rectangular acotada por estas rectas y 
los ejes coordenados en dos regiones mas pequenas, Ay B. 

a. Si las regiones Ay B se hacen girar alrededor del eje y, 
demuestre que generan solidos cuyos volumenes tienen razon 
4:1. 

b. ^Cual es la razon de los volumenes generados al hacer girar 
las regiones alrededor del eje xl 



82. Demuestre que las tangentes a la curva y 2 = 4 px desde cualquier 
punto en la recta x = — p son perpendiculares. 

83. Determine las dimensiones del rectangulo con mayor area que 
puede inscribirse en la elipse x 2 + 4y 2 = 4 si sus lados son 
paralelos a los ejes coordenados. ^Cual es el area del rectangulo? 

84. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por la elipse 9x 2 + 4y 2 = 36 alrededor (a) del eje x, (b) 
del eje y. 

85. La region “triangular” en el primer cuadrante, acotada por el eje 
x, la recta x = 4, y la hiperbola 9x 2 — 4y 2 = 36 se hace girar al- 
rededor del eje x para generar un solido. Determine el volumen 
del solido. 

86. La region acotada a la izquierda por el eje y, a la derecha por la 
hiperbola x 2 — y 2 = 1 , arriba y abajo por las rectas y = ±3 se 
hace girar alrededor del eje y para generar un solido. Determine el 
volumen del solido. 

87. Determine el centroide de la region acotada por abajo por el eje x 
y por arriba por la elipse (x 2 /9) + (y 2 /16) = 1. 

88. La curva y = 2 i 2 + 1,0 — * — 2 2, que es parte de la rama 
superior de la hiperbola y 2 — x 2 = 1 , se hace girar alrededor del 
eje x para generar una superficie. Determine el area de la super- 
ficie. 

89. Las ondas circulares de la fotografra siguiente se produjeron al to- 
car la superficie del agua de un tanque, primero en A y luego en 
B. Conforme las ondas se expanden, sus puntos de intersection 


parecen describir una hiperbola. ^Realmente es asf? Para determi- 
narlo podemos modelar las ondas con circunferencias con centres 
en A y B. 



En el instante t, el punto P esta a r^(t) unidades de A y a 
r B (t) unidades de B. Como los radios de las circunferencias au- 
mentan a razon constante, la velocidad a la que estan viajando las 
ondas es 


dr a _ dip 
dt dt 

Concluya de esta ecuacion que ta — r B tiene un valor constante, 
de modo que P debe estar en una hiperbola con focos en A y B. 



90. Propiedad reflectora de las parabolas La figura siguiente 
muestra un punto tfpico P(x o,yo) en la parabola y 2 = Apx. La 
recta L es tangente a la parabola en P. El foco de la parabola esta 
en F(p, 0). El rayo y L' , que se extiende a partir de P hacia la de- 
recha, es paralelo al eje x. Para comprobar que la luz que va de F 
a P se reflejara a lo largo de y L' , demostramos que b es igual a 
a . Establezca esta igualdad realizando los pasos siguientes. 

a. Demuestre que tan b = 2p/yo- 

b. Demuestre que tanf = yo/(xo — p)- 

c. Utilice la identidad 


tan f — tan b 

tan a = v — ; t j- 

1 + tan f tan b 

para demostrar que tana = 2p/yo. 

Como a y b son agudos, tan b = tan a implica que b = a . 
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91. Como utilizo el astronomo Kepler una cuerda para dibujar 
parabolas El metodo de Kepler para dibujar una parabola (con 
herramientas mas modernas), requiere de una regia T, de una 
cuerda con la misma longitud de la regia T y una mesa cuyo borde 
pueda servir como la directriz de la parabola. Fije un extremo de 
la cuerda en el punto en donde quiere que este el foco y el otro ex- 
tremo en la punta superior de la regia T. Despues, manteniendo 
tensa la cuerda contra la regia T con un lapiz, deslice la regia T a 
lo largo del borde de la mesa. El lapiz trazara una parabola a me- 
dida que la regia T se mueva. ^,Por que? 



92. Construction de una hiperbola Los diagramas siguientes apa- 
recieron (sin rotulos) en Ernest J. Eckert, “Constructions Without 
Words”, Mathematics Magazine, vol. 66, numero 2, abril de 1993, 
pagina 113. Explique las construcciones determinando las coor- 
denadas del punto P. 

y y 




93. Ancho de una parabola en el foco Demuestre que el numero 
4 p es el ancho de la parabola x 2 = 4 py ( p > 0) en el foco, com- 
probando que la recta y = p corta a la parabola en los puntos que 
estan separados 4 p unidades. 

94. Asfntotas de ( x 2 /a 2 ) — ( y 2 /b 2 ) = 1 Demuestre que la dis- 
tancia vertical entre la recta y = ( b/a)x y la mitad superior de 
la rama derecha y = ( b/a)2 x 2 — a 2 de la hiperbola (jc 2 /cj 2 ) 
(x 2 /a 2 ) — (y 2 /b 2 ) = 1 tiende a 0, comprobando que 



Resultados analogos se cumplen para las partes restantes de la hi- 
perbola y las rectas y = ±{h/a)x. 


X0l2 


Clasificacion de secciones conicas por su excentricidad 


A continuation demostramos como asociar a cada seccion conica un numero llamado la 
excentricidad de la conica. La excentricidad revela el tipo de seccion conica (circunferen- 
cia, elipse, parabola o hiperbola) y, en el caso de elipses e hiperbolas, describe las pro- 
porciones generales de la seccion conica. 

Excentricidad 

Aunque la distancia entre el centra y el foco, c, no aparece en la ecuacion 

x 2 y 2 

^2 + = 1 , (« > *) 
a~ b~ 

de una elipse, aun podemos determinar c a partir de la ecuacion c = 2 a 2 — b 1 . S\ fija- 
mos a y variamos c sobre el intervalo 0 < c < a, las elipses resultantes variaran en 
forma (figura 10.17). Si c = 0, son circunferencias (pues a = b) y se aplanan cuando c 
aumenta. Sic = a , los focos y los vertices se traslapan y la elipse degenera en un segmen- 
to de recta. 

Utilizamos la razon de c a a para describir las diferentes formas que puede tomar la 
elipse. A esta razon se le llama excentricidad de la elipse. 
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c = a e = 1 F 2 


FI GU RA II 17 La elipse cambia de una circunferencia a un segmento de recta cuando c 
aumenta de 0 a a. 


TABLA 10.2 Excentricidades de 
las orbitas plane- 
tarias 


Mercurio 

0.21 

Saturno 

0.06 

Venus 

0.01 

Urano 

0.05 

Tierra 

0.02 

Neptuno 

0.01 

Marte 

0.09 

Pluton 

0.25 

Jupiter 

0.05 




DEFINICION Excentricidad de una elipse 

La excentricidad de la elipse (x * 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = I (a > b) es 

_ c _ 2 a 2 — b 2 
e ~ a ~~ a 


Los planetas del sistema solar giran alrededor del Sol en orbitas (aproximadamente) 
elfpticas, con el Sol en uno de los focos. La mayorfa de las orbitas son casi circulares, co- 
mo senalan las excentricidades listadas en la tabla 10.2. Pluton tiene la orbita mas excen- 
trica, con e = 0.25, seguido de Mercurio, con e = 0.21 . Otros miembros del sistema so- 
lar tienen orbitas todavla mas excentricas. Icaro, un asteroide de aproximadamente 1 milla 
de ancho que da una vuelta alrededor del sol cada 409 dfas terrestres, tiene una orbita con 
excentricidad de 0.83 (figura 10.18). 

EJEMPL0 1 Cometa Halley 


BiografIa historica 

Edmund Halley 
(1656-1742) 


Marte 



FI GURA 10.18 La orbita del asteroide 
Icaro es muy excentrica. La orbita de la 
Tierra es casi circular, a tal grado que sus 
focos estan dentro del Sol. 


La orbita del cometa Halley es una elipse de 36.18 unidades astronomicas (U.A.) de largo 

por 9.12 U.A. de ancho. (Una unidad astronomica equivale a 149,597,870 km, el semieje 
mayor de la orbita terrestre). Su excentricidad es 

2 a 2 - b 2 2 (36.18/2) 2 - (9.12/2) 2 2 (18.09) 2 - (4.56) 2 _ 

e a (1/2)(36.18) 18.09 ~ °- 97 ’ " 

Mientras que una parabola tiene un foco y una directriz, cada elipse tiene dos focos y 
dos directrices. Estas son las rectas perpendiculares al eje mayor a distancias es ±a/e del 
centra. La parabola tiene la propiedad de que 

PF = l- PD (1) 

para cualquier punto P en ella, donde F es el foco y D es el punto mas cercano a P en la di- 
rectriz. Para una elipse, puede demostrarse que las ecuaciones que reemplazan a la ecua- 
cion (1) son 

PF\ = e • PDu PF 2 = e-PD 2 . (2) 

Aquf, e es la excentricidad, P es cualquier punto en la elipse, F\ y F 2 son los focos, y /)[ 
y Z >2 son los puntos en las directrices mas cercanos a P (figura 10.19). 

En ambas ecuaciones (2) la directriz y el foco deben corresponder; esto es, si utilizamos la 
distancia de P a F\ , tambien debemos usar la distancia de P a la directriz en el mismo ex- 
tremo de la elipse. La directriz x = —a/e corresponde a to F\(—c, 0), y la directriz 
x = a/e corresponde a F 2 (c, 0) . 

La excentricidad de una hiperbola tambien es e = da, solo que en este caso c es igual 
a 2 a 2 + fc 2 en lugar de 2 a 2 — b 2 . En contraste con la excentricidad de una elipse, la 
excentricidad de una hiperbola siempre es mayor que 1 . 
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DEFINICION Excentricidad de una hiperbola 

La excentricidad de la hiperbola {x 2 /a 2 ) — iy 2 /b 2 ) = 1 es 

_ c _ 2 a 2 + b 2 
e ~ a ~ a 


Tanto en la elipse como en la hiperbola, la excentricidad es la razon de la distancia en- 
tre los focos y la distancia entre los vertices (ya que c/a = 2c/2a). 


FIGURA 10.19 Focos y directrices de la 
elipse (x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = 1. 

La directriz 1 corresponde al foco F \ , 
y la directriz 2 al foco F 2 . 


„ ■ ■ , > distancia entre los focos 

Excentricidad = — : ; — : 

distancia entre los vertices 


En una elipse, los focos estan mas cercanos entre si que los vertices y la razon es menor 
que 1. En una hiperbola, los focos estan mas alejados entre si que los vertices y la razon es 
mayor que 1 . 

EJEMPLO 2 Determi nacion de los vertices de una elipse 

Localizar los vertices de una elipse de excentricidad 0.8 cuyos focos estan en los puntos 
(0, ±7). 


Solucion Como e = c/a, los vertices son los puntos (0, ±a) , donde 


a 


c l 

e 0.8 


8.75, 


o (0, ±8.75). 


Directriz 1 y Directriz 2 



FIGURA 10.20 Focos y directrices de la 
hiperbola (x 2 /a 2 ) - (y 2 /b 2 ) = 1 . No 
importa en donde este P en la hiperbola, 
PF\ = e • PD\ y PF 2 = e • PD 2 . 


EJ EMPLO 3 Excentricidad de una hiperbola 

Determinar la excentricidad de la hiperbola 9x 2 — 16y 2 = 144. 

Solucion Dividimos ambos lados de la ecuacion de la hiperbola entre 144 para ponerla 
en forma canonica, con lo que obtenemos 

9x 2 _ xi _ / = 

144 144 1 y 16 9 1 ' 

Con a 2 = 16 y b 2 = 9, determinamos que c = 2 a 2 + b 2 = 2 16 + 9 = 5, asi 

_ c _ 5 
e ~ a ~ 4- 

Al igual que con la elipse, podemos demostrar que las rectas x = ±a/e actuan como 

directrices para la hiperbola, y que 

PF\ = e • PD\ y PF 2 = e-PD 2 . (3) 

Aqui P es cualquier punto en la hiperbola, F 1 y Fo son los focos y D \ y l) 2 son los puntos 
mas cercanos a P en las directrices (figura 10.20). 

Para completar el cuadro, definimos la excentricidad de la parabola como e = 1 . En- 
tonces, las ecuaciones (1) a (3) tienen la forma comun PF = e • PD. 
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DEFINICION Excentricidad de una parabola 

La excentricidad de una parabola es e = 1 . 


La ecuacion “foco-directriz” PF = e • PD unifica la parabola, la elipse y la hiperbola 
en el siguiente sentido: suponga que la distancia PF entre un punto P y un punto fijo F 
(el foco) es un multiplo constante de su distancia a una recta fija (la directriz). Es decir, 
suponga que 


PF = e-PD, 


(4) 


donde e es la constante de proporcionalidad. Entonces, la trayectoria descrita por P es 

(a) una parabola si e = 1 , 

(b) una elipse de excentricidad e si e < 1 , y 

(c) una hiperbola de excentricidad e si e > 1 . 

No hay coordenadas en la ecuacion (4), y cuando tratamos de expresarla con coordenadas 
el resultado varfa dependiendo del tamano de e. A1 menos esto es lo que sucede en coorde- 
nadas cartesianas. Sin embargo, como veremos en la section 10.8, en coordenadas polares 
la ecuacion PF = e • PD se traduce en una sola ecuacion sin importar el valor de e, una 
ecuacion tan sencilla, que es la que han elegido utilizar los astronomos y cientfficos espa- 
ciales durante casi 300 anos. 

Dado el foco y la directriz correspondiente de una hiperbola con centra en el origen y 
con foco en el eje x, podemos utilizar las dimensiones que se muestran en la figura 10.20 
para determinar e. A1 conocer e, podemos deducir la ecuacion cartesiana de la hiperbola 
a partir de la ecuacion PF = e • PD, como en el ejemplo siguiente. Podemos determinar 
las ecuaciones de elipses con centra en el origen y con focos en el eje x de una manera si- 
milar, por medio de las dimensiones que se muestran en la figura 10.19. 

Ecuacion cartesiana para una hiperbola 

Determinar una ecuacion cartesiana para la hiperbola con centra en el origen, que tiene un 
foco en (3, 0) y a la recta x = 1 como la directriz correspondiente. 

Solucion Primero utilizamos las dimensiones que se muestran en la figura 10.20 para 
determinar la excentricidad de la hiperbola. El foco es 

(c, 0) = (3, 0) por lo que c = 3 . 

La directriz es la recta 

a . 

x = = 1, asi que a = e. 

Cuando los combinamos con la ecuacion e = cl a , que define la excentricidad, estos re- 
sultados dan 


c 


3 

e’ 


e 2 = 3 y e = 2 3. 


e 


a 


de modo que 
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y 



Conocida e, ahora podemos deducir la ecuacion que necesitamos con base en la ecua- 
cion PF = e • PD . En la notation de la figura 10.21, tenemos 


PF = e- PD 


2 (x - 3) 2 + (y - 0) 2 = 2 3 |x - 1| 
x 2 — 6x + 9 + y 2 = 3(x 2 — 2x + 1) 
2x 2 — y 2 = 6 

_ r = 

3 6 


Ecuacion (4) 
e = 2 3 


FIGURA 10.21 Hiperbola y directriz del 
ejemplo 4. 


EJ ERCI Cl OS 10.2 


Elipses 

En los ejercicios 1 a 8, determine la excentricidad de la elipse. Luego 


determine y grafique sus focos 
1. 16x 2 + 25y 2 = 400 
3. 2x 2 + y 2 = 2 
5. 3x 2 + 2y 2 = 6 
7. 6x 2 + 9y 2 = 54 


directrices. 

2. lx 2 + 16y 2 = 112 
4. 2x 2 + y 2 = 4 
6. 9x 2 + 10y 2 = 90 
8. 169x 2 ± 25y 2 = 4225 


En los ejercicios 9 a 12 se dan los focos y las excentricidades de elip- 
ses con centra en el origen del piano xy. En cada caso, determine la 


ecuacion canonica de la elipse. 
9. Focos: (0, ±3) 
Excentricidad: 0.5 

11. Vertices: (0, ±70) 
Excentricidad: 0. 1 


10. Focos: (±8,0) 
Excentricidad: 0.2 

12. Vertices: (±10,0) 
Excentricidad: 0.24 


Los ejercicios 13 a 16 dan los focos y las directrices correspondientes 
de elipses con centra en el origen del piano xy. En cada caso, utilice 
las dimensiones en la figura 10.19 para determinar la excentricidad de 
la elipse. Luego determine la ecuacion en forma canonica de la elipse. 
13. Foco: (2 5, o) 14. Foco: (4, 0) 


9 

Directriz: x = — — 
2 5 

15. Foco: (-4,0) 

Directriz: x = — 16 


Directriz: x = — 

16. Foco: ( — 2 2, o) 

Directriz: x = —22 2 


17. Dibuje una elipse de excentricidad 4/ 5. Explique el procedimien- 
to que utilizo. 

18. Dibuje a escala la orbita de Pluton (excentricidad 0.25). Explique 
el procedimiento que utilizo. 

19. Los puntos extremos de los ejes mayor y rnenor de una elipse son 
(1, 1), (3, 4), (1, 7) y (— 1, 4) . Haga un bosquejo de la elipse, pro- 
porcione su ecuacion en forma canonica, y determine sus focos, 
excentricidad y directrices. 


20. Determine una ecuacion para la elipse de excentricidad 2/3 que 
tiene la recta x — 9 como una directriz y el punto (4, 0) como el 
foco correspondiente. 

21. (.Que valores de las constantes a, b y c hacen que la elipse 

4x 2 + y 2 ± ax + by ± c = 0 

sea tangente al eje x en el origen y pase por el punto ( — 1, 2)? 
^,Cual es la excentricidad de la elipse? 

22. Propiedades reflectoras de las elipses Una elipse se hace gi- 
rar alrededor de su eje mayor para general' un elipsoide. La super- 
ficie interna del elipsoide se croma para fabricar un espejo. De- 
muestre que un rayo de luz que sale de un foco se reflejara hacia 
el otro foco. Las ondas de sonido tambien siguen estas trayecto- 
rias y esta propiedad se utiliza en la construccion de “galenas de 
susurros”. ( Sugerencia : Coloque la elipse en position estandar en 
el piano xy y demuestre que las llneas que van del punto P — en la 
elipse — a los dos focos, forrnan angulos congruentes con la tan- 
gente a la elipse en P). 


Hiperbolas 


En los ejercicios 23 a 30, determine la excentricidad de la hiperbola 
Luego determine y grafique los focos y directrices de la hiperbola. 


23. x 2 - y 2 = 1 
25. y 2 - x 2 = 8 
27. 8x 2 - 2y 2 = 16 
29. 8y 2 - 2x 2 = 16 


24. 9x 2 - 16y 2 = 144 
26. y 2 - x 2 = 4 
28. y 2 - 3x 2 = 3 
30. 64x 2 - 36y 2 = 2304 


En los ejercicios 31 a 34 se dan las excentricidades y los vertices o los 
focos de hiperbolas con centra en el origen del piano xy. En cada caso, 
determine la ecuacion en forma canonica de la hiperbola. 


31. Excentricidad: 3 
Vertices: (0, ±1) 

33. Excentricidad: 3 
Focos: (±3,0) 


32. Excentricidad: 2 
Vertices: (±2, 0) 

34. Excentricidad: 1.25 
Focos: (0, ±5) 
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En los ejercicios 35 a 38 se dan los focos y las directrices correspon- 
dientes de hiperbolas con centra en el origen del piano xy. En cada ca- 
so, determine la excentricidad de la elipse. Luego determine la ecua- 
cion en forma canonica de la hiperbola. 

35. Foco: (4,0) 36. Foco: (2 10, o) 

Directriz: x = 2 Directriz: x = 2 2 

37. Foco: (-2,0) 38. Foco: (-6,0) 

Directriz: x = — -x Directriz: x — —2 

39. Una hiperbola de excentricidad 3/2 tiene un foco en (1, — 3) . La 
directriz correspondiente es la recta y = 2 . Determine una ecua- 
cion para la hiperbola. 

40. El efecto de la excentricidad en la forma de una hiperbola 

^Que le sucede a la grafica de una hiperbola cuando su excen- 
tricidad crece? Para decidirlo, reescriba la ecuacion (x^/a 2 ) — 
(y^/b 2 ) = 1 en terminos de a y e en lugar de a y b. Haga la grafi- 
ca de la hiperbola para varios valores de e y describa sus observa- 
ciones. 

41. Propiedad reflectora de las hiperbolas Demuestre que, como 
se ve en la figura siguiente, un rayo de luz dirigido hacia uno de 
los focos de un espejo hiperbolico se refleja hacia el otro foco. 
{Sugerencia: Compruebe que la tangente a la hiperbola en P bi- 
secta el angulo que forman los segmentos PF\ y PFt). 


y 



42. Una elipse y una hiperbola cofocales Demuestre que una elip- 
se y una hiperbola que tienen los mismos focos A y B, como se 
muestra en la figura siguiente, se cortan en angulo recto en sus 
puntos de intersection. [Sugerencia: Un rayo de luz que parte del 
foco A y toca la hiperbola en P , se reflejana en la hiperbola como 
si viniese directamente desde B (ejercicio 41). El mismo rayo se 
reflejarfa desde la elipse para pasar por B (ejercicio 22)]. 
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Ecuaciones cuadraticas y rotaciones 


En esta section examinaremos la grafica en el piano cartesiano de cualquier ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 


y 



FIGURA 10.22 El eje focal de la 
hiperbola 2xy = 9 forma un angulo de 
p/4 radianes con la parte positiva del eje x. 


en la que A, By C no son todas cero, y demostraremos que casi siempre es una section co- 
nica. Las excepciones son, entre otras, los casos en los que no existe la grafica o esta con- 
siste de dos rectas paralelas. Por convention todas las graficas de la ecuacion (1), curvadas 
o no, se denominan curvas cuadraticas. 


El termino con producto cruzado 

Habra notado que el termino Bxy no aparece en las ecuaciones de las secciones conicas de 
la section 10.1. Esto sucede porque los ejes de las secciones conicas eran paralelos a (de 
hecho, coinciden con) los ejes coordenados. 

Para ver que sucede cuando no hay paralelismo, escribamos una ecuacion para una hi- 
perbola con a = 3 y focos en F i(— 3, —3) y /tiO, 3) (figura 10.22). La ecuacion 
\PFi — PFt\ = 2a se convierte en \PF\ — PF 2 I = 2(3) = 6 y 

2 (x + 3) 2 + (y + 3) 2 — 2 (x — 3) 2 + (y — 3) 2 = ±6. 

Cuando despejamos un radical, elevamos al cuadrado, despejamos el radical que aun apa- 
rece y volvemos a elevar al cuadrado, la ecuacion se reduce a 

2xy = 9, (2) 

un caso de la ecuacion (1) en el que el termino con producto cruzado esta presente. Las 
asmtotas de la hiperbola de la ecuacion (2) son los ejes x y y y cl eje focal forma un angu- 
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y 



FIGURA 10.23 Un rotacion por un 
angulo a en sentido contrario a las 
manecillas del reloj alrededor del origen. 


y 



FIGURA 10.24 Hiperbola del ejemplo 1 
(x' y y' son las coordenadas). 


lo de p/4 radianes con la parte positiva del eje x. Como en este ejemplo, el termino con 
producto cruzado esta presente en la ecuacion (1) solo cuando los ejes de la conica estan 
inclinados. 

Para quitar el termino xy de la ecuacion de una conica, rotamos los ejes coordenados 
para eliminar “la inclinacion” en los ejes de la conica. Las ecuaciones que utilizamos para 
las rotaciones se deducen de la siguiente manera. En la notation de la figura 10.23, que 
muestra una rotacion por un angulo a , en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
alrededor del origen, 

x — OM = OP cos (u + a) = OP cos Ucos a — OP sen Usen a 

, x (3) 

y = MP = OP sen (u + a) = OP cos Usen a + OP sen Ucos a . 


Como 


OP cos U = OM' = x' 


y 


OP sen U = M'P = y ' , 
las ecuaciones (3) se reducen a lo siguiente. 


Ecuaciones para rotar ejes coordenados 

x = x' cos a — y' sen a 
y = x' sen a 4 - y' cos a 


(4) 


EJEMPLO 1 Determi nacion de una ecuacion para una hiperbola 

Los ejes x y y se rotan alrededor del origen un angulo de p/4 radianes. Determine una 
ecuacion para la hiperbola 2xy = 9 en las nuevas coordenadas. 

Solucion Como cos p/4 = senp/4 = 1/2 2, sustituimos 

x' — y' x' + y' 

x = — , y = ' 

2 2 2 2 


de las ecuaciones (4) en la ecuacion 2xy = 9 y obtenemos 

~ y ')( X ' +y ' ) = 9 
2 2 A 2 2 ) 

x' 1 - y ,2 = 9 


A _ A = , 

9 9 


Vea la figura 10.24. 

Si aplicamos las ecuaciones (4) a la ecuacion cuadratica (1), obtenemos una nueva 
ecuacion cuadratica 

A'x' 2 + B'x'y' + C'y' 1 + D'x' + E'y' + F’ =0. 


(5) 
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Los nuevos coeficientes estan relacionados con los antiguos por medio de las ecuaciones 
A' = A cos 2 a + B cos a sen a + C sen 2 a 
B' = B cos 2a + (C — A) sen 2a 
C' = A sen 2 a — B sen a cos a + C cos 2 a 

( 6 ) 

D' = D cos a + E sen a 
E' = ~D sen a + E cos a 
F' = F. 

Estas ecuaciones muestran, entre otras cosas, que si iniciamos con una ecuacion 
para una curva en la que aparece el termino con producto cruzado {BA 0) , podemos en- 
contrar una rotacion por un angulo a que produce una ecuacion en la que no aparezca el 
termino con producto cruzado {B' = 0). Para determinar a, hacemos B’ = 0 en la se- 
gunda ecuacion de (6) y resolvemos el sistema resultante, 

B cos 2a + (C — A) sen 2a = 0, 

para a . En la practica, esto significa determinar a a partir de una de las dos ecuaciones. 



1 


FIGURA 10.25 Este triangulo identifica 
2a = cot _1 (l/l 3) como p/3 
(ejemplo 2). 


Angulo de rotacion 

A-C 

cot 2a = — „ — o 

D 


tan 2a = 



(7) 


EJ EMPLO 2 Determi nacion del angulo de rotacion 

Los ejes coordenados se rotaran un angulo a para producir una ecuacion para la curva 

2x 2 + 2 3 xy + y 2 — 10 = 0 

que no tenga el termino con producto cruzado. Determinar a y la nueva ecuacion. Identifi- 
car la curva. 



Solucion La ecuacion 2x 2 + 2 3xy + y 2 — 10 = 0 tiene A = 2, B = 2 3 , y 
C = 1 . Sustituimos estos valores en la ecuacion (7) para determinar a : 


cot 2a = 



2 - 1 
2 3 


1 

2 3 


Con base en el triangulo rectangulo de la figura 10.25, vemos que una eleccion apropiada 
del angulo es 2a = p/3, por lo que tomamos a = p/6. A1 sustituir a = p/6, A = 2, 
B = 2 3, C = 1, D = E = 0 y F = — 10 en las ecuaciones (6) se obtiene 


A> = 1 
A 2 ’ 


B’ =0, C’ = A 


D’ = E’ = 0, F’ = -10. 


Entonces, la ecuacion (5) da 


^x' 2 + Ay' 2 - 10 = 0, 


4 20 


FIGURA 10.26 Seccion conica del 
ejemplo 2. 


La curva es una elipse con focos en el nuevo eje y’ (figura 10.26). 
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Posibles graficas de ecuaciones cuadraticas 

Regresamos ahora a la grafica de la ecuacion cuadratica general. 

Como los ejes siempre pueden rotarse para eliminar el termino con producto cruzado, 

no hay perdida de generalidad en suponer que ya se ha hecho y que nuestra ecuacion tiene 

la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. (8) 

La ecuacion (8) representa 

(a) una circunferencia, si A = C Y 0 (casos especiales: la grafica es un punto o no exis- 
te grafica); 

(b) una parabola, si la ecuacion (8) es cuadratica en una variable y lineal en la otra; 

(c) una elipse, si tanto A como C son positivos o negativos (casos especiales: circunferen- 
cias, un solo punto o ninguna grafica); 

(d) una hiperbola, si A y C tienen signos opuestos (caso especial: un par de rectas que se 
intersec an); 

(e) una recta, si A y C son cero y al menos uno de D o E es diferente de cero; 

(f) una o dos rectas, si el lado izquierdo de la ecuacion (8) puede factorizarse como el 
producto de dos factores lineales. 

Yea los ejemplos de la tabla 10.3. 


TABLA 10.3 Ejemplos de curvas cuadraticas A^ + Bx/+C/ + D<+fy+F 

= 0 



A 

BCD 

E 

F 

Ecuacion 

Observaciones 

Circunferencia 

1 

1 


-4 

x 2 + y 2 = 4 

A = C\F < 0 

Parabola 


1 -9 



y 2 = 9x 

Cuadratica en y, 
lineal en x 

Elipse 

4 

9 


-36 

4x 2 + 9 y 2 = 36 

A, C tiene el mismo 
signo, A ¥= C; F < 0 

Hiperbola 

1 

-1 


-1 

x 2 -y 2 =l 

A, C tienen signos 
opuestos 

Una recta (sigue 
siendo una seccion 

1 




x 2 = 0 

eje y 

conica) 

Rectas que se 


1 1 

-1 

-1 

xy + x — y — 1=0 

Se factoriza 

intersecan (sigue 






como 

siendo una seccion 






(x - 1)0 + 1) = 0, 

conica) 






por lo que 

x = 1 ,y = —1 

Rectas paralelas 

1 

-3 


2 

x 2 — 3x + 2 = 0 

Se factoriza como 

(no es una 






(x — l)(x — 2) =0, 

seccion conica) 






por lo que 

x = 1, x = 2 

Un punto 

1 

1 



x 2 + y 2 = 0 

El origen 

Ninguna grafica 

1 



1 

x 2 = -1 

Ninguna grafica 


Prueba del discriminante 

No necesitamos eliminar el termino xy de la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


( 9 ) 
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para decir que clase de section conica representa la ecuacion. Si esta es la unica informa- 
cion que queremos, en lugar de ello podemos aplicar la siguiente prueba. 

Como hemos visto, si B A 0, al rotar los ejes de coordenadas un angulo a , que satis- 
face la ecuacion 


cot 2a = A _ C (10) 

n 

cambiamos la ecuacion (9) por una forma equivalente 

A'x' 2 + C'y' 2 + D'x' + E'y' + F' = 0 (11) 

sin el termino con producto cruzado. 

Ahora, la grafica de la ecuacion (1 1) es una (real o degenerada) 

(a) parabola, si A' o C’ = 0; esto es A'C' = 0; 

(b) elipse, si A' y C' tienen el mismo signo, esto es, si A'C' > 0; 

(c) hiperbola, si A' y C' tienen signos opuestos, esto es, si A'C' <0. 

Tambien puede verificarse, a partir de las ecuaciones (6), que para cualquier rotation 
de ejes, 

B 2 - 4AC = B' 2 - 4A’C’ . (12) 

Esto significa que la cantidad B 2 — 4 AC no cambia por una rotation. Pero cuando rota- 
mos por el angulo a , dado por la ecuacion (10), B' se vuelve cero, por lo que 

B 2 - 4 AC = —4 A'C'. 

Ya que la curva es una parabola, si A'C' = 0, una elipse si A'C' > 0, y una hiperbola si 
A'C' < 0, la curva debe ser una parabola si B 2 — 4 AC = 0, una elipse si 
B 2 — 4AC < 0,y una hiperbola si B 2 — 4 AC > 0. El numero B 2 — 4 AC se denomina 
discriminante de la ecuacion (9). 


Prueba del discriminante 

Recordando que pueden presentarse casos degenerados, la curva cuadratica 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 es 

(a) una parabola, si B 2 - 4 AC = 0, 

(b) una elipse, si B 2 — 4AC < 0, 

(c) una hiperbola, si B 2 — 4 AC > 0. 


EJ EMPLO 3 Apl icaci on de la prueba del discriminante 

(a) 3x 2 — 6 xy + 3y 2 + 2x — 7 = 0 representa una parabola, ya que 

B 2 - 4 AC = ( — 6) 2 - 4- 3- 3 = 36 - 36 = 0. 

(b) x 2 + xy + y 2 — 1 = 0 representa una elipse, ya que 

B 2 - 4AC = (l) 2 - 4- 1 • 1 = -3 < 0. 

(c) xy — y 2 — 5y + 1 = 0 representa una hiperbola, ya que 

B 2 - 4 AC = (l) 2 - 4(0)(— 1) = 1 > 0. 
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FIGURA 10.27 Para calcular el seno y 
el coseno de un angulo U entre 0 y 2p ,1a 
calculadora rota el punto (1, 0) a una 
posicion apropiada en el cfrculo unitario 
y muestra las coordenadas resultantes. 


USO DE LA TECNOLOGIA Como utilizan las caiculadoras las rotaciones para eva- 

luar senos y cosenos 

Algunas caiculadoras utilizan rotaciones para calcular senos y cosenos de angulos arbi- 
trarios. El procedimiento es como este: la calculadora tiene almacenados, 

1 . digamos, diez angulos, mas o menos 

aj = sen _ 1 (10 _1 ), a 2 = sen - 1 (10 -2 ), a 10 = sen~'(lCr 10 ), 

y 

2 . veinte numeros, los senos y cosenos de los angulos 3i, a 2 , aio- 

Para calcular el seno y el coseno de un angulo arbitrario U, introducimos U (en radianes) 
a la calculadora. La calculadora resta o suma multiplos de 2p a U para reemplazar U por 
un angulo entre 0 y 2p que tenga el mismo seno y coseno que U (continuaremos denomi- 
nando el angulo con U). Entonces, la calculadora “escribe” U como una suma de multi- 
plos de a (tantos como sea posible sin exceder U), mas multiplos de a2 (nuevamente, 
tantos como sea posible) y asi sucesivamente, hasta hacerlo con a| (l . Esto da 

U ~ in i a i + ni2d2 + • ■ ■ + mioaio. 

Luego, la calculadora rota el punto (1,0), m\ veces por el angulo ai , mas m 2 veces por 
el angulo 82 , y asi sucesivamente, terminando con ;«io veces por el angulo a 10 (figura 
10.27). Las coordenadas de la posicion final de (1, 0) en la circunferencia unitaria son 
los valores que la calculadora da para (cos U, sen ll) . 


EJ ERCICIOS 10.3 

Uso del discriminante 

Utilice el discriminante B 2 — 4 AC para decidir si las ecuaciones en 
los ejercicios 1 a 16 representan parabolas, elipses o hiperbolas. 

1. x 2 - 3xy + y 2 - x = 0 

2. 3x 2 - 18xy + 27y 2 - 5x + 7y = -4 

3. 3x 2 - 7xy + 2 17 y 2 = 1 

4. 2x 2 — 2 15 xy + 2y 2 + x + y = 0 

5. x 2 + 2xy + y 2 + 2x — y + 2 = 0 

6. 2x 2 — y 2 + 4xy — 2x + 3y = 6 

7. x 2 + 4.xy + 4y 2 - 3x = 6 

8. x 2 + y 2 + 3x ~ 2y = 10 9. xy + y 2 - 3x = 5 

10. 3x 2 + 6xy + 3y 2 - 4x + 5y = 12 

11. 3x 2 - 5xy + 2y 2 - 7x - 14y = -1 

12. 2x 2 - 4.9xy + 3y 2 - 4x = 7 

13. x 2 - 3xy + 3y 2 + 6y = 7 

14. 25x 2 + 21xy + 4y 2 - 350x = 0 

15. 6x 2 + 3xy + 2y 2 + 17y + 2 = 0 

16. 3x 2 + 12xy + 1 2y 2 + 435x - 9y + 72 = 0 


Rotation de los ejes coordenados 

En los ejercicios 17 a 26, rote los ejes coordenados para cambiar la 
ecuacion dada por una ecuacion que no tenga el termino con producto 
cruzado (xy). Luego identifique la grafica de la ecuacion. (Las ecua- 
ciones nuevas variaran segun el tamano y la direction de la rotation 
que utilice). 

17. xy = 2 18. x 2 + .xy + y 2 = 1 

19. 3x 2 + 22 3xy + y 2 - 8x + 82 3v = 0 

20. x 2 - 2 3xy + 2y 2 = 1 21. x 2 - 2xy + y 2 = 2 

22. 3x 2 - 22 3xy + y 2 = 1 

23. 2 2x 2 + 22 2xy + 2 2y 2 - 8x + 8y = 0 

24. xy — y — x+l=0 

25. 3x 2 + 2xy + 3y 2 = 19 

26. 3x 2 + 42 3xy - y 2 = 7 

27. Determine el seno y el coseno de un angulo en el primer cuadran- 
te, por medio del cual los ejes coordenados pueden rotarse para 
eliminar el termino con producto cruzado de la ecuacion 

14x 2 + 16xy + 2y 2 - lOx + 26,370v - 17 = 0. 


No realice la rotation. 
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28. Determine el seno y el coseno de un angulo en el segundo cua- 
drante, por medio del cual los ejes coordenados pueden rotarse 
para eliminar el termino con producto cruzado de la ecuacion 

4x 2 - 4xy + y 2 - 82 5x - 162 5y = 0. 

No realice la rotacion. 

Las secciones conicas en los ejercicios 17 a 26 se eligieron para tener 
angulos de rotacion “faciles” en el sentido de que, conociendo cot 2a 
o tan 2a podemos identificar 2a y determinar sen a y cos a a partir 
de triangulos conocidos. 

En los ejercicios 29 a 34, utilice una calculadora para determinar 
un angulo a mediante el cual puedan rotarse los ejes coordenados para 
cambiar la ecuacion dada por una ecuacion cuadratica en la que no 
aparezca el termino con producto cruzado. Luego determine sen a y 
cos a a dos decimales, y utilice las ecuaciones (6) para hallar los coe- 
ficientes de la nueva ecuacion redondeando al decimal mas cercano. 
En cada caso, determine si la section conica es una elipse, una hiper- 
bola o una parabola. 

29. x 2 — xy + 3y 2 + x — y — 3 = 0 

30. 2x 2 + xy — 3y 2 + 3x — 7 = 0 

31. * 2 - 4xy + 4y 2 - 5 = 0 

32. lx 2 - \2xy + 18y 2 - 49 = 0 

33. 3x 2 + 5xy + 2y 2 - 8y - 1 = 0 

34. 2x 2 + 7xy + 9y 2 + 20.v - 86 = 0 

Teoria y ejemplos 

35. ^Que efecto tiene una rotacion de 90° alrededor del origen sobre 
las ecuaciones de las siguientes secciones conicas? En cada caso, 
proporcione la nueva ecuacion. 

a. La elipse (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) =1 (a > b) 

b. La hiperbola (x 2 /a 2 ) — (y 2 /b 2 ) = 1 

c. La circunferencia x 2 + y 2 = a 2 

d. La recta y = mx e. La recta y = mx + b 

36. ,-Que efecto tiene una rotacion de 180° alrededor del origen sobre 
las ecuaciones de las siguientes secciones conicas? Proporcione 
la nueva ecuacion en cada caso. 

a. La elipse (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) =1 (a > b) 

b. La hiperbola (x 2 /a 2 ) — ( y 2 /b 2 ) = 1 

c. La circunferencia x 2 + y 2 = a 2 

d. La recta y = mx e. La recta y = mx + b 

37. La hiperbola xy = a La hiperbola xy = 1 es una de las mu- 
chas hiperbolas de la forma xy = a que aparecen en las ciencias 
y en las matematicas. 

a. Gire los ejes coordenados un angulo de 45° para cambiar la 
ecuacion xy = 1 por una ecuacion sin el termino xy. ^Cual es 
la nueva ecuacion? 

b. Haga lo mismo con la ecuacion xy = a. 

38. Determine la excentricidad de la hiperbola xy = 2. 


39. ^,Que puede decirse acerca de la grafica de la ecuacion 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 si AC <0? Justifique 
su respuesta. 

40. Conicas degeneradas ( ',Alguna section conica Ax 2 + Bxy 
Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 no degenerada puede tener todas las 
propiedades siguientes? 

a. Es simetrica respecto del origen. 

b. Pasa por el punto (1,0). 

c. Es tangente a la recta y = 1 en el punto ( — 2, 1) . 

Justifique su respuesta. 

41. Demuestre que la ecuacion x 2 + y 2 = a 2 se transforma en x' 2 

+ y' 2 = a 2 para toda election del angulo a en las ecuaciones de 
rotacion (4). 

42. Demuestre que la rotacion de los ejes por un angulo de p/4 ra- 
dianes eliminara el termino xy en la ecuacion (1), siempre que 
A = C. 

43. a. Decida si la ecuacion 

x 2 + 4xy + 4y 2 + 6x + 12y + 9 = 0 
representa una elipse, una parabola o una hiperbola. 
b. Demuestre que la grafica de la ecuacion del inciso (a) es la 
recta 2y = — x — 3 . 

44. a. Decida si la section conica con ecuacion 

9x 2 + 6xy + y 2 — \2x — 4y + 4 = 0 
representa una elipse, una parabola o una hiperbola. 
b. Demuestre que la grafica de la ecuacion del inciso (a) es la 
recta y = — 3x + 2. 

45. a. r,Que clase de section conica es la curva xy + 2x — y = 0? 

b. Despeje y de la ecuacion xy + 2x — y = 0 , y haga un bos- 
quejo de la curva como la grafica de una funcion rational 
de x. 

c. Determine las ecuaciones para las rectas paralelas a la recta 

y = — 2x que son normales a la curva. Agregue las rectas a su 
bosquejo. 

46. Pruebe o encuentre contraejemplos para las siguientes propo- 
siciones sobre la grafica de Ax 2 + Bxy + Cv 2 + Dx + Ey 
F = 0. 

a. Si AC > 0, la grafica es una elipse. 

b. Si AC > 0, la grafica es una hiperbola. 

c. Si AC > 0, la grafica es una hiperbola. 

47. Una buena formula para determinar el area de elipses Cuan- 
do B 2 — 4AC es negativo, la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 = 1 

representa una elipse. Si los semiejes de la elipse son a y b, su 
area es p ab (una formula estandar). Demuestre que el area tam- 
bien esta dada por la formula 2p/ 2 4AC — B 2 . ( Sugerencia : Gi- 
re los ejes coordenados para eliminar el termino xy y aplique la 
ecuacion (12) a la nueva ecuacion). 

48. Otros invariantes Describimos el hecho de que B' 2 — 4A'C' 
es igual a B 2 — 4 AC despues de una rotation alrededor del ori- 
gen, diciendo que el discriminante de una ecuacion cuadratica es 
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un invariante de la ecuacion. Utilice las ecuaciones (6) para de- 49. Una demostracion de que B' 2 - 4 A'C' = B 2 - 4 AC Utilice 
mostxar que los numeros (a) A + C y (b ) D 2 + E 1 tambien son l as ecuaciones (6) para demostrar que B ' 2 - 4 A'C' = Br - 4 AC 

invariantes, en el sentido que p ara cualquier rotacion de los ejes alrededor del origen. 

A' + C' = A + C and D ' 2 + E ' 2 = D 2 + E 2 . 

Podemos utilizar estas igualdades para verificar posibles errores 
de calculo cuando rotemos los ejes. 
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Conicas y ecuaciones parametricas; la cicloide 


En la seccion 3.5 se hizo una introduccion a las curvas en el piano cartesiano definidas por 
medio de ecuaciones parametricas asi como del calculo de sus derivadas. Alii estudiamos 
parametrizaciones de rectas, circunferencias y elipses. En esta seccion analizaremos la pa- 
rametrizacion de parabolas, hiperbolas, cicloides, braquistocronas y tautocronas. 


Parabolas e hiperbolas 

En la seccion 3.5 estudiamos la parametrizacion 

x = 2 t, y = t, t > 0 


para describir el movimiento de una particula a lo largo de la rama derecha de la parabola 
y = x 2 . En el ejemplo siguiente obtenemos una parametrizacion de toda la parabola, no 
solo de la rama derecha. 


y 



y = x 2 j 

■A 

P(t, t 2 ) 

V 

/ 

1=1 

V(L l) 

V 

y , 

0 



FIGURA 10.28 La trayectoria definida 
por x = t,y = t 2 , — 00 < t < 00 es 
toda la parabola y = x 2 (ejemplo 1). 


EJ EMPLO 1 Una parabola completa 

La posicion P(x, y ) de una particula que se mueve en el piano xy se da por medio de las 
ecuaciones y el intervalo del parametro 

x = t, y = t 2 , -00 < t < 00 . 

Identifique la trayectoria de la particula y describa el movimiento. 

Solucion Identificamos la trayectoria eliminando la 1 entre las ecuaciones x = t y 
y = t 2 , obteniendo 

y = ( 0 2 = * 2 - 

Las coordenadas de la posicion de la particula satisfacen la ecuacion y = x 2 , por lo que la 
particula se mueve a lo largo de esta curva. 

En contraste con el ejemplo 10 de la seccion 3.5, ahora la particula recorre toda la pa- 
rabola. Cuando t aumenta de — 00 a 00 , la particula baja por la parte izquierda, pasa por 
el origen, y se mueve hacia arriba por el lado derecho (figura 10.28). 

Como ilustra el ejemplo 1, cualquier curva y = f(x) tiene la parametrizacion x = t, 
y = f(t ) . Esto es tan sencillo que por lo regular no lo utilizamos, pero tenerlo en cuenta es 
en ocasiones util. 


El EMPLO 2 Una parametrizacion de la rama derecha de la hi perbola 
x 2 -y 2 = 1 

Describir el movimiento de la particula cuya posicion P(x, y) en el instante t esta dada por 


2 


< t < 


£ 

2 ' 


x = seg t. 


y = tan t. 
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FIGURA 10.29 Las ecuaciones 
x = sec t, y = tan t y el intervalo 
-p/2 < t < p/2 describen la rama 
derecha de la hiperbola x 1 — y 2 = 1 
(ejemplo 2). 


BiografIa historica 

Christiaan Huygens 
(1629-1695) 



FIGURA 10.30 En el reloj de pendulo 
de Huygens, el pendulo oscila en una 
cicloide, de modo que la frecuencia es 
independiente de la amplitud. 


P( x, y) = (at + a cos 9, a + a sen 9) 



0 at H M 


FIGURA 10.31 Laposicion de P(x, y) en 
la rueda que gira un angulo t (ejemplo 3). 


Solution Determinamos una ecuacion cartesiana para las coordenadas de P, eliminan- 
do 1 entre las ecuaciones 


sec t = x, tan t = y. 

Realizamos esto con la identidad sec 2 t — tan 2 1 = 1 , lo cual da 

2 2 i 

x — y = 1 . 

Como las coordenadas de la partfcula (x, y) satisfacen la ecuacion x 2 — y 2 = 1 , el movi- 
miento toma lugar en alguna parte de esta hiperbola. Cuando t varfa de —p/2 y 
p/2, x = sec 1 permanece positiva y y = tan t varfa de — oo a oo , por lo que P recorre la 
rama derecha de la hiperbola. P se desplaza a lo largo de la parte inferior de la rama a me- 
dida que t — » CT, alcanza (1, 0) en t = 0, y se mueve en el primer cuadrante cuando t au- 
menta hacia p/2 (figura 10.29). ■ 


Cicloides 

El problema con un reloj de pendulo cuya lenteja oscila en un arco circular, es que la fre- 
cuencia de la oscilacion depende de la amplitud de la oscilacion. Entre mas amplia sea la 
oscilacion, mas tardara la lenteja del pendulo en regresar al centra (su position mas baja). 

Esto no sucede si el pendulo puede hacerse oscilar siguiendo la trayectoria de una ci- 
cloide. En 1673, Christiaan Huygens diseno un reloj de pendulo cuya lenteja oscilaba en 
una cicloide, curva que definimos en el ejemplo 3. El matematico holandes colgo la lente- 
ja de un fino alambre restringido por topes que ocasionaban que esta se “jalara” cuando 
oscilaba alejandose del centra (figura 10.30). 

EJ EMPLO 3 Parametrizacion de una cicloide 

Una rueda de radio a se mueve a lo largo de una recta horizontal. Determinar las ecuacio- 
nes parametricas para la trayectoria que recorre un punto P en la circunferencia de la rue- 
da. La trayectoria se llama cicloide. 

Solucion Tomamos la recta como el eje x, marcamos un punto P en la rueda, empeza- 
mos a mover la rueda con el punto P en el origen y la rodamos hacia la derecha. Como pa- 
rametro, utilizamos el angulo t que la rueda gira, medido en radianes. La figura 10.31 
muestra la rueda un poco despues, cuando su base esta a at unidades del origen. El centra 
de la rueda C esta en (at, a), y las coordenadas de P son 

x = at + a cos U, y = a + a sen U. 

Para expresar Uen terminos de t, observamos que t + U = 3p/2 en la figura, por lo que 



Con esto se tiene 


cos U = cos 



—sen f, 


sen U = sen 



—cos t. 


Las ecuaciones que buscamos son 

x = at — a sen t, y = a — a cos t. 
Usualmente, estas ecuaciones se escriben factorizando a a: 

x = a(t — sent), y = a( 1 — cost). 

La figura 10.32 muestra el primer arco de la cicloide y parte del siguiente. 


( 1 ) 
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y 



FIGURA 10,32 La cicloide 
x = a(t — sen t),y = a( 1 — cos t), para 
t > 0. 



y 

FIGURA 10.33 Para estudiar el 
movimiento a lo largo de una cicloide 
invertida bajo la influencia de la gravedad, 
volteamos de cabeza la figura 10.32. Esta 
senala el eje y en la direccion de la fuerza 
gravitacional y hace positivas las 
coordenadas y hacia abajo. Las ecuaciones 
y el intervalo del parametro para la 
cicloide siguen siendo 

x = a(t — sen t), 
y = a( 1 — cos t), f > 0. 

La flecha muestra la direccion de aumento 
de t. 


Braquistocrona y tautocrona 

Si volteamos la figura 10.32, las ecuaciones (1) siguen siendo utiles y la curva resultante 
(figura 10.33) tiene dos propiedades fi'sicas interesantes. La primera se relaciona con el 
origen O y el punto B en el fondo del primer arco. De todas las curvas suaves que unen es- 
tos puntos, la cicloide es la curva a lo largo de la cual una cuenta (como en un collar) suje- 
ta solo a la fuerza de la gravedad — sin friction — , se deslizara de O a B en el menor tiem- 
po. Esto hace a la cicloide una braquistocrona (del griego brakhus, “corto”; khronos, 
“tiempo”) o curva de tiempo mas corto para estos puntos. La segunda propiedad es que 
aunque la cuenta inicie su trayectoria hacia B desde un punto intermedio de la curva, nece- 
sitara la misma cantidad de tiempo para llegar a B. Esto hace de la cicloide una tautocro- 
na (del griego tauto, “el mismo”; khronos, “tiempo”), es decir, la curva con el mismo 
tiempo para O y B. 

^Existen otras curvas braquistocronas que unan O v B, o la cicloide es la unica? Pode- 
mos formular esta pregunta desde el punto de vista matematico de la manera siguiente. A1 
principio, la energfa cinetica de la cuenta es cero, ya que su velocidad es cero. El trabajo 
que hace la gravedad cuando la cuenta se mueve de (0, 0) a cualquier otro punto (x, y) en el 
piano, es mgy, y este debe ser igual al cambio de la energfa cinetica. Esto es, 

mgy = \my 2 - \m{ 0) 2 . 


Por lo tanto, cuando la cuenta llega a (x, v), su velocidad tiene que ser 

y = 2 2 gy. 


Esto es, 


o 


ds 

dt 


= 2 2 gy 


ds es la diferencial de longitud de arco 
a lo largo de la trayectoria de la cuenta 


ds 2 1+ ( dy/dx ) 2 dx 
2 2 gy 2 2 gy 


El tiempo 7} que tarda la cuenta en deslizarse a lo largo de una trayectoria particular 
y = f{x), de O a B(ap, 2a), es 


T f = 


rx ap i + (dy/dx) 2 


Jx = o 


B 


2 gy 


dx. 


( 2 ) 


(i Que curvas y = f(x ) , si las hay, minimizan el valor de esta integral? 

A primera vista, podriamos suponer que la recta que une a los puntos O y B darfa el 
tiempo mas breve, pero quiza no. Podrfa ser ventajoso que la cuenta cayese verticalmente 
al principio para incrementar su velocidad mas rapido. Con una velocidad mayor, la cuen- 
ta podrfa recorrer una trayectoria mas larga y aun as! llegar primero a B. En realidad esta 
idea es correcta. De acuerdo con una rama de las matematicas conocida como calculo de 
variaciones, la respuesta es que la cicloide original de O a B es la unica braquistocrona pa- 
ra O y B. 

Aun cuando la solution del problema de la braquistocrona esta fuera del alcance de 
este libro, podemos demostrar por que la cicloide es una tautocrona. Para la cicloide, la 
ecuacion (3) toma la forma 


Lcicloide 


f x=ap dx 2 + dy 2 

L= o B 2 sy 


f 1 p a 2 ( 2 — 2 cos t) 
lt = o B 2ga(l - cost) 

r a 

L a^'-M 


dt 


De acuerdo con las ecuaciones (1), 
dx = a( 1 — cos t) dt, 
dy = a sen t dt, y 
y = a{\ — cos t) 
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Asl, el tiempo que tarda una cuenta, s in fr iction, en deslizarse por la cicloide hasta B des- 
pues de que se suelta desde O, es p 2 a/g. 

Suponga que en lugar de iniciar en O, el movimiento de la cuenta inicia en algun pun- 
to inferior en la cicloide, un punto (xo, yo) correspondiente al valor to > 0. del parametro. 
La velocidad de la cuenta en cualquier punto posterior (x, y) en la cicloide es 

y = 2 2 g(y — yo) = 2 2ga(costg — cos t) . v = a( 1 - cos t) 



y 

FIGURA 10.34 Las cuentas soltadas de 
manera simultanea en la cicloide en O, A 
y C llegaran a 5 al mismo tiempo. 


En consecuencia, el tiempo que requiere la cuenta para deslizarse de (xo, yo) hacia abajo, 
hasta B, es 


T = 


2 (2 — 2 cos t ) 


B 2ga(cos to — cos t ) ^ A S J 


1 


cos t 


/\ COS to — cos t 


dt 


2 sen” (t/ 2) 


A 8Jt 0 B (2cos 2 (fo/2) — 1) — (2cos 2 (f/2) — 1) 
P sen (f/2) dt 


dt 


a 

AS 


a 

A f/,= 


to 2 cos 2 (?o/2) — cos 2 (?/2) 
2 du 


t= P 
to 


n 2 2 

Z a — u 


u = cos (i/2) 
—2 du = sen (i/2) dt 
c = cos (i 0 /2) 


9 a 

AS 


-l u 

-sen ? 


= 2 


AS 


—sen 


t=p 

Jt=t 0 
cos (f/2) 


2„ cy(— sen 1 0 4- sen 

A S 


cos (f 0 /2)J fo 

1 1) = P 


a 

AS' 


Este es precisamente el tiempo que tarda la cuenta en deslizarse de O a B. La cuenta tarda 
el mismo tiempo en llegar a B, sin importar desde donde inicie su desplazamiento. Las 
cuentas que inician simultaneamente desde O, A y C en la figura 10.34, por ejemplo, lle- 
garan a B al mismo tiempo. Esta es la razon por la que el movimiento del pendulo del reloj 
de Huygens es independiente de la amplitud de la oscilacion. 


EJ ERCICIOS 10.4 

Ecuaciones parametricas para conicas 

Los ejercicios 1 a 12 proporcionan ecuaciones parametricas e interva- 
ls de los parametros para el movimiento de una partlcula en el piano 
xy. Identifique la trayectoria de la partlcula para determinar una ecua- 
cion cartesiana para ella. Grafique la ecuacion cartesiana. (Las grafi- 
cas variaran segun la ecuacion que utilice). Indique la parte de la gra- 
fica trazada por la partlcula y la direccion del movimiento. 

1. x = cos f, y = sen f, 0 s i < p 

2. x = sen(2p (1 — f)), y = cos (2p (1 — i)); 0 S t s 1 

3. x = 4 cos f, y = 5 sen t ; 0S(Sp 

4. x = 4 sen f, y = 5 cos f; 0 £ f £ 2p 

5. x = f, y — 2 f; ISO 

6. x = seg 2 i — 1, y = tan f; —p/2 < t < p/2 


7. x = — segf, y = tani; —p/2 < t < p/2 

8. x = esc f, y = cot f; 0 < t < p 

9. x = f, y = 2 4 - f 2 ; 0 < t < 2 

10. x = f 2 , y = 2 f 4 + 1; t > 0 

11. x = — cosh f, y = senhf; — oo < t < oo 

12. x = 2 senh f, y = 2 cosh f; — oo < f < oo 

13. Hipocicloides Cuando un clrculo rueda dentro de una circunfe- 
rencia fija, cualquier punto P en la circunferencia del clrculo que 
rueda, describe una hipocicloide. Sea x 2 + y 2 = a 2 , la circunfe- 
rencia fija, b el radio del clrculo que rueda y A(a, 0) la posicion 
inicial del punto P que trazara la curva. Determine ecuaciones pa- 
rametricas para la hipocicloide, usando como parametro el angulo 
U formado por la parte positiva del eje x y la recta que une los cen- 
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tros de las circunferencias. En particular, si b = a/ 4, como en la 
figura, demuestre que la hipocicloide es la astroide 

x — a cos 3 U, y = a sen 3 U. 


18. Determine el punto sobre la elipse x = 2 cos t,y = sen t,0 £ t 
£ 2p mas cercano al punto (3/4, 0). ( Sugerencia : Minimice el 
cuadrado de la distancia como una funcion de t). 


y 



14. Mas sobre hipocicloides La figura siguiente muestra una cir- 
cunferencia de radio a tangente en el interior a una circunferencia 
de radio 2a. El punto P, que en la figura se muestra como el pun- 
to de tangencia, se fija en la circunferencia mas pequena. ^Que 
trayectoria describe P cuando la circunferencia mas pequena rue- 
da alrededor del interior de la circunferencia mayor? 



□ EXPLORACI ONES GRAFICAS 

Si tiene un graficador de ecuaciones parametricas, grafique las ecua- 
ciones siguientes en los intervalos dados. 

19. Elipse x = 4 cos t, y = 2 sen t, en 

a. 0 < f < 2p b. 0 < t < p 

c. -p/2 < t < p/2. 

20. Rama de una hiperbola x = seg t (ingresela como 1 / cos(f)). 


y = tan t (ingresela como sen (t)/ cos(f)), en 

a. -1.5 < t < 1.5 

b. -0.5 < t < 0.5 

c. -0.1 < t < 0.1 . 


Parabola x = 2t + 3, 

y = f 2 - L ~2 < f < 2 

Cicloide x = t — sen t. 

y = 1 — cos f, en 

a. 0 < t < 2p 

b. 0 < f < 4p 


c. p < t < 3p . 

23. Una curva bonita (una deltoide) 

x = 2 cos t + cos 2 1, y — 2 sen t — sen 2 1; 0 s f < 2p 

^Que sucede si reemplaza 2 con — 2 en las ecuaciones para x y y? 
Haga la grafica de las nuevas ecuaciones y averfgiielo. 

24. Una curva aiin mas bonita 


15. A medida que el punto N se mueve a lo largo de la recta y = a en 
la figura siguiente, P se mueve de tal manera que OP = MN . De- 
termine ecuaciones parametricas para las coordenadas de P como 
funciones del angulo t que la recta ON forma con la parte positiva 
del eje y. 


y 



16. Trocoide Una rueda de radio a rueda sin patinarse a lo largo de 
una recta horizontal. Determine ecuaciones parametricas para la 
curva que describe un punto P que esta en un rayo de la rueda a b 
unidades del centra. Como parametro, utilice el angulo U que gira 
la rueda. La curva se denomina trocoide y es una cicloide cuando 
b = a. 

Distancia usando ecuaciones parametricas 

17. Determine el punto en la parabola x = t,y = r, —oo < t < oo , 
mas cercano al punto (2, 1/2). ( Sugerencia : Minimice el cuadra- 
do de la distancia como una funcion de t). 


x = 3 cos t + cos 3 1, y = 3 sen t — sen 3 f, 0 s f < 2p 

^Que sucede si reemplaza 3 con — 3 en las ecuaciones para x y y? 
Haga la grafica de las nuevas ecuaciones y averfgiielo. 

25. Tres curvas hermosas 

a. Epicicloide: 

x = 9 cos t — cos 9 1, y = 9 sen t — sen 9 1; 0 £ t < 2p 

b. Hipocicloide: 

x = 8 cos t + 2 cos 4 1, y = 8 sen t — 2 sen 4 1; 0 £ t £ 2p 

c. Hipotrocoide: 

x = cos t + 5 cos 3 1, y = 6 cos t — 5 sen 3f; 0 £ t £ 2p 

26. Mas curvas hermosas 

a. x = 6 cos t + 5 cos 3 1, y = 6 sen t — 5 sen 3 f; 

0 < t < 2p 

b. x = 6 cos 2t + 5 cos 6 1, y = 6 sen 2t — 5 sen 6 1 ; 

0 < f < p 

c. x = 6 cos t + 5 cos 3?, y = 6 sen 2t — 5 sen 3 1\ 

0 < f < 2p 

d. x = 6 cos 2t + 5 cos 6t, y = 6 sen 4f — 5 sen 6f; 

0 < t < p 
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Coordenadas polares 



FIGURA 10.35 Para definir las 
coordenadas polares para el piano, 
iniciamos con un origen, llamado polo y 
un rayo inicial. 


En esta seccion estudiaremos las coordenadas polares y su relation con las coordenadas 
cartesianas. Aun cuando en el piano un punto tiene solo un par de coordenadas cartesia- 
nas, este tiene una infinidad de pares de coordenadas polares. Esto tiene interesantes con- 
secuencias en la graficacion, como veremos en la siguiente seccion. 


Definition de coordenadas polares 

Para definir las coordenadas polares, fijamos primero un origen O (llamado polo) y un 
rayo inicial desde O (figura 10.35). Cada punto P puede entonces localizarse asignandole 
un par de coordenadas polares ( r , ll) en donde r es la distancia dirigida de O a P y U da el 
angulo dirigido del rayo inicial al rayo OP. 


Coordenadas polares 


P(r, 

u) 

/ 

\ 

Distancia dirigida 

Angulo dirigido del 

de O aP 

rayo inicial a OP 



FIGURA 10.36 Las coordenadas polares 
no son unicas. 


Como en trigonometrfa, U es positivo cuando se mide en sentido contrario a las mane- 
cillas del reloj y negativo cuando se mide en el sentido de las manecillas del reloj. El angu- 
lo asociado con un punto dado no es unico. Por ejemplo, el punto a dos unidades del ori- 
gen a lo largo del rayo U = p/6 tiene coordenadas polares r = 2, U = p/6, pero tiene 
tambien las coordenadas r = 2, U = — 1 1 p/6 (figura 10.36). Hay ocasiones en que quere- 
mos que r sea negativa, por eso es que usamos la distancia dirigida en la definition de 
P{r, ll) . Podemos alcanzar el punto P{ 2, 7 p/6) girando 7 p/6 radianes en sentido positivo 
desde el rayo original, y avanzando 2 unidades hacia adelante (figura 10.37). Tambien 
podemos llegar a el girando p /6 radianes en sentido positivo desde el rayo original y mi- 
diendo 2 unidades hacia atras. Por lo tanto, el punto tiene tambien las coordenadas 
r = - 2, U = p/6. 



FIGURA 10.37 Las coordenadas polares pueden tener 
valores de r negativos. 
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EJ EMPLO 1 Determi nacion de coordenadas polares 

Determinar todas las coordenadas polares del punto P( 2, p /6) . 

Sol uci on Trazamos el rayo inicial del sistema coordenado, dibujamos el rayo desde el 
origen que forma un angulo de p/6 radianes con el rayo inicial, y marcamos el punto 
(2, p/6) (figura 10.38). Despues, encontramos los angulos para los otros pares coordena- 
dos de P en los que r = 2 y r = —2 . 



FIGURA 10.38 El punto P( 2, p/6) tiene un numero infinito 
de pares de coordenadas polares (ejemplo 1). 


Para r = 2,1a lista completa de angulos es 


6- 6 ±2 P’ 6 ±4 P’ 6 ±6 P’ 


Para r = —2, los angulos son 


_5jo _5£ 

6 ’ 6 


_5R 

6 


± 2p, -^±4p, 


_5R 


± 6p, 


Los pares coordenados correspondientes de P son 


2, ^ + 2/z p 


n — 0, ±1, ±2, . . . 


r = a 



FIGURA 10.39 La ecuacion polar para 
una circunferencia es r = a. 


y 

2,-^P- + 2up^, n = 0, ±1, ±2,.... 

Cuando n = 0, las formulas dan (2, p/6) y (—2, — 5p/6). Cuando n = 1, dan 
(2, 13p/6) y (— 2, 7p/6), y asf sucesivamente. 

Ecuaciones polares y graficas 

Si mantenemos r fija en un valor constante r = a =£ 0, el punto P{r, u) se encontrara a | a \ 
unidades del origen O. Como U varfa sobre cualquier intervalo de longitud 2p , P descri- 
be una circunferencia de radio | a \ con centra en O (figura 10.39). 

Si mantenemos U fija en un valor constante U = lb y hacemos que r varfe entre — oo y 
oo , el punto P(r, u) describe la recta que pasa por O y que forma un angulo de medida lf> 
con el rayo inicial. 
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(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


y 



1 £ r < 2, 0 

V\ , 

0 

1 2 



Ecuacion 
r = a 

U = lb 


Grafica 

Circunferencia con radio a | y centra en el origen O 

Recta que pasa por O formando un angulo 11) con el rayo 
inicial 


EJ EMPLO 2 Determi nacion de ecuaciones polares para graficas 

(a) r= lyr= - 1 son ecuaciones para la circunferencia de radio 1 y centra en O. 

(b) U= p/6, U = 7p/6, and U = — 5p/6 son ecuaciones para la recta de la figura 10.38. 

■ 

Las ecuaciones de la forma r = a y U = Uo pueden combinarse para definir regio- 
nes, segmentos y rayos. 



EJ EMPLO 3 I dentificacion de graficas 


Graficar el conjunto de puntos cuyas coordenadas polares satisfacen las siguientes condi- 
ciones. 


(a) 1 < r < 2 

(b) -3 < r < 2 

(c) r < 0 y 


osus f 


u-? 




(d) 


< U < (no hay restriction sobre r ) 


Solucion Las graficas se muestran en la figura 10.40. 


FIGURA 10.40 Las graficas de 
desigualdades tfpicas en r y U (ejemplo 3). 



FIGURA 10.41 La manera usual para 
relacionar coordenadas polares y 
cartesianas. 


Relation entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas 

Cuando utilizamos tanto el sistema de coordenadas polares como el cartesiano en un pia- 
no, colocamos los dos orfgenes juntos y tomamos el rayo polar inicial como el eje x positi- 
vo. El rayo U = p/2, r > 0, es entonces el eje y positivo (figura 10.41). Entonces, los dos 
sistemas de coordenadas estan relacionados por las ecuaciones siguientes. 


Ecuaciones que relacionan coordenadas polares y cartesianas 

x = r cos U, y = r sen U, x 1 + y 2 = r 2 


Dadas las coordenadas polares r y U, las primeras dos de estas ecuaciones determinan de 
manera unica las coordenadas cartesianas x y v. Por otra parte, si se dan x y v, la tercera 
ecuacion proporciona dos alternativas para r (una positiva y una negativa). Para cada alter- 
nativa existe un unico Ue [0, 2p ) que satisface las primeras dos ecuaciones, cada una de 
las cuales da una representacion en coordenadas polares del punto cartesiano (x, y). Las 
otras representaciones en coordenadas polares para el punto pueden determinarse a partir 
de estas dos, como en el ejemplo 1. 
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x 2 + (y- 3) 2 = 9 



FI GURA 10.42 La circunferencia del 
ejemplo 5. 


EJEMPL0 4 Ecuaciones equivalentes 


Ecuador) polar 

Equivalents cartesiana 

r cos U = 2 

x = 2 

r 2 cos Usen U = 4 

II 

r 2 cos 2 U — r 2 sen 2 U = 1 

x 2 - y 2 = 1 

r = 1 + 2r cos U 

y 2 - 3x 2 - 4x - 1 = 0 

r — 1 — cos U 

x 4 + / + 2x 2 y 2 + 2x 3 + 2xy 2 ~ y 2 = 0 


Con algunas curvas se trabaja mejor con coordenadas polares; con otras no. 

EJEMPLO 5 Conversion de cartesiana a polar 

Determinar una ecuacion polar para la circunferencia x 2 + (v — 3) 2 = 9 (figura 10.42). 

Solucion 

X 2 + y 2 — 6y + 9 = 9 Desarrollar (y - 3) 2 . 

~ 0 Los 9 se eliminan. 

X 2 + y 2 - 6y = 0 

x 2 + y 2 = r 2 

r 2 — 6 r sen U = 0 
r = 0 o r — 6 sen U = 0 

/■ = 6 sen U Incluye ambas posibilidades 

En la section 10.8 hablaremos mas acerca de las ecuaciones polares de las secciones 
conicas. 

EJ EMPLO 6 Conversion de polar a cartesiana 

Reemplazar las ecuaciones polares siguientes por sus ecuaciones cartesianas equivalentes, 
e identificar sus graficas. 

(a) r cos U = — 4 

(b) r 2 = 4r cos U 

(c) r = — 

2 cos U — sen U 

Usamos las sustituciones rcos U = x, r sen U = y, r 2 = x 2 + y 2 . 

(a) r cos U = -4 

La ecuacion cartesiana: r cos U = —4 

x = -4 

La grafica: Recta vertical que pasa por x = —4 en el eje x 

(b) r 2 = 4r cos U 

La ecuacion cartesiana: r 2 = 4r cos U 

x 2 + y 2 = 4x 
x 2 — 4x + y 2 - 0 

x" — 4x + 4 + y 2 = 4 Completando el cuadro 

(x -2) 2 +y 2 = 4 

La grafica: Circunferencia, radio 2, centra (li, k) = (2, 0) 
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(c) r 


4 

2 cos U — sen U 


La ecuacion cartesiana: r ( 2 cos U — sen u) = 4 

2 r cos U — r sen U = 4 
2x — y = 4 
y = 2x — 4 

La grafica: Recta, pendiente m = 2, interception y b = —4 


EJ ERCI Cl OS 10.5 


Pares de coordenadas polares 

1. ^,Que pares de coordenadas polares representan el mismo punto? 

a. (3,0) b. (-3,0) c. (2, 2p/3) 

d. (2,7p/3) e. (—3, p) f. (2, p/3) 

g- (-3.2p) h. (-2, -p/3) 

2. <;,Que pares de coordenadas polares representan el mismo punto? 

a. (-2, p/3) h. (2, -p/3) c. (r, u) 

d. (r, U + p) e. (~r, u) f. (2, -2p/3) 

g.(-r,U+p) h. (-2,2p/3) 

3. Grafique los siguientes puntos (dados en coordenadas polares). 
Encuentre luego todas las coordenadas polares de cada punto. 

a. (2, p/2) b. (2, 0) 

c. (-2, p/2) d. (-2,0) 

4. Grafique los siguientes puntos (dados en coordenadas polares). 
Luego encuentre todas las coordenadas polares de cada punto. 


a. (3, p/4) b. (-3, p/4) 

c. (3, -p/4) d. (-3, -p/4) 


De coordenadas polares a cartesianas 

5. Encuentre las coordenadas cartesianas de los puntos senalados en 
el ejercicio 1. 


6. Encuentre las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos 
(dados en coordenadas polares). 


a. (2 2, p/4) 
c. (0, p/2) 
e. (-3,5p/6) 
& ( — L 7p ) 


b. (1,0) _ 
d. (-2 2, p/4) 
f. (5, tan^ 1 (4/3)) 
h. (22 3, 2p/3) 


Graficacion de ecuaciones polares 
y desigualdades 

Grafique los conjuntos de puntos cuyas coordenadas polares satisfa- 
cen las ecuaciones y desigualdades de los ejercicios 7 a 22. 

7. r = 2 8. 0 < r < 2 

9. r > 1 10. 1 < r < 2 

11. 0 < U < p/6, r > 0 12. U = 2p/3, r < -2 


13. u= p/3, -1 S r£ 3 14. U=llp/4, r>- 1 

15. U = p/2, r > 0 16. U = p/2, r < 0 

17. 0 < U < p, r = 1 18. 0 < U < p, r = -1 

19. p/4 < U < 3p/4, 0 < r < 1 

20. -p/4 < U < p/4, -1 < r < 1 

21. -p/2 < U < p/2, 1 < r < 2 

22. 0 < U < p/2, 1 < |r| < 2 

De ecuaciones polares a cartesianas 

Reemplace las ecuaciones polares de los ejercicios 23 a 48 por ecua- 
ciones cartesianas equivalentes. Luego describa o identifique la grafica. 


23. 

r cos U = 2 

24. 

r sen U = — 1 

25. 

r sen U = 0 

26. 

r cos U = 0 

27. 

r = 4 esc U 

28. 

r = —3 sec U 

29. 

r cos U + r sen U = 1 

30. 

r sen U = rcos U 

31. 

r 2 = 1 

32. 

r 2 = 4 r sen U 

33. 

5 

Y = 

sen U — 2 cos U 

34. 

r 2 sen 2U = 2 

35. 

r — cot Ucsc U 

36. 

r = 4 tan U sec U 

37. 

r = esc Ue rcosl1 

38. 

r sen U = In r + In cos U 

39. 

r 2 + Ir 1 cos U sen U = 1 

40. 

cos 2 U = sen 2 U 

41. 

r 2 = — 4rcos U 

42. 

r = —6 r sen U 

43. 

r = 8 sen U 

44. 

r = 3 cos U 

45. 

r = 2 cos U + 2 sen U 

46. 

r = 2 cos U — sen U 


De ecuaciones cartesianas a polares 

Reemplace las ecuaciones cartesianas de los ejercicios 49 a 62 por 
ecuaciones polares equivalentes. 

49. x = l 50. y = 1 51. jc = y 

52. x - >’ = 3 53. x 2 + y 2 = 4 54. jc 2 - y 2 = 1 



47. r sen U + 


= 2 


48. rsen 


2p 


56. xy = 2 
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57. y 2 = 4x 58. x 2 + xy + y 2 = 1 

59. x 2 + (y - 2) 2 = 4 60. (x - 5) 2 + y 2 = 25 

61. (x - 3) 2 + (y + l) 2 = 4 62. (x + 2) 2 + (>' - 5) 2 = 16 

Teoria y ejemplos 

63. Encuentre todas las coordenadas polares del origen. 


64. Rectas verticales y rectas horizontales 

a. Demuestre que toda recta vertical en el piano xy tiene una 
ecuacion polar de la forma r = a sec U. 

b. Encuentre la ecuacion polar analoga para rectas horizontales 
en el piano xy. 




Graficas en coordenadas polares 


En esta seccion se describen las tecnicas para graficar ecuaciones en coordenadas polares. 


Simetria 

La figura 10.43 ilustra las pruebas estandar para simetria en coordenadas polares. 




FIGURA 10.43 Tres pruebas para la simetria en coordenadas polares. 


Pruebas de simetria para graficas polares 

1. Simetria con respecto al eje x : si el punto (r, u) se encuentra sobre la grafi- 
ca, el punto (r, — u) o (— r, p — u) se encuentra sobre la grafica (figura 
10.43a). 

2. Simetria con respecto al eje y: si el punto (r, u) se encuentra sobre la grafi- 
ca, el punto (r, p — u) o (— r, — u) se encuentra sobre la grafica (figura 
10.43b). 

3. Simetria con respecto al origen: si el punto (r, u) se encuentra sobre la gra- 
fica, el punto (— r, ll) o (r, U + p) se encuentra sobre la grafica. (figura 
10.43c). 


Pendiente 

La pendiente de una curva polar r = /(u) esta dada por dy/dx, no por r = df/dU. Para 
saber por que, consideremos/como la grafica de las ecuaciones parametricas 


x = r cos U = /(u) cos U, 


y = r sen U = /(u) sen U. 
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Si/es una funcion diferenciable de U, entonces tambien lo son x y y, y cuando dx/dU A 0, 
podemos calcular dy/dx con la formula parametrica 

ffy _ dy/dU Seccion 3.5. Ecuacion (2) 

dx dx/dU con t = u 

(/(U) • sen U) 

£ f u (/(U) ■ cos u) 
df 

, sen U + f(u) cos U 
d U J 

= Regia de productos para derivadas 

~~ cos U — /(ll) sen U 


e 

r = 1 — cos 6 

0 

0 

77 

1 

3 

2 

77 


2 

1 

277 

3 

3 

2 

77 

2 


(a) 


2 tt y 




FIGURA 10.44 Los pasos al graficar la 
cardioide r = 1 — cos U(ejemplo 1). 

La flecha muestra la direccion de 
aumento de q. 


Pendiente de la curva r = /(u) 

dy /'(ll) sen U + /(u) cos U 

dx ( r , U ) /'(ll) cos U — /(u) sen U ’ 

siempre y cuando dx/dU A 0 en (r, u) . 


Si la curva r = /(ll) pasa por el origen cuando U = 
cion de la pendiente da 

o(y _ /'(lb) sen lb 
dx (o. Lb) /'(lb) cos lb 


11), entonces /(if)) 


tan lb- 


0, y la ecua- 


Si la grafica de r = /(u) pasa por el origen cuando U = lb, la pendiente de la curva ahf es 
tan lb- La razon por la que decimos “pendiente en (0, lb)” y no solo “pendiente en el ori- 
gen”, es que una curva polar puede pasar por el origen (o cualquier punto) mas de una vez, 
con pendientes diferentes para valores diferentes de U Sin embargo, este no es el caso en 
nuestro primer ejemplo. 


EJEMPL0 1 Una cardioide 

Graficar la curva r = 1 — cos ll. 

Solucion La curva es simetrica con respecto al eje x, porque 
(r, ll) en la grafica => r = 1 — cos U 

r = 1 — cos ( — u) cos u = cos ( -u) 

=> (r, — ll) en la grafica. 

A medida que U crece de 0 a p , cos U disminuye dela — l,yr = 1 — cos U aumenta de 
un valor mmimo de 0 a un valor maximo de 2. Cuando U crece de p a 2p, cos U crece 
de — 1 a 1 y r decrece de 2 a 0. La curva empieza a repetirse cuando U = 2p porque el co- 
seno tiene periodo 2p . 

La curva deja el origen con pendiente tan (0) = 0 y regresa al origen con pendiente 
tan (2p) = 0. 

Elaboramos una tabla de valores dell=0aU=p, graficamos los puntos, dibuja- 
mos una curva suave que pase por ellos con una tangente horizontal en el origen, y refle- 
jamos la curva con respecto al eje x para completar la grafica (figura 10.44). La curva se 
llama cardioide , porque tiene forma de corazon. Las formas de cardioides aparecen, por 
ejemplo, en las levas que dirigen el enrollado uniforme de alambre en bobinas y carretes, 
asi como en el patron senal-potencia de ciertas antenas de radio. 
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EJ EMPLO 2 Graf i car la curva r 2 = 4 cos u. 

Solution La ecuacion r 2 = 4 cos Urequiere que cos U > 0, por lo que obtenemos toda 
la grafica variando U de — p/2 a p/2. La curva es simetrica con respecto del eje x, 
porque 

(r, u) en la grafica => r 2 = 4 cos U 

=> r 2 = 4 cos ( — Cl) cos u cos ( u) 

=> ( r , — u) en la grafica. 

La curva tambien es simetrica con respecto del origen, porque 
(r, u) en la grafica => r 2 = 4 cos U 

=> (— r) 2 = 4 cos U 
=> (— r, ll) en la grafica. 

Juntas, estas dos simetrfas implican simetria con respecto del eje y. 

La curva pasa por el origen cuando U = — p/2 y U = p/2. Tiene una tangente verti- 
cal en ambos casos, ya que tan lies infinita. 

Para cada valor de U en el intervalo entre —p/2 y p/2, la formula r 2 = 4 cos U da 
dos valores de r: 

r = ±22 cos U. 

Elaboramos una pequena tabla de valores, graficamos los puntos correspondientes y usa- 
mos como gufa la informacion sobre simetria y tangentes para conectar los puntos con una 
curva suave (figura 10.45). 



(b) 

FIGURA 10.45 La grafica de r 2 = 4 cos U. Las flechas muestran la 
direction de aumento de U. Los valores de r en la tabla estan redondeados 
(ejemplo 2). 

Una tecnica para graficar 

Una manera de graficar una ecuacion polar r = /(u) consiste en elaborar una tabla de va- 
lores (r, U) graficar los puntos correspondientes y conectarlos en orden creciente de U. Es- 
to puede funcionar bien si hay suficientes puntos para revelar todos los lazos y depresio- 
nes en la grafica. Otro metodo para graficar que suele ser mas rapido y confiable es 

1. primero graficar r = /(u) en el piano cartesiano rll 

2. luego utilizar la grafica cartesiana como una “tabla” y guia para bosquejar la grafica 
en coordenadas polares. 
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Este metodo es mejor que graficar primero los puntos, porque la grafica cartesiana, 
aunque se dibuje apresuradamente, muestra de un solo vistazo donde es r positiva, negati- 
va o en donde no existe. Tambien donde es r creciente o decreciente. A continuacion se da 
un ejemplo. 

EJEMPL0 3 Una lemniscata 

Graficar la curva 

r 2 = sen 2u. 


(a) r 

2 

1 

r 2 = sen 28 


77 377 

2 2 277 

ii i r i i i i > 

0 

77 77 

4 

-1 



Solucion Aquf graficamos primero r 2 (no r) como funcion de U en el pi ano cartesiano 
r 2 U Vea la figura 10.46a. Pasamos de allf a la grafica de r = ±2 sen 2u en el piano rll 
(figura 10.46b) y luego dibujamos la grafica polar (figura 10.46c). La grafica en la figura 
10.46b “cubre” dos veces la grafica polar de la figura 10.46c. Podrfamos entonces haber 
usado cualquier ciclo o bien usando las dos mitades superiores o las dos mitades inferiores 
de la grafica en (10.46b). Sin embargo, la cobertura doble no importa al graficar y, de he- 
cho, de esta manera aprendemos un poco mas acerca del comportamiento de la funcion. 


(b) 


No existen rafces 
cuadradas de 
numeros negativos 



: partes de las 
, rafces cuadradas 


Nk. A / 

(C) y 



Determination de los puntos en donde se intersecan 
las graficas polares 

El hecho de poder representar un punto en coordenadas polares de diferentes maneras, exi- 
ge que tengamos aun mas cuidado al decidir cuando un punto se encuentra sobre la grafica 
de una ecuacion polar, asf como al determinar los puntos en que se intersecan las graficas 
polares. El problema es que un punto de interseccion puede satisfacer la ecuacion de una 
curva con ciertas coordenadas polares que son a su vez diferentes a las que satisfacen la 
ecuacion de la otra curva. Asf, al resolver simultaneamente las ecuaciones de dos curvas, 
es posible que no queden identificados todos sus puntos de interseccion. Una manera se- 
gura de identificar todos los puntos de interseccion es graficar las ecuaciones. 

EJ EMPLO 4 Coordenadas polares enganosas 

Demostrar que el punto (2, p/2) se encuentra sobre la curva r = 2 cos 2u. 

Solucion En principio, podrfa parecer que el punto (2, p/2) no se encuentra sobre la 
curva, ya que al sustituir las coordenadas dadas en la ecuacion resulta 

2 = 2cos2fe) = 2cosp = -2, 


FIGURA 10.46 Para trazar r = /(ll) en el 
piano cartesiano rtJ en (b), primero 
trazamos r 2 = sen 2U en el piano rU en (a) 
y luego ignoramos los valores de U para los 
cuales sen 2U es negativo. Los radios en el 
bosquejo (b) cubren la grafica polar de la 
lemniscata en (c) dos veces (ejemplo 3). 


que no es una igualdad verdadera. La magnitud es correcta, pero el signo esta equivocado. 
Esto sugiere buscar un par de coordenadas para el punto dado en el que r sea negativa, por 
ejemplo, (—2, —(p/2)). Si probamos estos valores en la ecuacion r = 2cos2u, encon- 
tramos 

-2-2co s 2(-f)-2(-l).-2, 
y la ecuacion se satisface. El punto (2, p/2) sf se encuentra sobre la curva. 


EJ EMPLO 5 Puntos de interseccion evasivos 

Encontrar los puntos de interseccion de las curvas 
r = 4 cos u 


y 


r = 1 — cos U. 
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BlOGRAFfA HISTORICA 

Johannes Kepler 
(1571-1630) 


Solucion En coordenadas cartesianas, siempre podemos encontrar los puntos en que 
dos curvas se cruzan resolviendo sus ecuaciones simultaneamente. En el caso de coorde- 
nadas polares esto no es asi. La solucion simultanea puede revelar algunos puntos de inter- 
seccion, pero no todos. En este ejemplo, la solucion simultanea revela solo dos de los cua- 
tro puntos de interseccion. Los otros se encuentran por graficacion. (Vea tambien el 
ejercicio 49). 

Si sustituimos cos cos U = r 2 / 4 en la ecuacion r = 1 — cos U, obtenemos 

r 2 

r = 1 — cos U = 1 . 

4r = 4-r 2 
r 2 + 4r - 4 = 0 

r = —2± 22 2 Formula cuadratica 

El valor r = —2 — 22 2 tiene un valor absoluto muy grande para pertenecer a cual- 
quiera de la curvas. Los valores de U correspondientes a r = —2 + 22 2 son 

Dc r = 1 — cos U 

Hacer r = 22 2 — 2 . 

Redondeado al grado mas cercano 

Por lo tanto, hemos identificado dos puntos de interseccion: (r, U) = (2 1 2 — 2, ±80°). 

Si graficamos juntas las ecuaciones r 2 = 4 cos Uy r = 1 — cos U(figura 10.47), que 
podemos hacer combinado las graficas de las figuras 10.44 y 10.45, vemos que las curvas 
tambien se intersecan en el punto (2, p) y en el origen. ^Por que no aparecieron los valo- 
res r de esos puntos en la solucion simultanea? La respuesta es que los puntos (0, 0) y 
(2, p) no estan sobre las curvas “simultaneamente”, porque no se alcanzan en el mismo 
valor de U. Sobre la curva r = 1 — cos U, el punto (2, p ) se alcanza cuando U = p . En la 
curva r 2 = 4 cos U, se alcanza cuando U = 0, que no se identifica por las coordenadas 
(2, p), ya que no satisfacen la ecuacion, sino por las coordenadas (—2, 0), que si lo ha- 
cen. De manera similar, la cardioide alcanza el origen cuando U = 0, pero la curva 
r 2 = 4 cos U alcanza el origen cuando U = p/2 . 


U = cos 1 ( 1 — r) 

= cos 1 ( 1 - (22 2 - 2 )) 

= cos -1 (3 — 22 2 ) 

= ±80°. 


y 



FIGURA 10.47 Los cuatro puntos de interseccion 
de las curvas r — 1 — cos Uyr = 4 cos U 
(ejemplo 5). Solo Ay B se encontraron por medio 
de solucion simultanea. Los otros dos fueron 
revelados al graficar. 
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USO DE LA TECNOLOGIA Graf i caci on de curvas polares en forma parametrica 

En el caso de curvas polares complicadas, serfa recomendable usar una calculadora gra- 
fica o una computadora para graficar la curva. Si el dispositivo no cuenta con comandos 
para trazar directamente las graficas polares, podemos convertir r = /(u) a la forma pa- 
rametrica utilizando las ecuaciones 

x = r cos U = /(u) cos U, y = rsen U = /(u) sen U. 

Luego utilizamos el dispositivo para dibujar una curva parametrizada en el piano carte- 
siano xy. Podrfa requerirse el uso del parametro t en lugar de U para el dispositivo de gra- 
ficacion. 


EJ ERCI Cl OS 10.6 


Simetrias y graficas polares 


Identifique las simetrias de las 
trace las curvas. 

1. r = 1 4- cos U 
3. r = 1 — sen U 
5. r = 2 + sen U 
7. r = sen (u/2) 

9. r 2 = cos U 
11. r 2 = —sen U 


curvas en los ejercicios 1 a 12. Luego 

2. r = 2 — 2 cos U 
4. r = 1 + sen U 
6. r = 1 + 2 sen U 
8. r = cos (u/2) 

10. r 2 = sen U 
12. r 2 = —cos U 


Grafique las lemniscatas de los ejercicios 13 a 16. ^Que simetrias tie- 
nen esas curvas? 

13. r 2 — 4 cos 2U 14. r 2 = 4 sen 2ll 

15. r 2 = — sen 2U 16. r 2 = — cos 2U 


Pendientes de curvas polares 

Encuentre las pendientes de las curvas en los ejercicios 17 a 20 en los 
puntos dados. Trace las curvas con sus tangentes en estos puntos. 

17. Cardioide r = — 1 + cos U; U= ±p/2 

18. Cardioide r = — 1 + sen u; U = 0, p 

19. Rosa de cuatro petalos r— sen2U; u= ±p/4, ±3p/4 

20. Rosa de cuatro petalos r — cos2U; u = 0, ±p/2, p 

Limacones 

Haga la grafica de los limagones indicados en los ejercicios 21a 24. 
Limagon es una arcafsmo frances que significa “caracol”. Entendera 
el nombre cuando grafique los limagones del ejercicio 21. Las ecua- 
ciones para los limagones tienen la forma r — a ± b cos U o 
r = a ± b sen U. Hay cuatro formas basicas. 

21. Limagones con un lazo interior 

a. r = ^ + cos U b. r = ^ + sen U 

22. Cardioides 


23. Limagones con concavidades 

3 3 

a. r = — + cos U b. r = — — sen U 

24. Limagones ovalados 

a. r = 2 + cos U b . r = —2 + sen U 

Graficacion de desigualdades polares 

25. Haga un bosquejo de la region definida por las desigualdades 
-1 < r < 2y -p/2 < U < p/2. 

26. Haga un bosquejo de la region definida por las desigualdades 
0 < r < 2segUy -p/4 < U < p/4. 

En los ejercicios 27 y 28, trace la region definida por la desigualdad. 

27. 0 < r < 2 - 2 cos U 28. 0 < r 2 < cos U 

Intersecciones 

29. Demuestre que el punto (2, 3p/4) se encuentra sobre la curva 
r — 2 sen 2U. 

30. Demuestre que (1/2, 3p/2) se encuentra sobre la curva r = 
-sen (u/3). 

Encuentre los puntos de intersection de los pares de curvas de los 
ejercicios 31 a 38. 

31. r = 1 + cos U, r = 1 — cos U 

32. r = 1 + sen U, r = 1 — sen U 

33. r = 2 sen U, r = 2 sen 2U 

34. r = cos U, r = 1 — cos U 

35. r = 2 2, r 2 = 4 sen U 

36. r 2 = 2 2 sen U, r 2 — 2 2 cos U 

37. r = 1, t 2 = 2sen2u 

38. r 2 = 2 2 cos 2U, r 2 = 2 2 sen 2U 

Encuentre los puntos de intersection de los pares de curvas de los 
ejercicios 39 a 42. 

39. r 2 = sen 2u, r 2 = cos 2U 

An , , u , u 

40. r = 1 + cos—, r = 1 — sen — 

42. r = 1, r 2 = 2 sen 2U 


a. r — 1 — cos u 


b. r = — 1 + sen U 


41. r = 1, r = 2 sen 2u 
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□ Explored ones graficas 

43. ^Cual de las siguientes ecuaciones tiene la misma grafica que 
r = 1 — cos U? 

a. r = — 1 — cos U b. r = 1 4- cos U 
Confirme su respuesta algebraicamente. 

44. ^Cual de las siguientes ecuaciones tiene la misma grafica que 
r = cos 2U? 

a. r = — sen (2U + p/2) b . r = — cos (u/2) 

Confirme su respuesta algebraicamente. 

45. Una rosa dentro de otra rosa Grafique la ecuacion r = 1 
— 2 sen 3U. 

46. La nefroide de Freeth Grafique la nefroide de Freeth: 

r = 1 + 2 sen — . 

47. Rosas Grafique las rosas r = cos /nil para »? = 1/3, 2, 3, 

48. Espirales Las coordenadas polares son ideales para definir las 
espirales. Grafique las siguientes espirales. 

a. r=U b. r — — U 

c. Una espiral logaritmica: r — e 4/10 

d. Una espiral hiperbolica: r = 8/u 

e. Una hiperbola equilatera: r = ±10/2 U 

(Use un color diferente para cada una de las dos ramas). 

Teoria y ejemplos 

49. ( Continuacion del ejemplo 5.) La solucion simultanea de las 
ecuaciones 

r 2 = 4 cos U (1) 

r = 1 — cos U (2) 


no revelo, en el texto, los puntos (0, 0) y (2, p ) en que sus grafi- 
cas se intersecan. 

a. Sin embargo, podrfamos haber encontrado el punto (2, p ) 
reemplazando el punto (r, U) en la ecuacion (1) por el equiva- 
lente (— r, U + p) para obtener 

r 1 = 4 cos U 

( — r) 2 = 4 cos (U + p) (3) 

r 1 = —4 cos U. 

Resuelva las ecuaciones (2) y (3) simultaneamente para de- 
mostrar que (2, p ) es una solucion comiin. (Esto todavfa no 
revelara que las graficas se intersecan en (0, 0). 

b. El origen sigue siendo un caso especial (con frecuencia lo 
es). La manera de tratarlo es la siguiente: haga r — 0 en las 
ecuaciones (1) y (2) y resuelva cada ecuacion para un valor 
correspondiente de U. Como (0, ll) es el origen para cual- 
quier U, esto probara que arnbas curvas pasan por el origen, 
aun si lo hacen para diferentes valores de u 

50 . Si una curva tiene dos de las tres simetrfas indicadas al principio 
de la section ^puede decirse algo acerca de si tienen o no la ter- 
cera simetrfa? Justifique su respuesta. 

* 51 . Encuentre el ancho maximo del petalo de la rosa de cuatro hojas 
r = cos 2U, que se encuentra a lo largo del eje x. 

* 52 . Encuentre la altura maxima sobre el eje x de la cardioide r = 
2( 1 + cos U) . 


KX7 


Areas y longitudes en coordenadas polares 


En esta section se muestra como calcular el area de regiones planas, la longitud de curvas 
y el area de superficies de revolution en coordenadas polares. 


Area en el piano 

En la figura 10.48, la region OTS esta limitada por los rayos U = a y U = by la curva 
r = /(u). Aproximamos la region con n sectores circulares no traslapados en forma de 
abanico, con base en una subdivision P del angulo TOS. El sector tfpico tiene radio 
r k = /(lit) y un angulo central de A If radianes. Su area es Alf/2p veces el area de un 
cfrculo de radio r*, o 


Ak — 2 r k Alf — 2 (/(bt )) 2 Alf. 
El area de la region OTS es aproximadamente 

i>* = i)y(/(i*)) 2 Ai*. 

jfe=l *=1 z 
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y 



FI GURA 10.48 Para deducir una formula 
para el area de la region OTS, 
aproximamos la region con sectores 
circulares en forma de abanico. 


Si/es continua, esperamos que las aproximaciones mejoren conforme la norma de la par- 
ticion \\P\\^ 0, Esto conduce a la siguiente formula para el area de la region: 


A= ll 1 f' m 2 |(/(Mt)) 2 Allt- 

= J ^(f(u)) 2 dU. 


Area de la region en forma de abanico entre el origen y la curva 
r = /(U), A < U < B 



Esta es la integral de la diferencial del area (figura 10.49) 


dA = \r 2 du = ^ (/(U)) 2 du. 


EJEMPL0 1 Determi nacion de un area 


y 



FI GURA 10.49 La diferencial del area dA 
para la curva n — f( U). 


Encontrar el area de la region en el piano, acotada por la cardioide r = 2(1 + cos ll) . 

Solucion Graficamos la cardioide (figura 10.50) y determinamos que el radio OP barra 
la region exactamente una vez cuando U varfa de 0 a 2p . Por lo tanto, el area es 


r u= 2 p 

/ u=0 


rip 


^r z dU = 


^■•4(1 + cos U) 2 dU 


f2p 


2(1+2 cos U + cos 2 u) du 


-2p 


2 + 4 cos U + 2 


1 + cos 2u 


du 



FIGURA 10.50 La cardioide del 
ejemplo 1. 


f2p 


(3+4 cos U + cos 2u) du 


3U + 4 sen U + 


sen 2u 


2p 


= 6p - 0 = 6p. 


EJEMPLO 2 Determi nacion de un area 

Encontrar el area dentro del lazo pequeno del limac:on 

r = 2 cos U + 1 . 

Solucion Despues de graficar la curva (figura 10.51), vemos que el punto (r, ll) reco- 
rre el pequeno lazo cuando U crece dell = 2p/3aU = 4p/3. Como la curva es simetrica 
con respecto al eje x (la ecuacion no se altera cuando reemplazamos Upor — U), podemos 
calcular el area de la mitad sombreada del lazo interior integrado de U = 2p/3 a U = p . 
El area que buscamos sera el doble de la integral resultante: 

A = 2 / ^r 2 dU= f r 2 dU. 

J 2p/3 1 J 2p/3 
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y 


r = 2 cos 0 + 1 



FIGURA 10.51 El lima§on del ejemplo 2. 
Lima§on es un arcafsmo frances que 
significa caracol. 


y 



FI GURA 10.52 El area de la region 
sombreada se calcula restando el area 
de la region entre r\ y el origen del area de 
la region entre r 2 y el origen. 


y Li'mite superior 



0 = -7t/2 


FIGURA 10.53 La region y los lfmites de 
integration del ejemplo 3. 


Como 


= (2 cos U + 1 ) 2 = 4 cos 2 U + 4 cos U + 1 

.14- cos 211.. . . 

= 4 x b 4 cos U 4- 1 


= 24-2 cos 2u + 4 cos U + 1 
= 34-2 cos 2u + 4 cos U, 


tenemos 


A = 


(3 4-2 cos 2U 4- 4 cos Ll) t/U 
P 


;zp/3 

3U 4- sen 2ll 4- 4 sen U 


2p/3 


= (3p) - ( 2p - ^ + 4-^ 


= P - 


32 3 
2 


Para encontrar el area de una region como la que se muestra en la figura 10.52, que se 
encuentra entre las dos curvas polares r\ = n(u) y r 2 = r 2 (u), deU = aaU = b, resta- 
mos la integral de ( 1 /2)r i 2 dli de la integral de ( 1 /2)ri 2 dU. Esto conduce a la siguiente 
formula 


Area de la region 0 < ri(U) < r < r 2 (U), 



A < U< B 



( 1 ) 


EJEMPLO 3 Determi nacion del area entre dos curvas polares 

Encontrar el area de la region que se encuentra dentro del cfrculo r = 1 y fuera de la car- 
dioide r = 1 — cos U. 


Trazamos la region para determinar sus fronteras y encontrar los lfmites de 
integration (figura 10.53). La curva exterior es r 2 = 1 , la curva interior es /-[ = 

1 — cos U, y U varfa de — p/2 a p/2. Con base en la ecuacion (1), el area es 


'P/2 


A = I \ (r 2 2 - n 2 ) t/U 

J P/2 l 

f P/2 1 / , 

= 2 / 2 (r 2 2 - r j 2 ) dU 


Por la simetrfa 


'P/2 


'P/2 


(1 — (1 — 2 cos U 4- cos 2 ll)) dU 
f p / 2 ( 

(2 cos U — cos 2 ll) t/U = / (2 cos U — 


/o 


1 4- cos 2ll 


dU 


0 , , U sen 2u 

2 sen U - 1 — 


p/2 


= 2 


4 ' 
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Calculo de la longitud de 
una cardioide (ejemplo 4). 


La longitud de una curva polar 


Podemos obtener una formula en coordenadas polares para la longitud de una curva 
r = /(u), a < U < b, parametrizandola como 

x = r cos U = /(u) cos U, y = r sen U = /(u) sen U, a < U < b . (2) 

La formula parametrica de la longitud, ecuacion (1) de la section 6.3, da entonces la longi- 
tud como 


L = 




d U. 


Esta ecuacion se convierte en 



cuando las ecuaciones (2) se sustituyen por xy y (ejercicio 33). 


Longitud de una curva polar 

Si r = /(u) tiene derivada continua para a < U < by si cl punto P( r, u) traza 
la curva r = /(ll) exactamente una sola vez U al variar de a a b, entonces la 
longitud de la curva es 


L = 




(3) 


EJ EMPLO 4 Determi nacion de la longitud de una cardioide 

Encontrar la longitud de la cardioide r = 1 — cos U. 

Solution Dibujamos la cardioide para determinar los lfmites de integracion (figura 
10.54). El punto P(r, u) traza la curva una sola vez, en sentido contrario al de la maneci- 
llas del reloj, al variar U de 0 a 2p , por lo que estos son los valores que consideramos pa- 
ra a y b . 

Con 


r = 1 — cos U, 


dr 

dU 


sen U, 


tenemos 



(1 — cos u) 2 + (sen ll) 2 


= 1—2 cos U + cos 2 U + sen 2 U = 2 — 2 cos U 

l 


y 




4 sen 2 dll 



2 — 2 cos Udll 


1 


COS U = 


2 sen 2 


U 

2 
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f2p 


u 

sen ^ 


d U 


f2p 


2 sen ^ du 


sen “SO para 0 £ U £ 2p 


— 4 COS , 


2p 


= 4 + 4 = 8. 


Jo 


Area de una superficie de revolucion 

Para obtener formulas en coordenadas polares para el area de una superficie de revolu- 
cion, parametrizamos la curva r = f{ u), a < U < b, con las ecuaciones (2) y aplicamos 
las ecuaciones de area de superficie vistas en la seccion 6.5. 



Area de una superficie de revolucion para una curva polar 

Si r = /(u) tiene una primera derivada continua para a < U s b y si el punto 
P(r, ll) traza la curva r = /(u) exactamente una sola vez cuando U van a de a a 
b , entonces las areas de las superficies generadas al girar la curva alrededor de 
los ejes x y y estan dadas por las formulas siguientes: 

1. Rotacion alrededor del eje x (y > 0): 

2 

dU (4) 


S = 


2pr sen U r 

B 


+ 


dU 


2 . 


Rotacion alrededor del eje y (x > 0) : 

S = / 2pr cos U r 2 + 

J a B 



(5) 


EJ EMPLO 5 Determi nacion del area de una superficie 

Encontrar el area de la superficie generada al girar el lazo derecho de la lemniscata 
r 2 = cos 2 U alrededor del eje y. 

Solucion Trazamos el lazo para determinar los lfmites de integracion (figura 10.55a). 
El punto P(r, ll) recorre la curva una sola vez en sentido contrario a las manecillas del 
reloj cuando U varia de — p/4 a p/4, por lo que esos son los valores que tomamos como 

a y b. 

Evaluamos el area integrando por etapas en la ecuacion (5). Primero, 

2prcosU B r 2 + = 2p cos l^ r 4 + (r . (6) 

Luego, r 2 = cos 2u, por lo que 


(b) 

FIGURA 10,55 La mitad derecha de una 
lemniscata (a) se hace girar alrededor del 
eje y para general' una superficie (b), cuya 
area se calcula en el ejemplo 5. 



—2 sen 2u 


r— = — sen2ll 
d U 



= sen 2 2u. 


2 
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Finalmente, r 4 = (r 2 ) 2 = cos 2 2u, por lo que la rafz cuadrada en el lado derecho de la 
ecuacion (6) se simplifica a 

r 4 + = 2 cos 2 2u+ sen 2 2u= 1. 

B V du J 


En suma, tenemos 


5 = 


2p 


rcosU r‘ 

B 


+ 



Ecuacion (5) 


'•P /4 


-p/4 


2p cos IP (1) d\J 


= 2p 


p/4 


sen U 


-p/4 


= 2p 


2 2 
2 


+ 


2 2 
2 


= 2p2 2. 


Ej ERCI Cl OS 10.7 


Areas dentro de curvas polares 

Determine el area de las regiones en los ejercicios 1 a 6. 

1. Dentro del limagon ovalado r = 4 + 2 cos U 

2. Dentro de la cardioide r = a( 1 + cos U), a > 0 

3. Dentro de uno de los cuatro petalos de la rosa r = cos 2U 

4. Dentro de la lemniscata r 2 = 2 a 2 cos 2U, a > 0 

5. Dentro de un lazo de la lemniscata r = 4 sen 2U 

6. Dentro de la rosa de seis petalos r = 2 sen 3U 

Areas compartidas por regiones polares 

Encuentre el area de las regiones senaladas en los ejercicios 7 a 16. 

7. Compartida por las circunferencias r = 2 cos U y r = 2 sen U 

8. Compartida por las circunferencias r = 1 y r = 2 sen U 

9. Compartida por la circunferencia r — 2 y la cardioide r = 2 
( 1 - cos U) 

10. Compartida por las cardioides r = 2(1 + cosll)yr = 2(l — cos U) 

11. Dentro de la lemniscata r 2 = 6 cos 2U y fuera de la circunferen- 
cia r = 2 3 

12. Dentro de la circunferencia r = 3a cos U y fuera de la cardioide 
r = a( 1 + cos u), a > 0 

13. Dentro de la circunferencia r — — 2 cos U y fuera de la circunfe- 
rencia r — 1 

14. a. Dentro del lazo exterior del limagon r = 2 cos U + 1 (vea la 

figura 10.51) 


b. Dentro del lazo exterior y fuera del lazo interior del limagon 
r = 2 cos U + 1 

15. Dentro de la circunferencia r = 6 y arriba de la recta r = 3 esc U 

16. Dentro de la lemniscata r 2 = 6 cos 2U, a la derecha de la recta 
r = (3/2) sec U 

17. a. Encuentre el area de la region sombreada en la figura siguiente. 



b. Parecerfa que la grafica de r = tan U, — p/2 < U < p/2, es 
asintotica a las rectas x = 1 y x = — 1 . ^Lo es? Justifique su 
respuesta. 

18. El area de la region que se encuentra dentro de la cardioide 
r = cos U + 1 y fuera de la circunferencia r = cos U no es 

1 f 2p 

xj I [(cos U + 1 ) 2 - cos 2 U] dU = p . 

^Por que no? ^Cual es el area? Justifique sus respuestas. 
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Longitud de curvas polares 

Determine la longitud de las curvas senaladas en los ejercicios 19 a 27. 

19. La espiral r=lf, 0 s U< 2 5 

20. La espiral r = e u /2 2, 0 < U £ p 

21. La cardioide r = 1 + cos U 

22. La curva r = a sen 2 (l4/2), 0 < U < p, a > 0 

23. El segmento parabolico r = 6/(1 + cos u), 0 £ U £ p/2 

24. El segmento parabolico r = 2/(1 — cos u), p/2 £ US p 

25. La curva r = cos 3 (ll/3), 0 < U < p/4 

26. La curva r = 2 1 + sen 2u, 0 < U£ p2 2 

27. La curva r = 2 1 + cos 2u, 0 < U< p2 2 

28. Perimetros de circunferencias Es recomendable probar una 
nueva formula en objetos familiares para estar seguros de que da 
resultados acordes con la experiencia. Use la formula de longitud 
de la ecuacion (3) para calcular el perimetro de las siguientes cir- 
cunferencias (a > 0) : 

a . r = a b. r = a cos U c. r = a sen U 

Areas de superficies 

Determine el area de las superficies generadas al hacer girar las cur- 
vas de los ejercicios 29 a 32 respecto de los ejes indicados. 

29. r = 2 cos2u, 0 < U < p/4, eje y 

30. r = 2 2e9 /2 , 0 < U < p/2, eje* 

31. r = cos 2U, ejex 

32. r = 2 a cos U a > 0, eje y 

Teorfa y ejemplos 

33. Longitud de la curva r = /(U), A < U < B Suponiendo que 
las derivadas que sean necesarias son continuas, demuestre como 
las sustituciones 


Use esta formula para encontrar el valor promedio de r con res- 
pecto de q en las siguientes curvas (a > 0) . 

a. La cardioide r = a( 1 — cos ll) 

b. La circunferencia r — a 

c. La circunferencia r = acosU, ~p/2 £ US p/2 

35. r = /(U) vi. r = 2/(U) ( ',Puede establecerse alguna relacion 
entre las longitudes de las curvas r = /(u), a S U s b, y 
r = 2/(u),a < U < b ? Justifique su respuesta. 

36. r = /(U) vi. r = 2/(U) Las curvas r = /(u), a < U < b, 
y r — 2/(u), a S u s b , se hacen girar alrededor del eje x para 
generar superficies. ^Puede establecerse alguna relacion entre las 
areas de esas superficies? Explique su respuesta. 


Centroides de regiones en forma de abanico 

Como el centroide de un triangulo esta localizado sobre cada mediana 
a dos terceras partes de la distancia del vertice al lado opuesto, el bra- 
zo de palanca para el momento con respecto del eje x de la region 
triangular delgada en la figura siguiente es aproximadamente (2/3 )r 
sen U. De manera similar, el brazo de palanca para el momento de la 
region triangular con respecto del eje y es aproximadamente (2/3 )r 
cos U. Estas aproximaciones mejoran a medida que Au^> 0, y condu- 
cen a las siguientes formulas para las coordenadas del centroide de la 
region AOB: 



x = /(u) cos U, y = /(u) sen U 
(ecuaciones 2 en el texto), transforman 





cos U cl U 



y = 



r sen U • ^ r clu 




sen U du 



34. Valor promedio Si / es continua, el valor promedio de la coor- 
denada polar r sobre la curva r = /( u), a £ U £ b , con respec- 
to de U esta dado por la formula 

rav = b^a / /(u) du - 


con Ionites U = a a U = b sobre todas las integrales. 

37. Encuentre el centroide de la region acotada por la cardioide 
r = a{ 1 + cos U) . 

38. Encuentre el centroide de la region semicircular 0 < r S a, 
0 < U < p . 
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Secciones conicas en coordenadas polares 


y 



FIGURA 10,56 Podemos obtener una 
ecuacion polar para la recta L viendo la 
relation rg = rcos(u — lb) en el 
triangulo rectangulo OPqP . 


Las coordenadas polares son importantes en la astronomia y en la ingenierfa astronautica, 
porque las elipses, parabolas e hiperbolas que se obtienen como trayectorias del movi- 
miento de satelites, planetas y cometas, pueden describirse con una sola ecuacion coorde- 
nada relativamente sencilla. Aquf desarrollamos esa ecuacion. 

Rectas 

Supongamos que la perpendicular del origen a la recta L encuentra a L en el punto 
Po(ro, Lb), con r () > 0 (figura 10.56). Entonces, si P{r, u) es otro punto cualquiera sobre 
L, los puntos P, Pq, y O son los vertices de un triangulo rectangulo, de donde podemos ob- 
tener la relation 


r Q = r cos (U - Lb). 


La ecuacion polar estandar para rectas 

Si el punto Po(b), Lb) es e l pie de la perpendicular del origen a la recta L y 
ro & 0, una ecuacion para L es 

r cos (U - Lb) = r 0 . (1) 


y 



EJEMPL0 1 Transformation de la ecuacion de una recta polar a forma 
cartesiana 

Usar la identidad cos (A — B) = cos A cos B + sen A sen B para determinar una ecua- 
cion cartesiana para la recta de la figura 10.57. 


FIGURA 10.57 La ecuacion polar 
estandar de esta recta se transforma en la 
ecuacion cartesiana x + 2 3y = 4 
(ejemplo 1). 


r cos 




= 2 


r 


^cos Ucos 


P 

3 


4- sen Usen 



= 2 



FIGURA 10,58 Podemos obtener una 
ecuacion polar para esta circunferencia 
aplicando la Ley de los Cosenos al 
triangulo OPqP . 


Circunferencias 

Para encontrar una ecuacion polar para la circunferencia de radio a con centra en Po(ro, lb) , 
hacemos que P{r , u) sea un punto sobre la circunferencia y aplicamos la ley de los cose- 
nos al triangulo OPqP (figura 10.58). Esto da 


a 2 = ro 2 + r 1 — 2rorcos(u — Lb). 
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Si la circunferencia pasa por el origen, ro = a, y esta ecuacion se simplifica a 

a 2 = a 2 + r 2 — 2arcos (u — 11)) 
r 2 = 2ar cos (u — lb) 
r = 2a cos (u — lb). 

Si el centra de la circunferencia se encuentra sobre el eje x positivo. If) = 0 y obtenemos 
una mayor simplificacion: 

r = 2a cos U 


(vea la figura 10.59a). 

Si el centra de la circunferencia se encuentra en el eje y positivo, U = p/2, 
cos (u — p/2) = sen U, y la ecuacion r = 2 a cos (u — If)) se convierte en 

r = 2a sen U 

(vea la figura 10.59b). 




FIGURA 10.59 Ecuaciones polares de una circunferencia de 
radio a, que pasa por el origen, con centra en (a) el eje x positivo 
y (b) el eje y positivo. 


Las ecuaciones para circunferencias que pasen por el origen con centros sobre la par- 
te negativa de los ejes x y y, pueden obtenerse reemplazando r por — r en las ecuaciones 
anteriores (figura 10.60). 


y y 




FIGURA 10.60 Ecuacion polar de una circunferencia de radio a 
que pasa por el origen con centra en (a) el eje x negativo, y (b) el 
eje y negativo. 
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EJ EMPLO 2 Circunferencias que pasan por el origen 


Radio 

Centro 

(coordenadas pdares) 

Ecuadon 

Polar 

3 

(3,0) 

r = 6 cos U 

2 

(2, p/2) 

r = 4 sen U 

1/2 

(-1/2, 0) 

r = —cos U 

1 

(-1, p/2) 

r = —2 sen U 



Elipses, parabolas e hiperbolas 

Para determinar ecuaciones polares para elipses, parabolas e hiperbolas, situamos un foco 
en el origen y la directriz correspondiente a la derecha del origen a lo largo de la recta ver- 
tical x = k (figura 10.61). Esto da 


PF = r 


y 


PD = k — FB = k — r cos U. 


FIGURA 10.61 Si una seccion conica se 
pone con su foco en el origen y una 
directriz perpendicular al rayo inicial y a la 
derecha del origen, podemos determinar su 
ecuacion polar a partir de la ecuacion foco 
directriz de la conica. 


La ecuacion foco-directriz de la conica PF = e • PD es entonces 

r = e(k — r cos ll) , 

de la que puede despejarse r para obtener 


Ecuacion polar para una conica con excentricidad e 

ke 

r = — ; , 

1 + e cos U 

donde x = k > 0 es la directriz vertical. 


Esta ecuacion representa una elipse si 0 < e < 1 , una parabola si e = 1 , y una hiperbo- 
la si e > 1 . Tenemos entonces elipses, parabolas e hiperbolas, todas ellas con la misma 
ecuacion basica expresada en terminos de la excentricidad y la posicion de la directriz. 

Ej EMPLO 3 Ecuaciones polares de secciones conicas 


1 

e 2 ' 

ell P se r ~ 2 + cos U 


e =1 : 

k 

parabola r = , , 

F 1 + cos U 


e = 2: 

2k 

hiperbola r , , 0 

r 1+2 cos U 

■ 
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Es posible que de vez en cuando encuentre variaciones de la ecuacion (2), dependien- 
do de la posicion de la directriz. Si la directriz es la recta x = — k a la izquierda del origen 
(que siguen siendo un foco), reemplazamos la ecuacion (2) por 

_ ke 

1 — e cos U ' 

Ahora, el denominador tiene un ( — ) en lugar de un ( + ). Si la directriz es alguna de las 
rectas y = k o y = —k, las ecuaciones constaran de senos en vez de cosenos, como se 
muestra en la figura 10.62. 


1 + e cos 0 



1 — e cos 6 



ke 


1 4- e sen 6 

y 



ke 


1 — e sen 6 
y 

Foco en el origen 



Directriz y = -k 
(d) 


FIGURA 10.62 Ecuaciones para secciones conicas con 
excentricidad e > 0 , pero con diferentes posiciones de la 
directriz. Aquf, las graficas muestran una parabola, por lo 
que e = 1 . 


EJEMPLO 4 Ecuacion polar de una hi perbola 

Determinar una ecuacion para la hiperbola con excentricidad 3/2 y directriz x = 2. 
Solution Usamos la ecuacion (2) con k = 2 ye = 3/2: 

= 2(3/2) = 6 

1 + (3/2)cos U ° r 2 + 3 cos U ' 

EJ EMPLO 5 Determi nacion de una directriz 

Encontrar la directriz de la parabola 

25 


r 


10 + 10 cos U' 
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Solution Dividimos el numerador y el denominador entre 10 para dar a la ecuacion la 
forma estandar: 


5/2 

1 + cos U ' 


Esta es la ecuacion 


ke 

1 + e cos U 


En una elipse con con k = 5/2 y e = 1 . La ecuacion de la directriz es x = 5/2 . 

semieje mayor a , la distancia del foco a la 

directriz es k = (a/e) - ea , por lo que En el diagrama de la elipse en la figura 10.63, vemos que k esta relacionada con la ex- 

ke = a(l - e ). centricidad e y cl semieje mayor a por la ecuacion 


k = 


a 

e 


ea. 


Con base en esto, encontramos que ke = a( I — e 2 ). Reemplazando ke en la ecuacion (2) 
por a( 1 — e 2 ), obtenemos la ecuacion polar estandar para una elipse. 


Ecuacion polar de una elipse con excentricidad e y semieje mayor a 

a( 1 — e 2 ) 

r = 

1 + e cos U 


(3) 


Note que cuando e = 0,1a ecuacion (3) se convierte en r = a, que representa una circun- 
ferencia. 

La ecuacion (3) es el punto de partida para calcular orbitas planetarias. 


EJEMPL0 6 La orbita de Pluton 


Position Position 

del afelio del perihelio 

(49.3 UA (29.58 UA 

del Sol) del Sol) 



Determine una ecuacion polar para una elipse con semieje mayor de 39.44 UA (unidades 
astronomicas) y excentricidad de 0.25. Este es el tamano aproximado de la orbita de Plu- 
ton alrededor del Sol. 

Solucion Usamos la ecuacion (3) con a = 39.44 y e = 0.25 para encontrar 

_ 39.44(1 - (0.25) 2 ) _ 147.9 

r 1 + 0.25 cos U 4 + cos U ' 

En su punto mas cercano al Sol (perihelio), donde U = 0, Pluton esta a 

147 9 

r = = 29.58 AU 


FIGURA 10.64 La orbita de Pluton 
(ejemplo 6). 


del Sol. En su punto mas distante del Sol (afelio), donde U = p, Pluton esta a 


147.9 

4^1 


49.3 AU 


del Sol (figura 10.64). 
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EJ ERCI CIOS 10.8 


Rectas 

Encuentre ecuaciones polares y cartesianas para las rectas indicadas 
en los ejercicios 1 a 4. 

1 . 2 . 






Trace las rectas en los ejercicios 5 a 8 y encuentre ecuaciones cartesia- 
nas para ellas. 


5. rcos 

(- 

s) 

= 22 

6. rcos | 

(“♦ 

7. rcos 


2p ' 
3 , 

) = 3 

8. rcos | 

( u + 


3p 

4 

P 

3 


= 1 


Determine una ecuacion polar de la forma rcos (U — lb) = ro para 
cada una de las rectas senaladas en los ejercicios 9 a 12. 

9. 2 2jc + 22y = 6 10. 2 3 x — y = 1 

11. y = -5 12. x = -4 


15. 


16. 




Trace los clrculos que se indican en los ejercicios 17 a 20. Proporcio- 
ne coordenadas polares para sus centres e identifique sus radios. 

17. r = 4 cos U 18. r = 6 sen U 

19. r = — 2 cos U 20. r = —8 sen U 


Encuentre ecuaciones polares para las circunferencias senaladas en 
los ejercicios 21 a 28. Trace cada circunferencia en el piano coordena- 
do y escriba sus ecuaciones cartesiana y polar. 

21. (x - 6) 2 + y 2 = 36 22. (x + 2) 2 + y 2 = 4 

23. x 2 + (v - 5) 2 = 25 24. x 2 + {y + l) 2 = 49 


25. x 2 + 2x + y 2 = 0 26. x 2 - 16jc + y 2 = 0 

27. x 2 + y 2 + y = 0 28. x 2 + y 2 - = 0 


Secciones conicas a partir de excentricidades 
y directrices 


Los ejercicios 29 a 36 dan las excentricidades de secciones conicas 
con un foco en el origen, junto con la directriz correspondiente a ese 
foco. Encuentre une ecuacion polar para cada seccion conica. 

29. e = 1, x — 2 30. e = 1, y = 2 


31. e = 5, y = -6 
33. e = 1/2, x = 1 
35. e = 1/5, y = -10 


32. e = 2, x = 4 
34. e = 1/4, x = -2 
36. e — 1/3, y = 6 


Circunferencias 

Determine ecuaciones polares para las circunferencias de los ejerci- 
cios 13 a 16. 

13. 14. 

y y 




Parabolas y elipses 

Trace las parabolas y elipses indicadas en los ejercicios 37 a 44. In- 
cluya la directriz que corresponde al foco en el origen. Marque los 
vertices con las coordenadas polares apropiadas y marque tambien 
los centres de las elipses. 


37. 


1 

38. 


6 


1 + cos U 


2 + cos U 

39. 


25 

40. 


4 


10 — 5 cos U 


2 — 2 cos U 

41. 


400 

42. 


12 


16+8 sen u 


3 + 3 sen U 

43. 


8 

44. 


4 


2 — 2 sen U 


2 — sen U 
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Graficacion de desigualdades 

Bosqueje las regiones definidas por las desigualdades que se senalan 
en los ejercicios 45 y 46. 

45. 0Sr£2 cos U 46. —3 cos u £ r S 0 

□ Exploraciones con una graficadora 

Grafique las rectas y secciones conicas de los ejercicios 47 a 56. 


47. r = 3 sec (U - p/3) 

48. 

r = 4 sec (u + p/6) 

49. r = 4 sen U 

50. 

r = —2 cos U 

51. r = 8/(4 + cos u) 

52. 

r = 8/(4 + sen U) 

53. r = 1/(1 — sen u) 

54. 

r — 1/(1 + cos u) 

55. r = 1/(1 + 2 sen u) 

56. 

r = 1/(1 +2 cos u) 

Teoria y ejemplos 




57. Perihelio y afelio Un planeta viaja alrededor de su sol en una 
trayectoria elfptica cuyo semieje mayor tiene longitud a. (Vea la 
figura siguiente). 

a. Demuestre que r = a(l — e) cuando el planeta esta mas cer- 
cano al Sol, y que r = a(l + e) cuando el planeta esta mas 
alejado del Sol. 

b. Use los datos de la tabla del ejercicio 58 para encontrar que 
tanto se acerca cada planeta de nuestro sistema solar al Sol y 
que tanto se aleja de el. 

Afelio Perihelio 

(alejado (cercano 

del Sol) al Sol) 



58. Orbitas planetarias En el ejemplo 6 encontramos una ecua- 
cion polar para la orbita de Pluton. Use los datos de la tabla si- 
guiente para encontrar ecuaciones polares para las orbitas de los 
demas planetas. 


Planeta 

Semieje mayor 
(unidades astronomicas) 

Excentricidad 

Mercurio 

0.3871 

0.2056 

Venus 

0.7233 

0.0068 

Tierra 

1.000 

0.0167 

Marte 

1.524 

0.0934 

Jupiter 

5.203 

0.0484 

Saturno 

9.539 

0.0543 

Urano 

19.18 

0.0460 

Neptuno 

30.06 

0.0082 

Pluton 

39.44 

0.2481 


59. a. Encuentre ecuaciones cartesianas para las curvas r = 4 sen U 
y r = 2 3 sec U. 

b. Trace las dos curvas juntas y marque sus puntos de intersec- 
cion en coordenadas cartesianas y polares. 

60. Repita el ejercicio 59 para r = 8 cos U y r = 2 sec U. 

61. Encuentre una ecuacion polar para la parabola con foco en (0, 0) 
y directriz r cos U = 4 . 

62. Encuentre una ecuacion polar para la parabola con foco en (0, 0) 
y directriz r cos ( U — p/2) = 2. 

63. a. La formula de los ingenieros espaciales para la excentrici- 

dad La formula que emplean los ingenieros espaciales para 
calcular la excentricidad de una orbita elfptica es 

f max r mm 

e ~ ~ — > 

r max ' r mf n 

donde r es la distancia entre el vehfculo espacial y el foco 
atractor de la elipse a lo largo de la cual viaja. ^Por que fun- 
ciona la formula? 

b. Trazo de una elipse con una cuerda Usted tiene una cuer- 
da con un nudo en cada extremo y fija estos con clavos en 
una mesa de dibujo. La cuerda tiene 10 pulgadas de longitud 
entre el centra de un nudo y el centra del otro. f,Que separa- 
cion debe haber entre los clavos para usar el metodo ilustrado 
en la figura 10.5 (seccion 10.1) para dibujar una elipse de ex- 
centricidad 0.2? La elipse resultante se parecera a la orbita de 
Mercurio. 

64. El cometa Halley (Vea el ejemplo 1 de la seccion 10.2). 

a. Escriba una ecuacion para calcular la orbita del cometa Ha- 
lley en un sistema coordenado en el que el Sol se encuentre 
en el origen y el otro foco en el eje x negativo, medido en uni- 
dades astronomicas. 

b. t.Que tanto se acerca el cometa al Sol en unidades astronomi- 
cas? cuanto equivale su resultado en kilometres? 

c. ^.Que tanto se aleja el cometa del Sol en unidades astronomi- 
cas? ^Cual es el equivalente de su resultado en kilometres? 

En los ejercicios 65 a 68, encuentre una ecuacion polar para la curva 

dada. En cada caso, trace una curva tfpica. 

65. x 1 + y 2 — lay = 0 66. y 2 = 4 ax + 4 a 2 

67. x cos a + y sen a = p (a, p constante) 

68. (x 2 + y 2 ) 2 + 2 ax(x 2 + y 2 ) - a 2 y 2 = 0 

EXPLORACIONES CON C0MPUTAD0RA 

69. Use un software matematico para graficar la ecuacion polar 

ke 

v — 

1 + e cos U 

para varios valores de e, — p £ US p . Responda las siguientes 
preguntas. 

a. Considere k— —2 . Describa que pasa en las graficas cuando 
e es igual a3/4, 1 y 5/4. Repita el ejercicio para k = 2. 
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b. Tome k = — 1 . Describa que pasa en las graficas cuando e es 
igual a 7/6, 5/4, 4/3, 3/2, 2, 3, 5, 10, y 20. Repita el ejerci- 
cio para e = 1/2, 1/3, 1/4, 1/10, yl/20. 

c. Ahora mantenga e > 0 fijo y describa que pasa cuando k es 
igual a — 1, —2, —3, —4 , y — 5 . Asegurese de analizar las gra- 
ficas de parabolas, elipses e hiperbolas. 


70 . Use un software matematico para graficar la elipse polar 

a ( 1 — e 2 ) 

r = 

1 + e cos U 

para varios valores dea>0y0<e<l, — p £ US p. 

a. Considere e = 9/ 10. Describa que pasa en las graficas cuan- 
do a es igual a 1, 3/2, 2, 3, 5 y 10. Repita el ejercicio 

e = 1/4. 

b. Considere a = 2. Describa que pasa cuando e es igual a 9/ 10, 
8/10,7/10, ... , 1/10, 1/20 y 1/50. 


Capitulo Preguntas de repaso 

1. <;,Que es una parabola? ^,Cual es la ecuacion cartesiana para las 
parabolas cuyos vertices estan en el origen y cuyos focos esta en 
los ejes coordenados? ^Como se pueden determinar el foco y la 
directriz de tal parabola a partir de esta ecuacion? 

2. <;,Que es una elipse? ^Cuales son las ecuaciones cartesianas para 
las elipses con centra en el origen y con focos en uno de los ejes 
coordenados? ^Como se pueden determinar, a partir de su ecua- 
cion, los focos, vertices y directrices de tales elipses? 

3. <;,Que es una hiperbola? ^Cuales son las ecuaciones cartesianas 
para las hiperbolas con centra en el origen y con focos en uno de 
los ejes coordenados? ^Como se pueden determinar, a partir de su 
ecuacion, los focos, vertices y directrices de tales hiperbolas? 

4 . <;,Que es la excentricidad de una section conica? i Como se pue- 
den clasificar las secciones conicas por su excentricidad? ^Como 
estan relacionadas la forma de una elipse y su excentricidad? 

5. Explique la ecuacion PF = e • PD . 

6. <;,Que es una curva cuadratica en el piano xy? Proporcione ejem- 
plos de curvas cuadraticas degeneradas y no degeneradas. 

7. ^Como se puede encontrar un sistema cartesiano en el que la nue- 
va ecuacion para una section conica en el piano no tenga el termi- 
no xy? Proporcione un ejemplo. 

8. ^Como se puede decir que clase de grafica esperar a partir de una 
ecuacion cuadratica en x y y? Proporcione ejemplos. 


9 . ^Cuales son algunas parametrizaciones tipicas para las secciones 
conicas? 

10 . ^Que es una cicloide? ^Cuales son las parametrizaciones tipicas 
para una cicloide? i,Que propiedades fisicas explican la importan- 
cia de las cicloides? 

11 . ^Que son las coordenadas polares? i,Que ecuaciones relacionan 
las coordenadas polares con las cartesianas? ^Por que podria ser 
necesario cambiar de un sistema al otro? 

12. ^Que consecuencias tiene en la graficacion la falta de unicidad en 
las coordenadas polares? Proporcione un ejemplo. 

13 . ^Como se grafican las ecuaciones en coordenadas polares? Inclu- 
ya en su respuesta: simetria, pendiente, comportamiento en el ori- 
gen y el uso de graficas cartesianas. Proporcione ejemplos. 

14 . ^Como se determina el area de una region 0 £ ri(u) £ r £ ri 
(u), a < U < b , en el piano de coordenadas polares? Proporcio- 
ne ejemplos. 

15 . i,Bajo que condiciones se puede determinar la longitud de una 
curva r = /(ll), a £ US b, en el piano de coordenadas pola- 
res? De un ejemplo de un calculo tipico. 

16 . i,Bajo que condiciones se puede determinar el area de la superfi- 
cie generada al hacer girar una curva r = /(u), a s us b, al- 
rededor del eje x? ^,Y alrededor del eje y? Proporcione ejemplos 
de calculos tipicos. 

17 . ^Cuales son las ecuaciones estandar para rectas y secciones coni- 
cas en coordenadas polares? Proporcione ejemplos. 
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Graficar secciones conicas 

Trace las parabolas de los ejercicios 1 a 4. En cada bosquejo, incluya 
el foco y la directriz. 

1. x 2 = — 4y 
3. y 2 = 3x 


Determine las excentricidades de las elipses e hiperbolas de los ejerci- 
cios 5 a 8. Trace cada section conica e incluya los focos, vertices y 
asintotas (cuando sea adecuado) en su dibujo. 

5. 16x 2 + 7y 2 =112 6. x 2 + 2y 2 = 4 

7 . 3x 2 - y 2 = 3 8 . 5y 2 - 4x 2 = 20 


2. x 2 = 2y 
4 . y 2 = — (8/3)x 
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Desplazamiento de secciones conicas 

Los ejercicios 9 a 14 dan ecuaciones para secciones conicas e indican 
cuantas unidades hacia arriba o hacia abajo, a la derecha o a la iz- 
quierda se desplaza cada curva. Determine una ecuacion para la nueva 
seccion conica y determine los nuevos focos, vertices, centres y asfn- 
totas, cuando sea apropiado. Si la curva es una parabola, encuentre 
tambien la nueva directriz. 

9. x 2 = — 12y, a la derecha 2, hacia arriba 3 

10. y 2 = lOx, a la izquierda 1/2, hacia abajo 1 

x 2 y 2 

11. — + — = 1, a la izquierda 3, hacia abajo 5 

x 2 y 2 

12. = 1, a la derecha 5, hacia arriba 12 

y 2 x 2 - 

13. „ — = 1, a la derecha 2, hacia arriba 2 2 2 

o 2 

x 2 y 2 

14. — — — = 1, a la izquierda 10, hacia abajo 3 

I dentif i caci on de secciones conicas 

Identifique las secciones conicas en los ejercicios 15 a 22 y determine 
sus focos, vertices, centres y asintotas (cuando sea apropiado). Si la 
curva es una parabola, determine tambien su directriz. 

15. x 2 - Ax - Ay 2 = 0 16. Ax 2 - y 2 + Ay = 8 

17. y 2 - 2y + \6x = -49 18. x 2 - 2x + 8y = -17 

19. 9x 2 + 16y 2 + 54x — 64y = — 1 

20. 25x 2 + 9y 2 - lOOx + 54y = 44 

21. .r 2 + y 2 - 2x - 2y = 0 22. x 2 + y 2 + Ax + 2y = 1 

Uso del discriminante 

^Que secciones conicas o casos degenerados representan las ecuacio- 
nes 23 a 28? Justifique su respuesta en cada caso. 

23. .r 2 + xy + y 2 + x + y + 1 = 0 

24. x 2 + Axy + Ay 2 + x + y + 1 = 0 

25. x 2 + 3xy + 2 v 2 + x + y + 1 = 0 

26. x 2 + 2xy - 2y 2 + x + y + 1 = 0 

27. x 2 - 2xy + y 2 = 0 28. x 2 - 3xy + 4y 2 = 0 

Rotacion de secciones conicas 

Identifique las secciones conicas en los ejercicios 29 a 32. Luego rote 
los ejes coordenados para determinar una nueva ecuacion para la sec- 
cion conica que no tenga el termino con producto cruzado. (La nueva 
ecuacion variara segun el tamano y direccion de las rotaciones que se 
utilicen). 

29. 2jc 2 + xy + 2y 2 - 15 = 0 30. 3x 2 + 2xy + 3y 2 = 19 

31. x 2 + 22 3xy - y 2 + 4 = 0 32. x 2 - 3xy + y 2 = 5 

I dentif i caci on de ecuaciones parametricas 
en el piano 

Los ejercicios 33 a 36 dan ecuaciones parametricas y los intervalos 
del parametro para el movimiento de una partfcula en el piano xy. 
Identifique la trayectoria de la partfcula, encontrando una ecuacion 


cartesiana para ella. Grafique la ecuacion cartesiana e indique la di- 
reccion del movimiento y la parte de la trayectoria trazada por la par- 
tfcula. 

33. x = (1/2) tan t, y = (1/2) sec f; —p/2 < t < p/2 

34. x = —2 cost, y = 2 sent; Ostsp 

35. x = —cos t, y = cos 2 t\ 0 £ t £ p 

36. x = 4 cos t, y = 9 sen t; 0 £ t £ 2p 

Graficas en el piano polar 

En los ejercicios 37 y 39, haga un bosquejo de las regiones definidas 
por las desigualdades en coordenadas polares. 

37. 0 £ r £ 6 cos U 38. —4 sen U £ r £ 0 

Relacione cada grafica de los ejercicios 39 a 46 con la ecuacion apro- 
piada (a) — (1). Hay mas ecuaciones que graficas, por lo que algunas 
ecuaciones no quedaran relacionadas. 


a. r — cos 2U 

b. r cos U = 1 

6 

C " 1—2 cos U 

d. r = sen 2U 

e. r = U 

f. r 2 = cos 2U 

g. r = 1 + cos U 

h. r = 1 — sen U 

2 

i. r = - 

1 — cos U 

j. r 2 = sen 2U 

k. r = —sen U 

1. r = 2 cos U + 1 

Rosa de cuatro petalos 

40. Espiral 

y 

y 




41. Limacon 


42. Lemniscata 




43. Circunferencia 


44. Cardioide 
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45. Parabola 


46. Lemniscata 


y 


x 


y 



Intersecciones de graficas en coordenadas 
polares 

En los ejercicios 47 a 54, determine los puntos de intersection de las 
curvas dadas por medio de las ecuaciones en coordenadas polares. 

47. r = sen U, r = 1 + sen U 48. r — cos U, r = 1 — cos U 

49. r = 1 + cos U, r = 1 — cos U 

50. r = 1 + sen U, r = 1 — sen U 

51. r = 14- sen U, r — — 1 + sen U 

52. r = 1 + cos U, r = — 1 + cos U 

53. r = sec U, r = 2 sen U 54. r = —2 esc U, r = —4 cos U 

De ecuaciones polares a cartesianas 

Trace las rectas de los ejercicios 55 a 60. Ademas, determine una 
ecuacion cartesiana para cada recta. 

55. rcos = 22 3 56. rcos = 

57. r = 2 sec U 58. r = — 2 2 sec U 

59. r = — (3/2) esc U 60. r = (3 2 3) esc U 

Determine ecuaciones cartesianas para las circunferencias senaladas 
en los ejercicios 61a 64. Trace cada circunferencia en el piano coor- 
denado y escriba sus ecuaciones cartesiana y polar. 

61. r = —4 sen U 62. r — 3 2 3 sen U 

63. r = 22 2 cos U 64. r = —6 cos U 


De ecuaciones cartesianas a polares 

Determine ecuaciones polares para las circunferencias que se listan en 
los ejercicios 65 a 68. Trace cada circunferencia en el piano coordena- 
do y escriba sus ecuaciones cartesiana y polar. 

65. x 2 + y 2 + 5y = 0 66. x 2 + y 2 - 2y = 0 

67. x 2 + y 2 - 3jt = 0 68. x 2 + y 2 + 4x = 0 


Secciones conicas en coordenadas polares 

Trace las secciones conicas cuyas ecuaciones en coordenadas polares 
se dan en los ejercicios 69 a 72. De las coordenadas polares de los ver- 
tices y, en el caso de las elipses, tambien para los centros. 


69. 


2 

1 + cos U 


70. 


8 

2 + cos U 


6 

1 — 2 cos U 


72. 


12 

3 + sen U 


Los ejercicios 73 a 76 dan las excentricidades de las secciones conicas 
con un foco en el origen del piano de coordenadas polares, junto con 
la directriz para ese foco. Determine una ecuacion polar para cada 
section conica. 

73. e = 2, rcos U = 2 74. e = 1, rcosu = —4 

75. e = 1/2, r sen U = 2 76. e = 1/3, rsenu = —6 

Area, longitud y area de la superficie en el 
piano polar 

Determine las areas de las regiones en el piano de coordenadas pola- 
res descritas en los ejercicios 77 a 80. 

77. Acotada por el limajon r = 2 — cos U 

78. Acotada por una petalo de la rosa de tres petalos r = sen 3u 

79. Dentro del “ocho” r — 1 + cos 2U y fuera de la circunferencia 
r = 1 

80. Dentro de la cardioide r = 2(1 + sen u) y fuera de la circunfe- 
rencia r — 2 sen U 

Determine las longitudes de las curvas dadas por las ecuaciones en 
coordenadas polares de los ejercicios 8 1 a 84. 

81. r - I • cos U 

82. r — 2 sen U + 2 cos U, O^U^p/2 

83. r = 8 sen 3 (u/3), 0 < U < p/4 

84. r = 2 1 + cos 2U, -p/2 < U < p/2 

En los ejercicios 85 y 86, determine las areas de las superficies gene- 
radas al hacer girar las curvas, en coordenadas polares, alrededor del 
eje indicado. 

85. r = 2 cos 2U, 0<U£ p/4, ejex 

86. r 2 = sen 2U, eje y 

Teoria y ejemplos 

87. Determine el volumen del solido generado al hacer girar la region 
acotada por la elipse 9x 2 + 4v 2 = 36 alrededor (a) del eje x, (b) 
del eje y. 

88. La region “triangular” en el primer cuadrante, acotada por el eje 
x, la recta x = 4, y la hiperbola 9 jc 2 — 4v 2 = 36 se hacer girar 
alrededor del eje x para generar un solido. Determine el volumen 
del solido. 

89. Para modelar un tanque generador de pequenas olas se rodea una 
elipse con una tira de estano, a manera de pared del tanque y se 
suelda un fondo piano a esta pared. Se colocan una o dos pulga- 
das de agua en el tanque y se deja caer una canica en el, directo en 
un foco de la elipse. Las olas que se generan en el agua se reflejan 
en la tira de estano y, unos segundos despues, una gota de agua se 
levanta del segundo foco. ^Por que? 

90. LORAN Una serial de radio fue enviada de manera simultanea 
desde dos torres Ay B, separadas por varias miUas de distancia, 
en la costa norte de California. Un barco, mar adentro, recibio la 
serial de A 1400 microsegundos antes de recibir la serial de B. Su- 
poniendo que la serial viaja a una velocidad de 980 pies/microse- 
gundo, ^,que puede decir acerca de la ubicacion del barco respecto 
de la ubicacion de las torres? 


71. r = 
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91. En un piano nivelado, en el mismo instante, listed escucha un so- 
nido de un rifle y el de la bala dando en el bianco. ^Que puede de- 
cir acerca de su position relativa al rifle y el bianco? 

92. Espirales de Arquimedes La grafica de una ecuacion de la for- 
ma r — aU, donde a es una constante diferente de cero, se deno- 
mina espiral de Arquimedes. ^Existe algo especial respecto del 
ancho de las vueltas sucesivas de la espiral? 

93. a. Demuestre que las ecuaciones x = r cos U ,y=r sen U trans- 

forman la ecuacion polar 

k 

r — 

1 + e cos U 


b. 


Despues aplique los criterios de la section 10.3 para demos- 
trar que 

e — 0 => circunferencia . 

0 < e < 1 => elipse. 
e — 1 => parabola. 
e > 1 => hiperbola. 


94. Orbita de un satelite Un satelite esta en una orbita que pasa 
sobre los polos Norte y Sur de la Tierra. Cuando esta sobre el Po- 
lo Sur se encuentra en el punto mas alto de su orbita, 1000 millas 
por arriba de la superficie de la Tierra. Arriba del Polo Norte esta 
el punto mas bajo de su orbita, 300 millas por arriba de la superfi- 
cie de la Tierra. 


en la ecuacion cartesiana 

(1 — e 2 )x 2 + y 2 + 2 kex — k 2 = 0. 


a. Suponiendo que la orbita es una elipse con uno de los focos 
en el centro de la Tierra, determine su excentricidad. (Consi- 
dere 8000 millas como el diametro de la Tierra). 

b. Usando el eje norte-sur de la Tierra como el eje x, y el centro 
de la misma como el origen, determine una ecuacion polar 
para la orbita. 




Ejercicios adicionales y avanzados 


Determination de secciones conicas 

1. Determine una ecuacion para la parabola con foco en (4, 0) y di- 
rectriz x = 3 . Trace la parabola junto con su vertice, foco y 
directriz. 

2. Encuentre el vertice, foco y directriz de la parabola 

x : — 6x — 12y + 9 = 0. 

3. Determine una ecuacion para la curva que traza el punto P(x, y), 
si la distancia de P al vertice de la parabola x 2 = 4y es el doble 
de la distancia de P al foco. Identifique la curva. 

4. Un segmento de recta de longitud a + b va del eje x al eje y. El 
punto P en el segmento esta a a unidades de uno de los extremos 
y a b unidades del otro extremo. Demuestre que P traza una elipse 
cuando los extremos del segmento se deslizan a lo largo de los 
ejes. 

5. Los vertices de una elipse de excentricidad 0.5 estan en los puntos 
(0, ±2). ^En donde se encuentran los focos? 

6. Determine una ecuacion para la elipse de excentricidad 2/3 que 
tiene la recta x = 2 como una directriz y el punto (4, 0) como el 
foco correspondiente. 

7. Un foco de una hiperbola esta en el punto (0, — 7) y la directriz 
correspondiente es la recta y = — 1 . Determine una ecuacion pa- 
ra la hiperbola, si su excentricidad es (a) 2, (b) 5. 

8. Encuentre una ecuacion para la hiperbola con focos en (0, —2) y 
(0, 2) que pasa por el punto ( 12, 7). 

9. a. Demuestre que la recta 

b 2 xx i + a 2 yy\ — a 2 b 2 = 0 

es tangente a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 — a 2 b 2 = 0 en el punto 
(xi,yi) en la elipse. 


b. Demuestre que la recta 

b 2 xx i — a 2 yy\ — a 2 b 2 = 0 

es tangente a la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 — a 2 b 2 = 0 en el 
punto (xi, yi) en la hiperbola. 

10. Demuestre que la tangente a la section conica 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

en el punto (xi, yi) en ella, tiene una ecuacion que puede escribir- 
se en la forma 


Axxi + B 


+ E 


xiy + xyi 

2 

y + yi 


+ Cyy i + D 


x + X\ 


+ F = 0. 


Ecuaciones y desigualdades 

^,Que puntos en el piano xy satisfacen las ecuaciones y desigualdades 
indicadas en los ejercicios 11 a 18? Haga un dibujo para cada ejer- 
cicio. 

11. (x 2 - y 2 - l)(x 2 + y 2 - 25)(x 2 + 4y 2 - 4) = 0 

12. (x + y)(x 2 + y 2 - 1) = 0 

13. (x 2 /9) + (y 2 / 16) < 1 

14. (x 2 /9) - (y 2 / 16) < 1 

15. (9x 2 + 4y 2 - 36)(4x 2 + 9y 2 - 16) < 0 

16. (9x 2 + 4y 2 - 36)(4x 2 + 9y 2 - 16) > 0 

17. x 4 - (y 2 - 9) 2 = 0 

18. x 2 + xy + y 2 < 3 
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Ecuaciones parametricas y las cicloides 

19. Epicicloides Cuando un cfrculo rueda por fuera, a lo largo de la 
circunferencia de un segundo cfrculo fijo, cualquier punto P en 
la circunferencia del cfrculo que rueda describe una epicicloide , 
como se muestra en la figura. Suponga que el centra del cfrculo 
fijo es el origen O y que el cfrculo tiene radio a. 


y 



Sea b el radio del cfrculo rodante y sea A(a, 0) la position inicial 
del punto P que traza la curva. Determine las ecuaciones parame- 
tricas para la epicicloide, usando como parametro el angulo U que 
forma el eje x positivo con la recta que pasa por los centres de los 
cfrculos. 

20. a. Determine el centroide de la region acotada por el eje jc y el ar- 

co de la cicloide 

x = a(t — senf), y = a{ 1 — cos t); 0 £ t £ 2p . 

b. Determine los primeros momentos respecto de los ejes coor- 
denados de la curva 

x = (2/3)f 3/2 , y = 22 t; 0<(< 23. 

Coordenadas polares 

21. a. Encuentre una ecuacion en coordenadas polares para la curva 

x = e 2t cos t, y = e 2 ' sen f; — oo < t < oo . 

b. Determine la longitud de la curva def = 0ar=2p. 

22. Determine la longitud de la curva r = 2 sen 3 (ui/3), 0 £ U < 3p . 
en el piano de coordenadas polares. 

23. Determine el area de la superficie generada al hacer girar alrede- 
dor del eje x la parte en el primer cuadrante de la cardioide 
r = 1 + cos U ( Sugerencia : Utilice las identidades 1 + cos U 
= 2 cos 2 (\l/2) y sen U = 2 sen (u/2) cos (li/2) para simplificar 
la integral). 

24. Trace las regiones acotadas por las curvas r — 2a cos 2 (li/2) y 
r = 2a sen 2 ( Ll/2), a > 0, en el piano de coordenadas polares 
y determine el area de la portion del piano que tengan en comiin. 

Los ejercicios 25 a 28 proporcionan las excentricidades de las seccio- 
nes conicas con un foco en el origen del piano de coordenadas polares, 
junto con la directriz para ese foco. Determine una ecuacion polar 
para cada section conica. 

25. e = 2, rcos U = 2 26. e = 1, rcos U = —4 

27. e = 1/2, rsenu = 2 28. e = 1/3, rsenU = —6 

Teoria y ejemplos 

29. Una cuerda con un anillo en un extremo se enlaza sobre dos clavi- 
jas en una lfnea horizontal. El extremo libre, despues de pasar por 


el anillo, tiene un peso colgado en el, a fin de que la cuerda quede 
tensa. Si la cuerda se desliza libremente sobre las clavijas y a tra- 
ves del anillo, el peso descendera tanto como sea posible. Supon- 
ga que la longitud de la cuerda es por lo menos cuatro veces mas 
grande que la distancia entre las clavijas y que la configuration 
de la cuerda es simetrica con respecto de la lfnea de la parte verti- 
cal de la cuerda. 

a. Encuentre el angulo, A, formado en la parte inferior del lazo 
en la figura siguiente. 

b. Demuestre que para cada position fija del anillo sobre la 
cuerda, las posibles posiciones del anillo en el espacio se en- 
cuentran sobre una elipse con focos en las clavijas. 

c. Justifique la hipotesis original de la simetrfa, combinando el 
resultado del inciso (b) con la hipotesis de que la cuerda y 
el peso tomaran una position de reposo con energfa potential 
minima. 



30. Dos estaciones de radar estan a 20 km una de la otra a lo largo de 
una lfnea este-oeste. Se sabe que un avion que vuela rasante 
de oeste a este tiene una velocidad de yo km/ seg . En t = 0 se 
envfa una serial desde la estacion en ( — 10, 0), que rebota en el 
avion y se recibe en (10, 0) 30 / c segundos despues (c es la veloci- 
dad de la senal). Cuando t = 10/yo, otra serial se envfa desde la 
estacion en (— 10, 0) , misrna que se refleja en el avion y es nue- 
vamente recibida 30 jc segundos despues por la otra estacion. 
Encuentre la position del avion cuando este refleja la segunda 
serial, suponiendo que yo es mucho rnenor que c. 

31. Un cometa se rnueve en una orbita parabolica, con el Sol en el 
foco. Cuando el cometa esta a 4 X 10 7 millas del Sol, la recta del 
cometa al sol, forma un angulo de 60° con el eje de la orbita, co- 
mo se muestra a continuation. oQ u 6 tan cerca pasara el cometa 
del Sol? 



32. Determine los puntos en la parabola x = 2t, y = r, — oo < t 
< oo , mas cercanos al punto (0, 3). 

33. Encuentre la excentricidad, aproximada a centesimos, de la elipse 

jc 2 + xy + y 2 = 1 
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34. Determine la excentricidad de la hiperbola xy = 1 . 

35. ^Es la curva 2 x + 2 y = 1 parte de una seccion conica? De ser 
asf, ^que tipo de seccion conica es? De lo contrario, explique por 
que no lo es. 

36. Demuestre que la curva 2xy — 2 2 y + 2 = 0 es una hiperbola. 
Determine el centra, vertices, focos, ejes y asmtotas de la hiper- 
bola. 

37. Halle una ecuacion en coordenadas polares para: 

a. La parabola con foco en el origen y vertice en (a, p/4). 

b. La elipse con focos en el origen y (2, 0) y un vertice en (4, 0). 

c. La hiperbola con un foco en el origen, centra en (2, p/2) , y 
un vertice en (1, P/2). 

38. Cualquier recta que pase por el origen intersecara la elipse 
r = 3/(2 + cos u) en dos puntos P\ y Pi. Sea d\ la distancia en- 
tre Pi y el origen y sea </> la distancia entre Pi y el origen. Calcu- 
le(lM) + (l/d 2 ). 

39. Generacion de una cardioide con circulos Las cardioides son 
epicicloides especiales (ejercicio 18). Demuestre que si se hace 
girar un cfrculo de radio a alrededor de otro cfrculo de radio a en 
el piano de coordenadas polares, como en la figura siguiente, el 
punto de contacto original, P, trazara una cardioide. ( Sugerencia : 
Inicie mostrando que los dos angulos OBC y PAD miden U.) 


Angulo entre el radio vector y la recta tangente 
a una curva en coordenadas polares 

En coordenadas cartesianas, cuando queremos analizar la direction de 
una curva en un punto, utilizamos el angulo f rnedido en sentido con- 
trario a las manecillas del reloj, desde la parte positiva del eje x a la 
recta tangente. En coordenadas polares, es mas conveniente calcular el 
angulo C, del radio vector a la recta tangente (vea la figura siguiente). 
Entonces el angulo C puede calcularse con la ecuacion 

f = U + C, (1) 

que proviene de aplicar el teorema del angulo exterior al triangulo de 
la figura siguiente. 


y 



Cfrculo rodante 



40. Puerta de armario con dos hojas La puerta de dos hojas de un 
armario consiste de dos paneles de un pie de ancho, articulados 
en el punto P. La esquina inferior externa de un panel descansa 
sobre un pivote en O (vea la figura siguiente). La esquina inferior 
externa del otro panel, denotada por Q, se desliza a lo largo de un 
riel recto, mostrado en la figura como una parte del eje x. Supon- 
ga que cuando Q se mueve de ida y vuelta, la parte inferior de la 
puerta roza contra una alfombra gruesa. ^Que forma describira 
la puerta sobre la superficie de la alfombra? 


Suponga que la ecuacion de la curva esta dada en la forma 
r = /(u) , donde /(u) es una funcion diferenciable de U. Entonces 

x = rcos U y y = rsen U (2) 

son funciones diferenciables de U con 


dx 

du 


dr 

— r sen U + cos U— , 
dU 


A y_ 

dU 


= r cos U + sen U 


dr 
dU ' 


(3) 


Como C = f — U por (1) entonces, 


tan C = tan (f 


U) 


tan f — tan U 
1 + tan f tan U ' 


Ademas, 


dy dv/du 
tan f = / = ' 

dx dx/du 

ya que tan f es la pendiente de la curva en P. Tambien, 
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El numerador en la ultima expresion de la ecuacion (4) se encontro 
con base en las ecuaciones (2) y (3) corno 

dy dx 2 

x y~r — r . 

d U 7 rfU 

De manera similar, el denominador es 


dx dy dr 

x—. — I- y~r — r—. 

dVi J c/U dU 


Cuando sustituimos estas ecuaciones en (4), obtenemos 


tan C 


r 

dr/dU 


(5) 


Esta es la ecuacion que utilizamos para determina rC como una fun- 
cion de U. 

41. Demuestre, usando una figura, que el angulo b entre las tangen- 
tes de dos curvas en un punto de interseccion puede determinarse 
por medio de la formula 


tan b = 


tan C 2 — tan C i 
1 + tan C 2 tan C i ' 


( 6 ) 


[] ^Cuando se intersecaran las curvas en angulos rectos? 

42. Determine el valor de tan C para la curva r = sen 4 (u/4) . 

43. Determine el angulo entre el radio vector a la curva r = 2a sen 3U 
y su tangente cuando U = p/6 . 

44. a. Grafique la espiral hiperbolica rll = 1 . ^Que parece ocurrirle 

a C cuando la espiral da vuelta alrededor del origen? 
b. Confirme sus observaciones del inciso (a) de manera analftica. 

45. Las circunferencias r = 2 3 cos U y r = sen U se intersecan en el 
punto (1 3/2, p/3). Demuestre que sus tangentes son perpendi- 
culares en ese punto. 

46. Trace la cardioide r = a( 1 + cos U) y la circunferencia r = 3 a 
cos U en un diagrama y determine el angulo entre sus tangentes en 
el punto de interseccion que esta en el primer cuadrante. 

47. Determine los puntos de interseccion de las parabolas 

1 3 

v — y t — 

1 — cos u 1 + cos u 

y los angulos entre sus tangentes en estos puntos. 


48. Halle los puntos en la cardioide r = a( 1 + cos U) donde la recta 
tangente es (a) horizontal, (b) vertical. 

49. Demuestre que las parabolas r = a/(l + cos u) y r = b/ 
(1 — cos u) son ortogonales en cada punto de interseccion 
( ab J 1 0). 

50. Determine el angulo en el que la cardioide r = a{ 1 — cos U) cru- 
za el rayo U = p/2. 

51. Determine el angulo entre la recta r = 3 sec U y la cardioide 
r = 4(1 + cos U) en una de sus intersecciones. 

52. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva r = 
a tan ( Ll/2) en U = p/2. 

53. Determine el angulo en el que se intersecan, en el primer cua- 
drante, las parabolas r = 1/(1 — cos U)yr = 1/(1 — sen ll) 

54. La ecuacion r 2 = 2 esc 2U representa una curva en coordenadas 
polares. 

a. Trace la curva. 

b. Determine una ecuacion cartesiana equivalente para la curva. 

c. Determine el angulo en el que la curva interseca el rayo 
U= p/4. 

55. Suponga que el angulo C del radio vector a la recta tangente de la 
curva r = /(U) tiene un valor constante a . 

a. Demuestre que el area acotada por la curva y los dos rayos 

U = Ui, U = lb, es proporcional a r 2 — r 2 , donde (r\, Ui) 
y (h, lb) son las coordenadas polares de los extremos del ar- 
co de la curva entre estos rayos. Determine el factor de pro- 
porcionalidad. 

b. Demuestre que la longitud del arco de la curva en el inciso (a) 
es proporcional a r 2 ~ r\ , y determine la constante de pro- 
porcionalidad. 

56. Sea P un punto en la hiperbola r 2 sen 2U = 2 a 2 . Demuestre que el 
triangulo formado por OP , la tangente en P y la recta inicial es 
isosceles. 


Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Seguimiento de un objeto en movimiento por medio de un radar 
Parte I: Convierta coordenadas polares a cartesianas. 

Modulo Mathematica/Maple 

Ecuaciones parametricas y polares con un patinador artistico 

Parte I: Visualice la posicion, velocidad, y aceleracion para analizar el movimiento definido por medio de ecuaciones parametricas. 
Parte II: Determine y analice las ecuaciones de movimiento para un patinador artistico que traza una curva polar. 



SUCESIONESY SERIES 
INFINITAS 


INTRODUCCI ON Aunque todos sabemos como sumar dos o mas numeros, no resulta tan 
claro como sumar una cantidad infinita de numeros. En este capftulo estudiaremos pre- 
cisamente esa cuestion al analizar el tema de la teorfa de series infinitas. En ocasiones las 
series infinitas consisten de una suma finita, como en 


1 

2 


+ 



+ 


I 

16 


+ ••• = 1 . 


Esta suma se representa en forma geometrica por medio de las areas de las obtenidas al 
cortar sucesivamente en dos el area de un cuadrado unitario como se muestra aquf. La 
suma de las areas de los pequenos rectangulos y cuadrados da el area del cuadrado uni- 
tario que ellos llenan. Al sumar cada vez mas terminos nos vamos aproximando gradual- 
mente al total. 


1/2 

1/8 


Jl 

1/16 

1/4 


Otras series infinitas no tienen suma finita, como esta: 


1 + 2 + 3 + 4 + 5 + •••. 


La suma se hace cada vez mas grande conforme se agregan mas y mas terminos. Al tomar 
suficientes terminos, estas sumas se vuelven mayores que cualquier constante preestable- 
cida. 

En el caso de algunas series infinitas como la serie armonica 


1 


+ I + 1 + 1 + I + I + .. 

2 3 4 5 6 


no es obvio si existe una suma finita. Es decir, no sabemos con claridad si al sumar mas y 
mas terminos nos acercamos a algun resultado determinado, o si la suma crece sin cota. 

A medida que desarrollemos la teorfa de sucesiones y series infinitas, conoceremos 
una importante aplicacion que nos proporciona un metodo para representar una funcion 
diferenciable /(x) como una suma infinita de potencias de x. Con este metodo podremos 
ampliar nuestro conocimiento de como evaluar, derivar e integral - polinomios a una clase 
de funciones mucho mas generates que los polinomios. Tambien analizaremos un metodo 
para representar una funcion como una suma infinita de funciones seno y coseno. Este 
metodo sera una poderosa herramienta para nuestro estudio de las funciones. 
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111 


Sucesiones 


Ensayo historico 
Sucesiones y series 


Una sucesion es una lista de numeros 

ci i, q, 2 , #3, . . . , a n , . . . 

en un orden dado. Cada a\, a 2 , it'-, etcetera, representa un numero. Estos son los terminos 
de la sucesion. Por ejemplo, la sucesion 

2, 4, 6, 8, 10, 12, ... , 2n, . . . 

tiene como primer termino ci\ = 2, como segundo termino a 2 = 4, y como n-esimo ter- 
mino a„ = 2 n . El entero n se denomina indice de a n „ e indica en donde aparece a n en la 
lista. Podemos considerar la sucesion 

d\, CI2, CI3, . . . , Cl n , . . . 

como una funcion que a 1 le asigna a 1, a 2 le asigna 112 , a 3 le asigna <23, y, de manera mas 
general, al entero positivo n le asigna el n-esimo termino a n . Esto nos lleva a la definicion 
formal de sucesion. 


DEFINICION Sucesion infinita 

Una sucesion infinita de numeros es una funcion cuyo dominio es el conjunto de 
enteros positivos. 


La funcion asociada a la sucesion 

2, 4, 6, 8, 10, 12, ... , 2n, . . . 

a 1 le asigna a\ = 2, a 2 le asigna a 2 = 4, y asf sucesivamente. El comportamiento gene- 
ral de esta sucesion se describe por medio de la formula 

a n = 2 n. 

Igualmente podemos hacer que el dominio de los enteros sea mayor que un numero 
dado uq, y tambien permitimos las sucesiones de este tipo. 

La sucesion 


12, 14, 16, 18, 20, 22... 

se describe por medio de la formula a„ = 10 + 2 n. Tambien puede hacerse mediante la 
formula mas sencilla b„ = 2 n , donde el indice n inicia en 6 y aumenta. Para permitir este 
tipo de formulas mas .vencillas, permitimos que el indice de la sucesion sea cualquier en- 
tero. En la sucesion anterior, {a„} inicia con c/ h mientras que { b H } inicia con b () . . El orden 
es importante. La sucesion 1, 2, 3, 4 . . . no es la misma que la sucesion 2, 1, 3, 4 ... . 

Las sucesiones pueden describirse escribiendo las reglas que especifican sus elemen- 
tos, por ejemplo 

a„ =2n, 

bn = (-1 r +1 |, 

_ n — l 
c n — n ’ 

dn = (-1)" +I 
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o bien, listando sus terminos, 

{«„} = {2 1, 2 2, 2 3,..., 2 


{bn} = { 

44 = { 


l 

2’ 3’ 




«’ • ■ 


12 3 4 n - 1 
’ 2’ 3’ 4’ 5’ " ’ ’ n 


} 


hi = {1, -1, 1, -1, 1, -1 (-ir +1 }- 


En ocasiones tambien escribimos 


44 = { 2 n }7=r 

La figura 11.1 muestra dos maneras de representar de manera grafica las sucesiones. 
En la primera, los primeros puntos, a\, a 2 , a ?,, . . . , a n , . . . se colocan en el eje real. El se- 
gundo metodo muestra la grafica de la funcion que define la sucesion. La funcion solo 
esta definida para entradas enteras, y la grafica consiste de algunos puntos en el piano xy, 
ubicados en (1, ai),(2, < 12 ), ■ ■ ■ , ( n , a n ), 


1 

a 2 a 3 a 4 a 5 

0 

1 2 

a„=Vn 


a 3 a 2 a l 


0 

1 


1 


a n ~ n 

a 2 a 4 

a 5 a 3 

1 1 V 


0 1 


«. = (-! )" +1 | 


Divergencias 


3 - 
2 - 
1 1- • 

1 1 1 1 1 


a„ 


1 2 3 4 5 

Convergencias para 0 


l h • 

1 1 1 


0 1 2 3 4 5 

a.. 

Convergencias para 0 


1 - 


0 


J I I L_ 


FIGURA 11.1 Las sucesiones pueden representarse como puntos en la rec- 
ta real o como puntos en el piano, en donde el eje horizontal n es el numero 
de indice del termino y el eje vertical a„ es su valor. 


Convergencia y divergencia 

En ocasiones los numeros en una sucesion se aproximan a un solo valor conforme el 
mdice 11 crece. Esto ocurre en la sucesion 


{ 


1, 


111 

2’ 3’ 4’ 


I 

rv • • ' 


} 


cuyos terminos se aproximan a 0 cuando n se hace grande, y en la sucesion 


Jo * 234 1 } 

\ ’ 2’ 3’4’ 5’"'’ 
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cuyos terminos se aproximan a 1 . Por otra parte, sucesiones como 

{2 T, 2 2, 2 3,..., 2 


tienen terminos que se hacen mas grandes que cualquier numero a medida que n aumenta, 
y las sucesiones como 


0 a 2 



L L + e 



Fl GU RA 11.2 a n —* L si y = L es una 

aslntota horizontal de la sucesion de pun- 
tos {(77, a,,)} . En esta figura, todas las a„ 
a partir de a jy estan a lo mas 
a e de L. 


{ 1 , - 1 , 1 , - 1 , 1 , - 1 ,...,(- 1 )" +1 ,...} 

que saltan de 1 a — 1, y viceversa, nunca convergen en un solo valor. La definicion si- 
guiente refleja el significado de tener una sucesion que converge a un valor llmite. Dice 
que si avanzamos en la sucesion tomando el Indice n mayor que algun valor N, la diferen- 
cia entre a„ y el llmite de la sucesion se hace menor que cualquier numero preestablecido 
e > 0. 


DEFI Nl Cl ONES Convergence, divergence, li'mite 

La sucesion {a,,} converge al numero L si para todo numero positivo e existe un 
entero N tal que para toda n 

n > N => \a n — L\ < e. 

Si no existe tal numero L , decimos que { a „ } diverge. 

Si {a n } converge a L, escribimos llm„^.oo a n = L, o simplemente a„ — > L, y 
llamamos a L el llmite de la sucesion (figura 11.2). 


Esta definicion es muy similar a la del llmite de una funcion fix) cuando x tiende a cxd 
BiografIa historica (llm^^.oo f(x) en la seccion 2.4). Explotaremos esta conexion para calcular llmites de suce- 

Nicole Oresme siones. 

(ca. 1320-1382) 

EJ EMPLO 1 Apl icacion de la definicion 

Demostrar que 

(a) 11m = 0 (b) 11m k = k (es cualquier constante k) 

n— »oo n— *oo 


Solucion 

(a) Sea e > 0 dado. Debemos demostrar que existe un entero N tal que para toda n, 


n > N 



< e. 


Esta implicacion se cumple si (1/n) < eon > 1/e. Si IV es cualquier entero mayor 
que 1/e, la implicacion se cumplira para toda n > N. Esto demuestra que 
Hm„^.oo(l/n) = 0. 

(b) Seae > 0 dado. Debemos demostrar que existe un entero N tal que para toda n 

n> N => \k — k\ < e . 

Como k — k = 0, podemos utilizar cualquier entero positivo para A' y la implicacion 
se cumplira. Esto demuestra que llm„^oo k = k para cualquier constante k. 
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EJ EMPLO 2 Una sucesion divergente 

Demostrar que la sucesion {1, —1, 1, —1, 1, —1,..., ( — 1)" +1 , . . . } diverge. 

Suponga que la sucesion converge a algun numero L. Eligiendo e = 1/2 en la 
definicion de lfmite, todos los terminos de la sucesion con fndice n mayor que alguna N 
debe estar a no mas de e = 1/2 de L. Como el numero 1 se repite tantas veces como 
cualquier otro termino de la secuencia, debemos tener que el numero 1 esta a menos de 
e = 1/2 de distancia de L. De ello se deduce que | L — 1 1 < 1/2, o de manera equiva- 
lente, 1/2 < L < 3/2. De la misma forma, el numero —1 aparece de manera repetida en 
la sucesion con un fndice arbitrariamente grande. En consecuencia, tambien debemos 
tener que | L — ( — 1)| < 1/2 o, de manera equivalente, —3/2 < L < —1/2. Pero el 
numero L no puede estar en ambos intervalos, (1/2, 3/2) y (—3/2, —1/2) , ya que no se 
traslapan. Por lo tanto, no existe el lfmite L y, en consecuencia, la sucesion diverge. 

Observe que el mismo argumento funciona para cualquier numero positivo e menor 
que 1, no solo para 1/2. 

La sucesion {In} tambien diverge, pero por una razon diferente. A medida que n au- 
menta, sus terminos se hacen mayores que cualquier numero fijo. Describimos el compor- 
tamiento de esta sucesion escribiendo 

lfm 2 n = oo . 

n-*oo 

A1 escribir infinito como el lfmite de una sucesion no queremos decir que la diferencia en- 
tre los terminos a„ e oo se haga mas pequena cuando n aumenta; tampoco estamos asegu- 
rando que existe algun numero infinito al que se aproxime la sucesion. Solo estamos em- 
pleando una notacion que refleja la idea de que tarde o temprano a„ se hace muy grande y 
resulta mayor que cualquier numero fijo a medida que n aumenta. 


DEFINICION Divergencia a infinito 

La sucesion { a „ } diverge a infinito si para todo numero M existe un entero N tal 
que para todo n mayor que N, a„ > M . Si se cumple esta condition, escribimos 

lfm a„ = oo o a„ —* oo . 

De manera similar, si” 

para todo numero m existe un entero N tal que para todo n > N tenemos 
a„ < m, entonces decimos que {a,,} diverge a menos infinito, y escribimos 

lfm a n = — oo o a n — » — oo . 

n — »oo 


Una sucesion puede divergir sin que sea a infinito o a menos infinito. Esto lo vimos 
en el ejemplo 2; las sucesiones {1, —2, 3, —4, 5, —6, 7, —8, . . . } y { 1, 0, 2, 0, 3, 0, ... } 
tambien son ejemplos de tales divergencias. 

Calculo de limites de sucesiones 

Si siempre tuvieramos que utilizar la definicion formal del lfmite de una sucesion, traba- 
jando con e y N, el calculo de limites de sucesiones serfa una tarea pesada. Por fortuna, 
podemos deducir unos cuantos ejemplos basicos y despues utilizarlos para analizar con 
rapidez los limites de muchas otras sucesiones. Para ello sera necesario que comprenden- 
damos como combinar y comparar sucesiones. Como las sucesiones son funciones con do- 
minio restringido a los enteros positivos, no es demasiado sorprendente que los teoremas 
acerca de limites de funciones dados en el capftulo 2 tengan versiones para sucesiones. 
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TEOREMA 1 


Sean {a„} y {b n } sucesiones de numeros reales, y sean A y B numeros reales. 

Las reglas siguientes se cumplen si lfm„^oo a„ = A y llm„^oo b n = B . 

1. Regia de la suma: 

lfm„^oo(a„ + b„) = A + B 

2. Regia de la diferencia: 

lrm„^oo (a„ - b„) = A - B 

3. Regia del producto: 

lim„^oo(a„ • b n ) = A • B 

4 . Regia de la multiplicacion 

lfm„^oo {k-b n ) = k‘B 

por una constante: 

(es cualquier numero k) 

5. Regia del cociente: 

lfm„^oo jr = 4 si B A 0 

o n 


La demostracion es semejante a la del teorema 1 de la seccion 2.2, por lo que la omi- 
tiremos en este capftulo. 


EJ EMPLO 3 Apl icacion del teorema 1 


Combinando el teorema 1 con los h'mites del ejemplo 1, tenemos 


1 


1 


(a) lf "l “n ) = -1 ‘ n = -1-0 = 0 


(b) lim 

n *oo 


= lim | 1 

n—> oo 


Regia de multiplicacion por una constante 
y el ejemplo la 

^ Regia de la 


= lim 1 - lim J. = 1 — 0 = 1 ferencia y el 
«— >oo n — >oo ejemplo la 


(c) lim — r = 5 • lim jr • lfm jr = 5 • 0 • 0 = 0 

n— >oo n L n—*oo n— > oo 

4 - In 6 (4/n 6 ) - 7 0-7 

(d) lfm = lfm , ^ = "hr-k = -7. 


„^oo + 3 n^oo 1 + (3/n 6 ) 1 + 0 


Regia del producto 

Regia de la suma y del cociente 


Sea cuidadoso al aplicar el teorema 1. Por ejemplo, en el no se dice que cada una de 
las sucesiones {«„} y {b n } tiene llmites si su suma {a n + b„} lo tiene. Por ejemplo, tanto 
{«>;} = {1, 2, 3, ... } como {b n } = { — 1, —2, —3, . . . } divergen, pero su suma, 
{a„ + b n } = {0, 0, 0, ... }, claramente converge a 0. 

Una consecuencia del teorema 1 es que todo multiplo diferente de cero de una suce- 
sion divergente, {a,,} diverge. Suponga lo contrario, es decir, que { ca n } converge para al- 
gun numero c + 0 . Entonces, tomando k = 1/c en la regia de la multiplicacion por una 
constante en el teorema 1, vemos que la sucesion 





converge. Por lo tanto, {ca„} no puede converger, a menos que {a„} tambien lo haga. Si 
{a n } no converge, entonces { ca „ } no converge. 

El siguiente teorema es la version para sucesiones del teorema del sandwich (llamado 
tambien del emparedado) que analizamos en la seccion 2.2. En el ejercicio 95 se pide que 
demuestre el teorema. 


TEOREMA 2 El teorema del sandwich para sucesiones 

Sean {a,,}, {b,,} y {c,,} sucesiones de numeros reales. Si a„ < b n < c„ se cumple 
para toda n mayor que algun rndice N, y h'm„^oo a n = lim^oo c n = L, en- 
tonces tambien lfm„^oo b n = L 
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Una consecuencia inmediata del teorema 2 es que, si b n < c„yc„^0, entonces b n 
— > 0, ya que — c„ < b„ < c„. Utilizaremos este hecho en el ejemplo siguiente. 

EJ EMPLO 4 Apl icacion del teorema del sandwich 

Como l/« — > 0, sabemos que 

, . cos n _ 1 _ cos n _ 1 

(a) n > 0 ya que - ^ < — 

(b) ^ 7^0 ya que 0 < ^ < yy; 

(c) ( — 1)” jy > 0 ya que < (-1)"| < 

La aplicacion de los teoremas 1 y 2 se amplio para dar lugar a un teorema que esta- 
blece que la aplicacion de funciones continuas a una sucesion convergente da por resul- 
tado una sucesion convergente. Enunciaremos el teorema sin realizar la demostracion 
correspondiente (ejercicio 96). 



FIGURA 11.3 Cuando n—> oo, l/n^>0 
y 2 1 /" — » 2° (ejemplo 6). 


TEOREMA 3 El teorema de la funcion continua para sucesiones 

Sea {a,,} una sucesion de numeros reales. Si a„ —> L y si/es una funcion con- 
tinua en L y definida para toda a„, entonces f{a n ) — » f(L) . 


EJ EMPLO 5 Apl icacion del teorema 3 

Demostrarque 2 (n + 1 ) /« — > I . 

Solution Sabemos que (n + 1 )/m — > 1 . Tomando/(x) = lx yL = 1 en el teorema 3, 
se obtiene 1 ( n + 1 )/n — » 1 1 = 1 . 

EJEMPLO 6 La sucesion {2 1 /”} 

La sucesion {1 /n} converge a o. Tomando a n = l/n, f(x) = 2 X , en el teorema 3, ve- 
mosque2 1 /" = f(l/n)—*f(L) = 2° = 1. La sucesion {2 1 /"} converge a 1 (figura 11.3). 


Uso de la regia de L'Hopital 


El teorema siguiente nos permite utilizar la regia de L’Hopital para determinar los lfmites 
de algunas sucesiones. En el se formaliza la relacion entre Hm„^oo a n y f(x) . 


TEOREMA 4 

Suponga que/(x) es una funcion definida para toda x s no y que { a „ } es una 
sucesion de numeros reales tal que a„ = f(n) para n > no . Entonces 

lfm /(x) = L => lrm a n = L. 

je— > oo n—*oo 


Demostracion Suponga que lfm v ^>oo/(x) = L. Entonces, para cada numero positivo e 
existe un numero M tal que para toda x, 


x > M 


I f(x) - L | < e 
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Sea N un entero mayor que M y mayor que o igual no . Entonces 

n > N => a n = f{n) y | a n - L\ = \ f(n) - L\ < e . m 

EJ EMPLO 7 Apl icacion de la regia de L'Hopital 

Demostrar que 


i. In /z A 
lim —rr- = 0. 

«— >oo 


Solucion La funcion ( In x)/x esta definida para toda x > 1, y coincide con la sucesion 
dada en los enteros positivos. Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 5, lfm„^oo (In n)/n 
sera igual a Ifm r ^oc0n x)/x si este ultimo existe. Una sola aplicacion de la regia de 
L’Hopital demuestra que 


„ Inx ,, V* 0 n 

lim -rr- = lim — — = — =(). 

x — >cxd A r — »oo 1 1 


Concluimos que lim„^>oo (In n)/n = 0. 

Cuando utilizamos la regia de L’Hopital para determinar el Hmite de una sucesion, 
con frecuencia tratamos a n como si fuese una variable continua real y derivamos directa- 
mente respecto de n. Esto nos ahorra el trabajo de reescribir la formula para a n , como hici- 
mos en el ejemplo 7. 


EJ EMPLO 8 Apl icacion de la regia de L'Hopital 

Determinar 


lim 

n—> oo 


r_ 

5 n ' 


Solucion 


Por medio de la regia de L’Hopital (derivando con respecto a n), 


,, 2" ,, 2" -In 2 

lim = lim ? 

n — >oo Jll n—>oo J 


= OO. 


EJ EMPLO 9 Apl icacion de la regia de L'Hopital para determinar convergencia 

( ',La sucesion cuyo n-esimo termino es 


converge? De ser asf, determinar lfm„^oo a n . 


Solucion El lfmite conduce a la forma indeterminada 1°°. Podemos aplicar la regia de 
L’Hopital, si cambiamos primero la forma a oo • 0 tomando el logaritmo natural de a n : 


In a„ = In 


n + 1 
n — 1 

( n + 1 


= n In 


n — 1 
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Entonces, 


lfm In a„ 


lfm n In 

n— »oo 


In 


lfm - 

n — >oo 


n + 1 
n — 1 

n + 1 

H — 1 


\/n 

2/{n 2 - 1 ) 


lfm , 

n *oo -l/n 


lfm 

n — *oo 


2>ri 


= 2 . 


00 -0 


0 

0 


Regia de L’Hopital 


Como In a„ — > 2 y f(x) = e A es continua, el teorema 4 nos dice que 

a n = e lna "— > e 2 . 


La sucesion { a n } converge ae 


Li'mites que aparecen con frecuencia 

El teorema siguiente proporciona algunos lfmites que surgen con frecuencia. 


Notacion factorial 

La notacion n! (“n factorial”) significa 
el producto 1 • 2 • 3 ■ ■ • n de los enteros 
de 1 an. Observe que 
(n + 1)! = (n + 1) • n! . Por lo tanto, 
4! = 1 -2- 3 -4 = 24 y 
5! = 1-2-3-4-5 = 5-4! = 120. 
Definimos 0! como 1. Como sugiere la 
tabla, los factoriales crecen aun mas 
rapido que las exponenciales. 


n 

e n (redondeado) 

n\ 

i 

3 

i 

5 

148 

120 

10 

22,026 

3,628,800 

20 

4.9 X 10 s 

2.4 X 10 18 


TEOREMA 5 


Las seis sucesiones siguientes convergen a los lfmites que se listan: 

o 

II 

£| 

It 

K 


8 3 

N4 

3 1 

11 


3. lfm x l / n = 1 

n—>oo 

(x > 0 ) 

4. lfm jd l = 0 

n — ^oo 

(|*| < 1 ) 

5. lfm ( 1 + ) 

oo \ n J 

= e x (cualquierx) 

6. lfm ^7 = 0 
n —> oo n\ 

(cualquier x) 

En las formulas (3) a ( 6 ) x permanece fija conforme n — » oo . 


Demostracion El primer lfmite se calculo en el ejemplo 7. Los siguientes dos pueden 
demostrarse tomando logaritmos y aplicando el teorema 4 (ejercicios 93 y 94). 
Las demostraciones restantes se dan en el Apendice 3. ■ 

Apl icacion del teorema 5 


(a) 


In ( n 2 ) 
n 


2 In n 
n 


> 2-0 = 0 


Formula 1 


(b) 2 ' n 2 — n 2 ! n — (n 1/n )~ — > ( 1) 2 — 1 

(c) 1 3 n = 3 1 /"(n 1/ ") — > 1-1 = 1 Formula 3 con x = 3 y Formula 2 
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(d) 



Formula 4 con x = — 


2 


(e) 



Formula 5 con x = —2 


(f) 


100 " 

n\ 


*0 


Formula 6 con x = 100 


Definiciones recursivas 

Hasta ahora hemos calculado cada a„ de manera directa a partir del valor de n; pero en 

ocasiones las sucesiones se definen de manera recursiva, dando 

1. El valor (o valores) del (de los) termino(s) inicial(es), y 

2. Una regia, denominada formula recursiva, para calcular cualquier termino posterior 
a partir de los terminos que le preceden. 

EJEMPLO 11 Sucesiones construidas de manera recursiva 

(a) Las afirmaciones a\ = 1 y a n = a n \ + 1 definen la sucesion 1,2,3,...,/;,... de 

enteros positivos. Con a\ = 1, tenemos a2 = ai + 1 = 2, 03 = «2 + 1 = 3, y asf 

sucesivamente. 

(b) Las afirmaciones a\ = 1 y a n = n • a n \ definen la sucesion 1, 1, 2, 6, 24, 

de factoriales. Con a\ = 1, tenemos ai = 2-a\ = 2, a-} = 3 • 02 = 6, 04 = 4*a3 

= 24, etcetera. 

(c) Las afirmaciones a\ = 1, Ob = L y a n + 1 = a„ + a„ \ definen la sucesion 
1,1,2, 3, 5,... de numeros de Fibonacci. Con ci\ = 1 y th = I , tenemos 
U3 = 1 + 1 = 2, «4 = 2 + 1 = 3, as = 3 + 2 = 5, y asi sucesivamente. 

(d) Como podemos ver al aplicar el metodo de Newton, las afirmaciones xo = 1 y 
x„+i = x„ — [(senx„ — x„ 2 )/(cosx„ — 2x„)] definen una sucesion que converge a 
una solucion de la ecuacion sen x — x 2 = 0 . 


Sucesiones no decrecientes y acotadas 

Los terminos de una sucesion general pueden ir de un valor a otro, a veces mayores, a ve- 
ces menores. Una clase importante de sucesion es aquella en que cada termino es al menos 
tan grande como su predecesor. 


DEFINICION Sucesiones no decrecientes 

Una sucesion {a„} con la propiedad de que a n < a n+ \ para toda n se llama suce- 
sion no decreciente. 


EJEMPLO 12 Sucesiones no decrecientes 

(a) La sucesion 1, 2, 3 , . de numeros naturales 

t .,123 n 

(b) La sucesion ,,..., — ; — r> • • • 

15 4 72+1 

(c) La sucesion constante { 3 } 
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Existen dos clases de sucesiones no decrecientes: aquellas cuyos terminos aumentan mas 
alia de cualquier cota finita, y aquellas cuyos terminos no lo hacen. 


DEFI Nl Cl ONES Acotada, cota superior, minima cota superior 

Una sucesion {a,,} esta acotada por arriba si existe un numero M tal que 
a n < M para toda n. El numero M es una cota superior para { a n } . Si M es una 
cota superior para { a „ } pero ningun numero menor a M es una cota superior para 
{a,,} , decimos que M es la minima cota superior para { a„ } . 


EJEMPL0 13 Apl icacion de la defi nicion para determinar las cotas 



FIGURA 11.4 Si los terminos de una su- 
cesion no decreciente tiene una cota supe- 
rior M, entonces tienen un limite L £ M. 


(a) La sucesion 1, 2, 3, . no tiene cota superior. 

(b) La sucesion ' ^ , — 7 — r, . . . esta acotada por arriba por M = 1 . 

L 5 4 n + 1 

Ningun numero menor que 1 es una cota superior para la sucesion, por lo que 1 es la 
minima cota superior (ejercicio 113). 

Una sucesion no decreciente que esta acotada por arriba siempre tiene una cota supe- 
rior minima. Esta es la propiedad de completez de los numeros reales, que se analiza en el 
Apendice 4. Probaremos que si L es la cota superior minima, la sucesion converge a L. 

Suponga que trazamos los puntos (1, a\), (2, 02 ), . . . , (n, a n ), ... en el piano xy. Si M 
es una cota superior de la sucesion, todos estos puntos estaran sobre o por debajo de la 
recta y = M (figura 11.4). La recta y = L sera mas baja con esa propiedad. Ninguno de 
los puntos (n, a n ) estara por arriba de y = L, pero algunos estaran por arriba de cualquier 
recta inferior y = L — e , si e es un numero positivo. La sucesion converge a L, ya que 

(a) a n < L para todos los valores de n, y 

(b) dado cualquier e > 0, existe al menos un entero A para el que a N > L — e . 

El hecho de que { a „ } sea no decreciente nos indica, ademas, que 


a n & > L — e para toda n > N . 


Por lo tanto, todos los numeros a„ posteriores al /V-esimo numero estaran a una distancia 
menor que e de L. Esta es precisamente la condicion para que L sea el limite de la sucesion 

{a n }- 

Las condiciones para sucesiones no decrecientes se resumen en el teorema siguiente. 
Un resultado similar se cumple para sucesiones no crecientes (ejercicio 107). 


TEOREMA 6 Teorema de sucesiones no decrecientes 

Una sucesion de numeros reales no decreciente converge si y solo si esta acotada 
por arriba. Si una sucesion no decreciente converge, lo hace a su minima cota su- 
perior. 


El teorema 6 implica que una sucesion no decreciente converge cuando esta acotada 
por arriba. Si no esta acotada por arriba diverge al infinito. 
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EJ ERCICIOS 11.1 


Determination de los terminos de una sucesion 

Cada uno de los ejercicios 1 a 6 propone una formula para el n-esimo 
termino a„ de una sucesion {a,,} . Determine los valores de ci], « 2 , < 23 , 


y a 4 . 




1 . o n 

1 — n 

2. 

1 

n 2 

fl " 77 ! 

3. a„ = 

(-1 ) n+i 

4. 

On = 2 + (-1)' 

2 71 - 1 

5. a„ = 

2 " 

6 . 

2 " - 1 

2 n+l 

a n 2 n 


Cada uno de los ejercicios 7 a 12 proporciona el primer termino o par 
de terminos de una sucesion, y una formula recursiva para los termi- 
nos restantes. Escriba los diez primeros terminos de la sucesion. 

7. 0 \ = 1, a„+i = a„ + (1/2") 

8 . ai = 1 , a n+ i = a„/(n + 1 ) 

9. on = 2, a n +i = ( — l)" + 1 n„/2 

10 . a\ = — 2 , a n + 1 = na n /(n + 1 ) 

11 . 0\ = a,2 = 1 , o n + 2 = o n +\ + o n 

12. 0\ 2, 0,2 1, O n - \-2 @n+l/ @n 


Determination de una formula para la sucesion 

En los ejercicios 13 a 22, halle una formula para el n-esimo termino 
de la sucesion. 

13. La sucesion 1, — 1, 1, — 1, 1,... 

14. La sucesion — 1, 1, — 1, 1, — Numeros 1 con signos alternados 


15. La sucesion 1, —4, 9, — 16, 25, . . . 


Cuadrados de los enteros 
positivos con signos alternados 


23. a n = 2 + (0.1)" 
1 - In 


25. a„ = 

27. a n = 

29. a n = 


1 + 2 n 

1 - 5/i 4 
n 4 + 8 n 3 

n ~ — 2n + 1 
n — 1 


31. On = 1 + (-1)" 


24. a n 
26. a n 

28. a n 

30. a„ 

32. a n 


33. a n 



35. a„ 

37. a„ 

39. a n 

41. On 

43. a n 

45. a„ 


(- 1)" +1 
2 n - 1 


2n 

A n + 1 



sen n 
n 


n 

r 

In (n + 1 ) 
2 n 


34. a„ 

36. a n 

38. a„ 

40. a„ 

42. a n 

44. a„ 

46. a n 


16. La sucesion 1 , — t, — ^ 

4’ 9 16 25 


Recfprocos de los cuadrados de 
los enteros positivos, con signos 
alternados 


17. La sucesion 0, 3, 8, 15, 24, . . . 


Cuadrados de los enteros 
positivos disminuidos en 1 


18. La sucesion —3, —2, —1,0, 1, . . . Enteros a partir de —3 


47. a n = 8 1 /" 



51. a n = 2' 10n 


48. a„ 

50. a n 

52. a„ 


19. La sucesion 1, 5, 9, 13, 17, . . . 

20. La sucesion 2, 6, 10, 14, 18, . . . 

21. La sucesion 1, 0, 1,0, 1, • • • 


Uno de cada dos enteros 
positivos impares 

Uno de cada dos enteros 
positivos pares 

Numeros 1 y 0 alternados 


22. La sucesion 0, 1, 1, 2 , 2, 3, 3, 4, . . . Todos los enteros P osltivos se 

repiten 

Determination de limites 


^Cuales de las sucesiones {a,,} en los ejercicios 23 a 84 convergen, y 
cuales divergen? Determine el limite de cada sucesion convergente. 


53. a n 



54. a„ 


55. a n 


In 7 i 


A/n 


56. a n 


57. a„ = 1 4"n 


58. 


59. a„ 


77 ! 
77" 


(Sugerencia: Compare con 


77 + (-1)" 
n 

2n + 1 
1 - 32 77 

71 + 3 

tv + 5n + 6 

1 - 77 3 

70 - 4/! 2 



1 

(0.9)" 

77 p cos (lip ) 


sen 2 71 
2 " 

3" 


In 71 
In 2/7 

(0.03) 1 /" 



= 2V 

= (77 + 4) 1 / ( " +4) 

= In 71 — In (n + 1 ) 

= 2 3 ^ 

1 /«)• 
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60. a„ 
62. a„ 
64. a„ 
66 . a„ 
68 . a„ 
70. a„ 
72. a„ 
74. a„ 
76. a n = 

78. a n = 
80. a„ = 

82. a„ = 

83. a„ = 


(~4) B 

n\ 

n\ 

2" • 3" 


•nl 1 + n 


n + 1 


= 1 - 


n 1 

( 10 / 11 )" 


(9/10)" + (11/12)" 
senh (In n) 

1 


= n^l — cos-^ 

1 \ 

— — tan n 

2 n 

2 n 2 + n 

(In n) 5 
2 n 

1 


61. a n = — 

10 6 " 

/ l/(lnn) 

63. a„= I „ I 


65. a„ = 


67. a„ = 


3n + 1 
3/7 - 1 


2/7 + 1 


l/« 


x > 0 


3" • 6" 


69 ‘ °" = T*-n\ 

71. a„ = tanh n 

71 " 2 1 

73 ‘ fl " = 2/7 - 1 sen n 

75. a„ = tan -1 n 


77. fl „ = (i) + 1 


2 2 " 


79. = 


(In n) 2 


81. = n — 2/7“ — 77 


2 /7 2 — 1 — 2 n 2 + n 

1 Pi 


77 / JC 
./ 1 


Tit- 


84. a„ = 


7 tit, p > 1 


Teoria y ejemplos 


85. El primer termino de una sucesion es Xi = 1 . Cada termino sub- 
siguiente es la suma de todos los que le preceden: 


X „+ 1 = X! + x 2 + • • • + x„. 


Escriba tantos terminos del principio de la sucesion como sean 
necesarios para deducir una formula general para x„ que se 
cumpla para n a 2 . 

86. Una sucesion de numeros racionales se describe como sigue: 

J_ 3 7 17 a a + 2b 

r 2 ’ 5 ’ Tr " ■ ’ b’ a + b" 

Aquf, los numeradores forman una sucesion, los denominadores 
forman una segunda sucesion, y sus cocientes una tercera suce- 
sion. Sean x„ y y„ respectivamente, el numerador y el denomina- 
dor de la n-esima fraccion r„ = x„/y„. 

a. Verifique que x 2 — 2y\ = — 1,X2 2 — 2y 2 = +1 y, de 
manera mas general, que si a 2 — 2b 2 = — lo+l, entonces 

( a + 2b) 2 — 2 (a + b ) 2 = +1 o —1, 

respectivamente. 


b. Las fracciones r„ = x n /y„ tienden a un llmite a medida que n 
aumenta. ^,Cual es ese llmite? ( Sugerencia : Utilice el inciso 
(a) para demostrar que r 2 — 2 = ±(l/y„) 2 y que y n no es 
menor que n). 

87. Metodo de Newton Las sucesiones siguientes provienen de la 
formula recursiva para el metodo de Newton, 


%n +1 %n 


f(Xn ) 
f'(Xn)' 


^Las sucesiones son convergentes? De ser asl, ^,a que valor? Em- 
piece por identificar la funcion/que genera cada sucesion. 


a. x 0 = 1, x„+i = x„ 


x, 2 - 2 
2x„ 


Xn 1 
~2 + X~n 


tanx„ — 1 

b. x 0 = 1, x„+i = x„ y 

sec x„ 

c. x 0 = 1, x„+i = x„ - 1 

88. a. Suponga que/(x) es diferenciable para toda x en [0, 1], y que 
/( 0) = 0. Defina la sucesion {a„} por medio de la regia a n = 
77/(1/77). Demuestre que llm„_>oo a„ = f'( 0). 

Utilice el resultado del inciso (a) para determinar los llmites de 
las sucesiones {a,,} . siguientes. 

b. a„ = 77 tan -1 ^ c. a n = //(P" — 1) 


d. a„ = 77 In ^1 + | j 

89. Ternas pitagoricas Una terna de enteros positivos a, b y c se 
denomina terna pitagorica si a 2 + b 2 = c 2 . Sea a un entero 
positivo impar, y sean 


2 


r 21 

a 


a 

_ 2 _ 

II 

2 


el piso entero (maximo entero no mayor) y el techo entero (mlni- 
rno entero no menor) de a 2 /2 . 



ci 


a. Demuestre que a 2 + b 2 = c 2 . (Sugerencia: Haga a = 2/7 
+ ly exprese by c en terminos de n). 


11.1 Sucesiones 759 


b. Por medio de un calculo directo, o con base en la figura ante- 
rior, determine 


2 

lfm -p 

0^00 ^2 

90. La raiz n-esima de n! 

a. Demuestre que lim„_>oc (2np) 1 / (2n) = 1 y, por medio de la 
aproximacion de Stirling (vea el ejercicio adicional 50a del 
capftulo 8), que 


106. El primer termino de una sucesion es x\ = cos (1). Los si- 
guientes terminos son X 2 — X\ o cos (2), el que sea mayor, y 
*3 = X 2 cos (3), el que sea mayor (aquel que este mas a la 
derecha). En general, 

x„+i = max {x n , cos ( n + 1)} . 

107. Sucesiones no crecientes Una sucesion de numeros {a,,} en 
la que a n & a n + i para toda n se llama sucesion no creciente. 
Una sucesion {a„} esta acotada por abajo si existe un numero 
M con M £ a n para cada n. Tal numero M se llama cota infe- 
rior de la sucesion. A partir del teorema 6, deduzca que una 
sucesion no creciente acotada por abajo converge, y que una 
sucesion no creciente y no acotada por abajo diverge. 


2 n! ~ p para valores grandes de n . 

b. Pruebe la aproximacion del inciso (a) para n = 40, 
n = 40, 50, 60, . . . , tanto como se lo permita su calculadora. 
91. a. Suponiendo que lfm„^.oo(l/n c ) = 0 , si c es cualquier con- 
stante positiva, demuestre que 


lfm ,n " = 0 


si c es cualquier constante positiva. 
b. Pruebe que lfm„_»oo(l/w c ) = 0 si c es cualquier constante 
positiva. (Sugerencia: Si e = 0.001 y c = 0.04, f,que tan 
grande debe ser N para asegurar que \\/n c — 0| < e si 
n > N7)N1) 

92. El teorema del zipper Demuestre el “teorema del zipper” 
para sucesiones: si {a,,} y { £>„} convergen a L, la sucesion 

au b i, a 2 , b 2 , . . . , a„, £>„,... 

converge a L. 

93. Demuestre que lfm„->oo 2 ' n = 1 . 

94. Demuestre que lfm,,-^ x l ^ n — 1, (jc > 0) . 

95. Demuestre el teorema 2. 96. Demuestre el teorema 3. 


En los ejercicios 97 a 100, determine si la sucesion es no decreciente y 
si esta acotada por arriba. 


97. On = 3,1 r r 98. a n 

n + 1 

'yfl'211 

99. a n = , 100. a„ 

n\ 


(2 n + 3)! 
(n + 1)! 



^Cuales de las sucesiones que se indican en los ejercicios 101 a 106 
convergen y cuales divergen? Justifique sus respuestas. 

101. a„ = 1 — jy 102. a„ = n — ^ 

2 " - 1 2 ” - 1 

103. a„ = 104. a n = 

105. a n = ((-1)" + l)( n ^ ' j 


(Continuation del ejercicio 107). Usando la conclusion del ejercicio 
107, determine cuales sucesiones de los ejercicios 108 a 112 conver- 
gen y cuales divergen. 


108. a„ 


n + 1 
n 


109. a„ 


1 + 22 n 
2 n 


110. a n 



111. On 


4" +1 + 3" 

4" 


112. a\ = 1, a„+i = 2 a„ — 3 

113. La sucesion {n/(n + 1)} tiene una minima cota superior 
igual a 1 Demuestre que si M es un numero menor que 1 , los 
terminos de {n/(n + 1)} superaran tarde o temprano a M. Es 
decir, que si M < 1, existe un entero A tal que n/(n + 1) > M, 
siempre que n > N. Puesto que n/(n + 1) < 1 para toda n, 
esto demuestra que 1 es la minima cota superior de 
{ n/(n + 1 )}. 

114. Unicidad de la minima cota superior Demuestre que si M\ y 

M 2 son cotas superiores minimas de la sucesion {a„} , 
Mi = Mi . Es decir, demuestre que una sucesion no puede tener 
dos cotas superiores minimas diferentes. 

115. ^Es verdad que una sucesion {a,,} de numeros positivos tiene 
que converger si esta acotada por arriba? Justifique su respuesta. 

116. Demuestre que si {a,,} es una sucesion convergente, a cada 
numero positivo e le corresponde un entero N tal que para toda 
m y n. 


m > N y n > N => \a m — a n \ < e . 


117. Unicidad de limites Demuestre que los limites de las suce- 
siones son unicos. Es decir, que si L\ y L 2 son numeros tales que 
a„ —■ > L\ y a„ —■ * L 2 , entonces L\ = L 2 . 

118. Limites y subsucesiones Si los terminos de una sucesion 
aparecen en otra sucesion en el ordenque tenian, decimos que la 
primera sucesion es una subsucesion de la segunda. Demuestre 
que si dos subsucesiones de una sucesion {a,,} tienen limites 
diferentes, Li # L 2 , entonces {a,,} diverge. 

119. Para una sucesion {a,,}, los terminos con indice par se denotan 
a 2 k , y los terminos de indice impar, a 2 k+i-. Demuestre que si 
A 2 A- — ^ ► L y A 2 A + 1 ~ ^ * L , entonces a„ — > L . 

120. Demuestre que una sucesion {a,,} converge a 0 si y solo si la 
sucesion de valores absolutos {| a„ |} converge a 0. 
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□ Exploraciones de limites con una calculadora 

En los ejercicios 121 a 124, experimente con una calculadora para de- 
terminar un valor de N que satisfaga la desigualdad para toda n > N. 
Suponiendo que la desigualdad es la de la definicion formal del llmite 
de una sucesion, ^que sucesion se considera en cada caso y cual es su 
llmite? 

121. | 2 05 - 1 1 < 1(T 3 122. \2n- 1 1 < 1(T 3 

123. (0.9)" < 10~ 3 124. 2"/n! < 10~ 7 

125. Sucesiones generadas por medio del metodo de Newton El 

metodo de Newton, aplicado a una funcion diferenciable fix), 
principia con un valor inicial xo y, a partir de el, construye una 
sucesion de numeros { x n } que, en circunstancias favorables, 
converge aun cero o una ralz de/. La formula recursiva para la 
sucesion es 


f(x, i) 


a. Demuestre que la formula recursiva para /(x) = x 2 — a, 
a > 0, puede escribirse como x„+i = (x„ + fl/x„)/2. 

b. Empezando con xo = 1 y a = 3 , calcule los terminos con- 
secutivos de la sucesion hasta que el resultado empiece a 
repetirse en la pantalla. £ A que numero se esta aproximando? 
Explique. 

126. ( Continuation del ejercicio 125). Repita el inciso (b) del ejerci- 
cio 125 con a = 2 en lugar de a = 3 . 

127. Una definicion recursiva de P/2 Si se inicia con xi = 1 y se 
definen los terminos subsecuentes de {x„} por medio de la regia 
x n = x„~i + cosx„-i, se genera una sucesion que rapidamente 
converge a p/2, a. Hagalo. b. Utilice la figura siguiente para ex- 
plicar por que la convergencia es tan rapida. 


y 



128. Segun un articulo publicado en la primera pagina del Wall Street 
Journal del 15 de diciembre de 1992, la empresa automotriz 
Ford Motor Company empleo aproximadamente 7 5 horas de tra- 
bajo en la produccion de los troquelados para un vehlculo 
promedio, disminuyendo de las 15 horas estimadas en 1980 para 
esa misma labor. Los japoneses solo necesitaban alrededor de 3 7 
horas. 

La mejora de Ford desde 1980 representa una disminucion 
de 6% anual. Si esta tasa continua, al cabo de n afios a partir de 
1992 Ford empleara alrededor de 

S„ = 7.25(0.94)" 

horas de trabajo para producir los troquelados para un vehlculo 
promedio. Suponiendo que los japoneses continuan empleando 


3 f horas por vehlculo, ^cuantos alios mas tardara Ford en alcan- 
zarlos? Determlnelo de dos formas: 

a. Encuentre el primer termino de la sucesion {S',,} que sea 
menor que o igual a 3.5. 

b. Grafique f(x) = 7.25(0.94/ y utilice la funcion Trace de su 
calculadora graficadora para determinar en que punto la gra- 
fica cruza la recta y = 3.5 . 

EXPLORACIONES CON C0MPUTAD0RA 

Utilice un software matematico para realizar los pasos siguientes en 
las sucesiones de los ejercicios 129 a 140. 

a. Calcule y luego grafique los primeros 25 terminos de la sucesion. 
^La sucesion parece estar acotada por arriba o por abajo? ^Parece 
que converge o diverge? Si converge, ^cual es el llmite LI 

b. Si la sucesion converge, determine un entero N tal que 

\a„ — L\ £ 0.01 para n & N. ^,Que tan lejos se debe avanzar 
en la sucesion para obtener terminos que esten a menos de 0.0001 
deL? 

129. a n =2/i 130. a„ 

131. a\ 1 , tt/1+1 a n “f 

132. fli = 1, a n + 1 = a n + (—2)" 

133. a„ = sen n 134. a„ 

_ sen/t 

fl/j l<3o« Clfi 

137. a„ = (0.9999)" 138. a„ 

139. a„ = ^ 140. a n 

n\ 

141. Interes compuesto, depositos y retiros Si invierte una canti- 
dad de dinero Aq a una tasa de interes compuesta anual r acumu- 
lable m veces cada aiio, y si al final de cada periodo de 
acumulacion la cantidad constante b se suma a la cuenta (o se 
resta de la misma si b < 0), la cantidad que tendra despues 
de n + 1 periodos de acumulacion sera 



1 

= n sen — 

_ In n 
~ n 

= 123456 1 /" 


19" 


A n +i — ^1 + , + b. (1) 

a. Si Ao = 1000, r = 0.02015, m = 12, y b = 50, calcule y 
grafique los primeros 100 puntos (n,A„). ^Cuanto dinero 
habra en su cuenta al cabo de 5 afios? 7 {A,,} converge? 
^Tiene cota? 

b. Repita el inciso (a) con Ao = 5000, r = 0.0589, m = 12, y 
b = -50. 

c. Si invierte 5000 dolares en un certificado de deposito (CD) 
que paga 4.5% de interes anual, acumulable trimestralmente, 
y no hace inversiones posteriores en el CD, ^aproximada- 
mente cuantos afios pasaran antes de que tenga 20,000 
dolares? jY si el CD pagara 6.25% de interes? 
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d. Es posible demostrar que, para cualquier k a 0, la sucesion 
definida de manera recursiva por la ecuacion (1) satisface la 
relacion 

+ + 121 

Para los valores de las constantes Ao, r, in y b del inciso (a), 
compruebe esta afirmacion comparando los valores de los 
primeros 50 terminos de ambas sucesiones. Luego demuestre 
por sustitucion directa que los terminos de la ecuacion (2) 
satisfacen la formula recursiva (1). 

142. Ecuacion logistica de diferencias La relacion recursiva 

a „+ 1 = raj I - a„) 

se llama ecuacion logistica de diferencias ; cuando se conoce el 
valor inicial ao esta ecuacion define la sucesion logistica {a,,} . 
En todo este ejercicio elegiremos ao en el intervalo 0 < ao < 1 , 
por ejemplo, ao = 0.3 . 

a. Elija r = 3/4. Calcule y grafique los puntos (n, a n ) para los 
primeros 100 terminos de la sucesion. ^Parece que esta con- 
verge? oCual cree que sea el limite? ^Cree que el limite de- 
penda de su election de a o ? 

b. Elija diversos valores de r en el intervalo 1 < r < 3 y repita 
los procedimientos indicados en el inciso (a). Asegurese de 
elegir algunos puntos cercanos a los extremos del intervalo. 
Describa el comportamiento que observa en las sucesiones a 
partir de las graficas. 

c. Ahora examine el comportamiento de la sucesion para val- 
ores de r cercanos a los extremos del intervalo 
3 < r < 3.45 . El valor de transition r — 3 se llama valor 
de bifurcation, y el nuevo comportamiento de la sucesion en 
el intervalo se conoce como atractor de 2 ciclos. Explique 
por que este metodo describe aceptablemente bien el com- 
portamiento. 


d. A continuation explore el comportamiento para los valores 
de r cercanos a los extremos de cada uno de los intervalos 
3.45 < r < 3.54 y 3.54 < r < 3.55 . Grafique los primeros 
200 terminos de las sucesiones. Describa el comportamiento 
de las graficas en cada intervalo. ^Entre cuantos valores 
parece oscilar la sucesion en cada intervalo? Los valores 
r = 3.45 y r = 3.54 (redondeados a dos decimales) se Ha- 
inan tambien valores de bifurcation, porque el compor- 
tamiento de la sucesion cambia cuando r pasa por ellos. 

e. La situation se vuelve aun mas interesante. En realidad, hay 
una sucesion creciente de valores de bifurcation 3 < 3.45 
< 3.54 < ■ ■ ■ < c„ < c„+ 1 ■ ■ ■ tales que para c„ < r < c„+i 
la sucesion logistica {a„} oscila eventualmente entre 2" va- 
lores, llamados atractores de 2''-ciclo. Ademas, la sucesion 
de bifurcation {c„} esta acotada por arriba por 3.57 (por lo 
cual converge). Si elige un valor de r < 3.57, observant al- 
gun tipo de 2"-ciclo. Elija r = 3.5695 y grafique 300 puntos. 

f. Veamos que pasa cuando r > 3.57. Elija r = 3.65 para 
calcular y trazar los primeros 300 terminos de {a,,} . Observe 
como fluctuan los terminos en forma caotica e impredecible. 
No se puede predecir el valor de a n+ \ a partir de los valores 
anteriores de la sucesion. 

g. Para r = 3.65, elija dos valores initiates de ao = 0.3 y 
ao = 0.301. Calcule y trace los primeros 300 primeros va- 
lores de las sucesiones determinadas por cada valor inicial. 
Compare los comportamientos que observe en sus graficas. 
oQue tan lejos hay que ir antes de que los terminos corres- 
pondientes de las dos sucesiones parezcan apartarse unos de 
otros? Repita la exploration para r = 3.75. iSe da cuenta 
de que las graficas son diferentes dependiendo de su elec- 
tion de ao? Por eso decimos que la sucesion logistica es sen- 
sible a la condition inicial ao. 


112 


Series infinitas 


Una serie infinita es la suma de una sucesion infinita de numeros 

at + a2 + ct3 + • ■ ■ + a n + • ■ • 

El objetivo de esta section es explicar el significado de una suma infinita y desarrollar 
metodos para su calculo. Como en una serie infinita existe una cantidad infinita de suman- 
dos, no podemos concretarnos a sumar para ver que resulta. En lugar de eso veremos que 
obtenemos al sumar los primeros n terminos de la sucesion y detenernos. La suma de los 
primeros n terminos 


s, 


a i + ci2 + as + • • • + a 1 
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es una suma finita comun y puede calcularse por medio de una suma usual. A tal suma se 
le denomina u-esima suma parcial. Conforme n se hace grande, esperamos que las sumas 
parciales se acerquen mas a un valor lfmite, en el mismo sentido que los terminos de una 
sucesion se aproximan a un lfmite, como se analizo en la seccion 11 . 1 . 

Por ejemplo, para asignar un significado a una expresion como 


1 + 


1 + 1 + 
2 4 


+ 


16 




sumamos los terminos uno a uno desde el inicio, y buscamos un patron de crecimiento de 
las sumas. 


Suma parcial 



Expresion 
para la suma 
parcial 

Valor 

Primera: 

Si = 

1 

2 - 1 

1 

Segunda: 

S2 = 


2 — I 

2 

3 

2 

Tercera: 

S3 = 

> + H 

2-1 

4 

7 

4 



, 1 1 1 

^ 1 

2" - 1 

7 z-esima: 

s n = 

1 + i + 4 + 

2 r 




2 4 2 " 1 

2" 1 

2" 1 


Ciertamente existe un patron. Las sumas parciales forman una sucesion cuyo n-esimo ter- 
mino es 


S„ 


= 2 - 


1 


2 


n 1 ' 


Esta sucesion de sumas parciales converge a 2, ya que lfm„^oo ( 1 /2") = 0 . Decimos que 


“la suma de la serie infinita 1 + ^ + -7 + • ■ • 4 r + • • • es 2 ”. 

2 4 2"~ 

(■,La suma de cualquier numero finito de terminos en esta serie es igual a 2? No. (i Rcal- 
mente podemos sumar, uno por uno, un numero infinito de terminos? No. Pero podemos 
definir su suma definiendola como el lfmite de la sucesion de sumas parciales cuando 
n — > 00 , en este caso 2 (figura 11.5). Nuestro conocimiento de sucesiones y lfmites nos 
permite rebasar las fronteras de las sumas finitas. 


1 1/4 

1 1 1 1 t — • 

0 1 1/2 1/8 2 

FIGURA 11.5 Conforme las longitudes 1, *A, y 4 , se suman una a una, la suma 

se aproxima a 2. 
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DEFI Nl Cl ONES Series infinitas, #»esimo termino, suma parcial, 
convergencia, suma 

Dada una sucesion de numeros {a n } , una expresion de la forma 
a\ + a 2 “f r ?3 + • ■ • + a n + • • • 

es una serie infinita. El numero a„ es el /i-esimo termino de la serie. La suce- 
sion { s„ } . definida como 

S i = Cl \ 

S2 = fll + «2 

n 

S n — G\ + Cl2 + ' ' ' + On — 21 

k=\ 

es la sucesion de sumas parciales de la serie, donde el numero s„ es la n-esima 
suma parcial. Si la sucesion de sumas parciales converge a un lfmite L, decimos 
que la serie converge y que su suma es L. En este caso, escribimos 

OO 

a I + 02 + ' ■ ■ + Cl n + ■ ■ • = 21 a n = L. 

n= 1 

Si la sucesion de sumas parciales de la serie no converge, decimos que la serie 

diverge. 


Cuando empezamos a estudiar una serie dada a\ + «2 + ••• + «„ + •■ •, tal vez no 
sepamos si converge o diverge. En cualquier caso, es conveniente usar la notacion sigma 
(de sumatoria) para escribir la serie como 


at. 


17=1 


k= 1 


Una util abreviacion 
cuando se entiende 
que la suma es de 
1 a oo 


Series geometricas 

Las series geometricas son series de la forma 

OO 

a + ar + ar 2 + • ■ ■ + ar "~ 1 + ■ • • = 2 ar" 1 

n = 1 


donde a y r son numeros reales fijos y a ^ 0. Tambien se puede escribir la serie como 
2, ,=o ar " ■ La razon r puede ser positiva, como en 


1 


+ i + i + 

2 4 


+ 





o negativa, como en 



Si r = 1 , la n-esima suma parcial de la serie geometrica es 

s n = a + a(l) + a( l) 2 + • • • + a(l)" -1 = na. 
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y la serie diverge porque lfm„_>oo s„ = ± oo , segun sea el signo de a. Si r = — 1 , la serie 
diverge, porque las n-esimas sumas parciales alternan entre a y 0. Si |r| ^ 1, podemos 
determinar la convergencia o divergencia de la serie de esta manera: 


rs n 

s n - rs n 
s«(l “ r) 

Sn 


= a + ar + ar 2 
= ar + ar 2 + • • 
= a — ar ” 

= a ( 1 - r n ) 
a ( 1 — r n ) 

= 1 - r ’ 


+ • ■ ■ + ar n * 

• + ar"~ l + ar n 


(r * 1). 


Multiplicar s n por r. 

Restar rs n de s n . La mayorfa 
de los terminos del lado 
derecho se eliminan. 
Factorizar. 

Podemos despejar s n si r ^ 1 . 


Si | r | < 1, r n — » 0 a medida que n oo (como en la seccion 1 1.1) y s n a/{\ — r).Si 
| r | > 1 , | r n | — » oo y la serie diverge. 


Si | r | < 1 , la serie geometrica a + ar + ar 2 + • • • + ar n 1 + • • • converge a 
a/{ 1 - r): 

OO 

S^' = P7. kl < i- 

n= 1 1 ' 

Si | r | > 1,1a serie diverge. 


Hemos determinado en que momento una serie geometrica converge o diverge, 
y aque valor lo hace. Con frecuencia podemos determinar que una serie converge sin 
saber a que valor lo hace, como veremos en varias de las secciones siguientes. La formula 
a/(l — r) para la suma de una serie geometrica solo se aplica cuando el rndice de la suma 
inicia con n = 1 en la expresion 2„=i ar" 1 (o cuando el indice es n = 0, si escribimos 
la serie como 2„=o ar"). 


Ej EMPLO 1 El Indice inicia con n = 1 
La serie geometrica con a = 1/9 y r = 1/3 es 

I + + J_ + ... = ylfi 

Q 27 81 


£19 


1/9 


1 - (1/3) 


1 
6 • 


Ej EMPLO 2 El Indice inicia con n — 0 

La serie 


OO 


2 

71 = 0 


( — 1)”5 

4" 


= 5 - 


5 + J_ + .. 

4 16 64 


es una serie geometrica con a = 5 yr = -1/4. Converge a 


a 

1 - r 


1 + (1/4) 


= 4. 


EJ EMPLO 3 Rebote de una pelota 

Se deja caer una pelota desde a metros de altura sobre una superficie plana. Cada vez que 
la pelota toca la superficie, despues de caer una distancia h, rebota hasta una distancia rh, 
donde r es positiva, pero menor que 1. Determine la distancia total que viaja la pelota ha- 
cia arriba y hacia abajo (figura 11.6). 
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Solution La distancia total es 


s = a + 2 ar + 2 ar 2 + 2 ar 2 + ••• = « + 


2 ar 
1 - r 


= a 


1 + r 
1 - r' 


Esta suma es 2ar/{\ — r). 


Por ejemplo, si a 


6 m y r = 
s = 6 


2/3, la distancia es 
1 + (2/3) / 5/3 \ 

i - (2/3) 6 Vi/ 3 ; 


30 m. 


Ej EMPLO 4 Decimales periodicos 

Expresar el decimal periodico 5.232323 . . . como la razon de dos enteros. 

Solution 



(b) 


23 23 

5.232323 ... = 5 + ^ + , , + 

100 (100) 2 


23 


(100) 3 


+ • ■ 


= 5+ 23_( 1+ J_+ (J_Y + . 

ioo V ioo vioo ) 

1/(1 - o.oi) 

g ,23 518 

99 99 


— 5 + 


1 


23 

100 V0.99 


a= 1, 
r = 1/100 


Desgraciadamente, las formulas como la suma de una serie geometrica convergente son 
escasas, y con frecuencia tenemos que conformarnos con un valor estimado de las sumas 
de las series (despues estudiaremos algo mas sobre esto). Sin embargo, el siguiente ejem- 
plo es otro caso en el que podemos hallar el valor exacto de la suma. 


EJ EMPLO 5 Una serie no geometrica, pero telescopica 


Determinar la suma de la serie "V , . 

^t »(« + 1) 


FIGURA 11.6 (a) El ejemplo 3 muestra 

como utilizar una serie geometrica para 
calcular la distancia vertical total recorrida 
por una pelota que rebota, si la altura de 
cada rebote se reduce por un factor r. (b) 
Una fotograffa estroboscopica de una 
pelota que rebota. 


Solution Buscamos un patron en la sucesion de sumas parciales que pueda condu- 
cirnos a una formula para s*. La observacion clave es la descomposicion en fracciones 
parciales 

1 = I _ 1 

n(n +1) n n + 1 ’ 

de modo que 

- — = 2 (- — ~ 

+ 1) h V n + 



y 


Sk = 






1 

k + 1 


A1 suprimir los parentesis y eliminar los terminos adyacentes de signos opuestos, la suma 
se reduce a 


s k = l - 


1 

k + 1 ' 
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Ahora vemos que Sk — » 1 conforme k —* oo . La serie converge y la suma es 1: 


1 


„=1 n{n + 1 ) 


= 1. 


Serie divergente 

Una razon por la que una serie podrfa no converger, radica en que sus terminos no se ha- 
gan pequenos. 


EJ EMPLO 6 Las sumas parciales crecen mas que cualquier numero 

(a) La serie 

OO 

^ n 2 = 1 + 4 + 9 + ••• + n 2 + ••• 

n= 1 


diverge, porque las sumas parciales crecen por encima de cualquier numero L. Des- 
pues de n = 1 , la suma parcial s n = 1 + 4 + 9 + ■ • • + n 2 es mayor que n 2 . 

(b) La serie 


OO 


2 

n= 1 


77+1 

n 


2,34 

12 3 


+ • ■ 


+ ^+l + -- 


diverge, porque las sumas parciales llegan a crecer por encima de cualquier numero 
previamente asignado. Cada termino es mayor que 1, por lo cual la suma de n termi- 
nos tiene que ser mayor que n. 


Prueba del n-esimo termino para la divergencia 

Observe que lrm„^oo a n tiene que ser igual a cero si la serie 2^1 1 a„ converge. Para en- 
tender por que, hagamos que S represente la suma de la serie y que s„ = a\ + «2 + ' ’ ‘ 
+ a n sea la n-esima suma parcial. Cuando n es grande, tanto s„ como ,v„ i estan cerca de 
S, por cual su diferencia, a„ , es proxima a cero. En terminos mas formales. 

Regia de la diferencia 

a n = s n — s n- 1 — > S ~ S = 0. 


Precaucion 

El teorema 7 no dice que 2„=i a n con 
verge si a„ — > 0 . Una serie puede diver 
gir aun cuando a n —■ * 0 . 


Esto prueba el teorema siguiente. 


TEOREMA 7 

OO 

Si 2 a » converge, entonces u„ 0 . 

n= 1 


El teorema 7 nos da un criterio para detectar el tipo de divergencia del ejemplo 6. 


Prueba del n-esimo termino para la divergencia 

OO 

'V a n diverge si Km a„ no existe o si es diferente de cero. 
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EJ EMPLO 7 Apl icacion de la prueba del n-esimo termino 

OO 

(a) ^ n 2 diverge porque n 2 — > oo 

n= 1 
oo 

/i \ X'' 77 + 1 77 + 1 ^ 

(b) — 77 — diverge porque — ^ > 1 

«=i 

oo 

(c) 2 ( ~ 1 )" + * diverge porque Hm„^>oo( — 1 )" + 1 no existe 

n= 1 

oo _ w | 

(d) S 2/; + 5 diverge porque lfm„^oo 2n + 5 = ~ 2 * °- 

EJ EMPLO 8 a n ^0 pero la serie diverge 

La serie 


1 


+ - + - + - + - + - + - + + — + — + 

2 2 4 4 4 4 2" 2" 2" 


2 terminos 4 terminos 2" terminos 

diverge, ya que los terminos se conjuntan en grupos que suman 1, por lo que las sumas 
parciales aumentan sin cota. Sin embargo, los terminos de la serie forman una sucesion 
que converge a cero. El ejemplo 1 de la seccion 11.3 muestra que la serie armonica tam- 
bien se comporta de esta manera. 


Combi nacion de series 

Siempre que tenemos dos series convergentes, podemos sumarlas termino a termino, res- 
tarts termino a termino, o multiplicarlas por constantes para crear nuevas series conver- 
gentes. 


TEOREMA 8 


Si 2 a,, = A y 2A„ = B son series convergentes. 

1. Regia de la suma: 

2(a, i + b n ) = 2a„ + 2A„ = A + B 

2. Regia de la diferencia: 

2(a„ - b n ) = 2a„ - 2£„ = A - B 

3. Regia del multiple) constante: 

2 ka n = k^a n = kA 
(es cualquier numero k ) . 


Demostracion Las tres reglas para series provienen de las reglas analogas para sucesio- 
nes del teorema 1, seccion ILL Para demostrar la regia de la suma para series, sean 

A n = a\ + do i 1 o n , B n = b\ + 4- ‘ ■ • L b n • 

Entonces, las sumas parciales de 2(a« + /;„) son 

s„ = («i + b \ ) 4- (a 2 + b?) + ■ ■ ■ + ( a n + b n ) 

= («!+••• + a n ) + (bi + • ■ • + b „ ) 

= A„ + B n . 
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Como A„ — > A y B n — > B , tenemos s„ — > A + B segun la regia de la suma para sucesiones. 
La demostracion de la regia de la diferencia es similar. 

Para demostrar la regia del multiplo constante para sucesiones, observe que las sumas 
parciales de 2&«« forman la sucesion 

s n = ka i + kai + • • • + ka n = k{a\ + a .2 + • • • + a „ ) = kA n , 

que converge a kA de acuerdo con la regia del multiplo constante para sucesiones. ■ 
Como corolarios del teorema 8, tenemos 

1. Todo multiplo constante distinto de cero de una serie divergente, diverge. 

2. Si 2a„ converge y 2b„ diverge, tanto 2(a n + b n ) como 2(a« — b„) divergen. 

Omitimos las demostraciones. 

Recuerde que X ( a n + b n ) puede converger a pesar de que 2«„ y 2b« 
diverjan. Por ejemplo, 2) a n = l + l + l+ ---y 2b,, = ( — 1) + ( — 1) + ( — 1) + 
divergen, mientras que 2 (a,, + b n ) = 0 + 0 + 0 + ■ ■ • converge a 0. 


Ej EMPLO 9 Hallar las sumas de las siguientes series. 


(a) 


i 6 ; 


(b) 


, V 9‘ 

n= 1 


l l 




oo oo 

= v V -J— 

r\n — 1 ^ sn — 1 

n= 1 ^ n= 1 O 


l 


l 


= 2 

= 4 
5 


1 - (1/2) 1 - (1/6) 

6 


Regia de la diferencia 


Serie geometrica con a = 1 y r = 1/2, 1/6 


oo oo 

y — = 4y — 

n = 0 z n=0 z 

1 

1 - ( 1 / 2 ) 


= 4 


Regia del multiplo constante 


Serie geometrica con a = 1, r = 1/2 


Adicion o supresion de terminos 

En una serie, siempre podemos agregar o suprimir un numero finito de terminos sin alte- 
rar su convergencia o divergencia, aunque en el caso de la convergencia esto suele modifi- 
car la suma. Si 2,T - 1 a„ converge, 2^=* a » converge para cualquier k > 1 , y 

OO OO 

2 a n = a\ + a 2 + ■ ■ ■ + a k -i + 2 a n- 
n = 1 n=k 

Inversamente, si 2 ^=a converge para toda k > 1 , 2^=i a„ converge. Asf, 


OO 


2 

n = 1 


5" 


5 25 


1 

125 


+ 2 


n = 4 


5" 
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y 


oo 


2 

n=A 


5 " 



1 _ 1 1 

5 25 125 ' 


BlOGRAFfA HISTORICA 

Richard Dedekind 
(1831-1916) 


Reindexar term! nos 

Mientras se preserve el orden de sus terminos, podemos reindexar cualquier serie sin alte- 
rar su convergencia. Para elevar en h unidades el valor inicial del indice, se sustituye la n 
en la formula de a n por n — h: 

OO OO 

2 a » = 2 a ’<-h = «1 + «2 + «3 + • ■ ■ . 

n = 1 n=l+h 

Para reducir en li unidades el valor inicial del l'ndice, se sustituye la n en la formula de a„ 
por n + li: 

OO OO 

2 °n = 2 a n+h = a \ + «2 + «3 + ' " • 

n = 1 n=\~h 

Esto funciona igual que un desplazamiento horizontal. Vimos como funciona esto al ini- 
ciar una serie geometrica con el indice n = 0 en lugar del indice n = 1 , pero podemos 
usar tambien cualquier valor del indice inicial. Por lo regular damos preferencia a indexa- 
ciones que llevan a expresiones mas sencillas. 


EJ EMPLO 10 Reindexar una serie geometrica 

Podemos escribir la serie geometrica 


y -^ = i + I + l + .. 

on- 1 94 


a — 1 


OO OO 

2 2* 2 ° ir 

n=0 z n=5 2. 


1 

Y — 

n=— 4 2. 


i incluso como 

Las sumas parciales siguen siendo las mismas, sin importar que indexacion elijamos. 


EJ ERCICIOS 11.2 


Determination de las n-esimas sumas parciales 

En los ejercicios 1 a 6, determine una formula para la rc-esima suma 
parcial de cada serie y usela para hallar la suma de la serie si esta con- 
verge. 


5. 

6 . 


2-3 + 3-4 + 4-5 + "' + (,7+ 1 ){n + 2) + " ' 

^ + ^ + ^ + -..+ 5 +■•■ 

1-2 2-3 3-4 n(n + 1) 


1. 

2 . 

3. 

4. 


2 2 2 
2+ 3 + f + 27 + 


H 7 + 

3 «-i 


9 9 9 9 

100 + 100 2 + 100 3 + " ' + 100 " + 

1 — - + — — — + ••■ + ( — 1 )" 1 — 1 — 
2 4 8 k ; 2"- 1 


1 - 2 + 4 - 8 + 


+ (- 1 )" 


Series con terminos geometricos 

En los ejercicios 7 a 14, escriba algunos de los primeros terminos de 
cada serie para mostrar como comienza. Despues encuentre la suma 
de la serie. 


7- 2 


(- 1 )” 


CO 

2 


n= 2 


4" 


4' 
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oo 


9- 2 

n=l 


1_ 

4" 


ii. 2 


13. 2 

n = 0 



°o 

10 - 2 (- | ) k 4 „ 



Series telescopicas 

Utilice fracciones parciales para hallar la suma de cada una de las se- 
ries que se indican en los ejercicios 15 a 22. 


15. 2 


17. 2 


(4 n - 3)(4 n + 1) 
40/! 


16. 2 


6 


»=i (2 n - \Y(2n + l) 2 


18. 2 


& (2n - 1)(2 n + 1) 
2 n + 1 

i£i « 2 (« + l) 2 


“■ I (t= - t=) 1 [jr, - 


21 . 2 


»=i '2 n 2 n + 1 

1 


1 


\ln (n + 2) In (n + 1) 

OO 

22. y (tan -1 (n) — tan -1 (n + 1)) 

n= 1 


Convergence o divergencia 

En los ejercicios 23 a 40, explique cuales series convergen y cuales 
divergen. Justifique sus respuestas. Si una serie converge, calcule su 
suma. 


(-L)" 

OO 

24. 2(2 2 )’ 

V2 2/ 

77 = 0 


25. 2(-0" +1 ^ 

77=1 Z 

oo 

27. 2 cos /?p 

77 = 0 


29. 2 


31 V 

77=1 AU 


33. 2 


2 ” - 1 


jLj T.n 

77 = 0 J 

00 

35 y ” ! 

,# 0 1000" 


oo / 

Mr 


26. 

77= 1 
OO 

V cos n p 

^ C7I 
77 = 0 J 

OO 

30. 2 ln 17 

77= 1 

°o 

32. 2 A, M > 1 


34- 2 ( 1 - £ 


77=1 
OO 

36. 2 


38. 2 ln 

77=1 


n 


2 n + 1 


40. 2 §5? 

77 = 0 M 


Series geometricas 

En cada una de las series geometricas de los ejercicios 41a 44, escri- 
ba algunos de los primeros terminos para determinar a y r, y calcule 
la suma de la serie. Exprese despues la desigualdad | r\ < 1 en termi- 


nos de x y determine los valores de x para los que se satisface esa de- 
sigualdad y la serie converge. 


OO 

41. ^(-l) n x n 


77 = 0 


OO 

43. ^3 


77 = 0 



42. ;2(-0"* 2 


44. 2 


(- 1 )" 


1 


3 + sen* 


En los ejercicios 45 a 50, halle los valores de x para los que la serie 
geometrica dada converge. Tambien determine la suma de la serie (co- 
mo funcion de x) para esos valores de x. 


45. ^ 2V 

77 = 0 
OO 

47. 2 (-0"(* + 1)" 

77 = 0 
OO 

49. 2 sen"* 

77 = 0 


46. 2(“ 1 )"M 2 " 
4*4 (-!)"(, -3)' 

OO 

50. 2( ln -0" 

77 = 0 


Decimales periodicos 

En los ejercicios 51 a 58, exprese cada uno de los numeros como la 
razon de dos enteros. 

51. 0.23 = 0.23 23 23 . . . 

52. 0.234 = 0.234 234 234 .. . 

53. 0.7 = 0.7777 . . . 

54. O.d = O.dddd . . . , donde d es un dlgito 

55. 0.06 = 0.06666 . . . 

56. 1.444 = 1.414414414... 

57. 1.24123 = 1.24 123 123 123 .. . 

58. 3.142857 = 3.142857 142857... 

Teori'a y ejemplos 

59. La serie del ejercicio 5 tambien puede escribirse como 


1 


1 


„=i (" + 1)(« + 2) (n + 3)(n + 4) 


Escrfbala como una suma que empieza con (a) n = —2, 
(b) n = 0 , (c) n = 5 . 

60. La serie del ejercicio 6 tambien puede escribirse como 


OO _ OO _ 

VA J J 

“1 n(n + 1) y “o (" + 1)(« + 2) ■ 


Escrfbala como una suma que empieza con (a) n = — 1 , 

(b) n = 3, (c) n = 20. 

61. Construya una serie infinita de terminos diferentes de cero cuya 
suma sea 

a. 1 b. -3 c. 0. 

62. ( Continuation del ejercicio 61). Puede construir una serie infi- 
nita de terminos diferentes de cero que converja a cualquier nu- 
mero que desee? Explique. 

63. Demuestre con un ejemplo que 2( a,Jb n ) puede ser divergente, a 
pesar de que 2 a n y 2 b n converjan y ninguna b n sea igual a 0. 

64. Encuentre series geometricas convergentes A = 2a, ( y B = 2 b„ 
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para ilustrar el hecho de que 2 a„b„ puede converger sin ser igual 
a AB. 

65. Demuestre con un ejemplo que 2(fl n /^«) puede converger en un 
valor diferente de A/B, a pesar de que A = 2 a n , B = 2 b n # 0, 
y ninguna b„ sea igual a 0. 

66. Si 2«„ converge y a„> 0 para toda n, ^que se puede decir 
acerca de 2(1 /«„) ? ? Justifique su respuesta. 

67. ^,Que sucede cuando a una serie divergente se le agrega o elimina 
un numero finito de terminos? Justifique ambas respuestas. 

68. Si 2<+, converge y 2& n diverge, ^,que se puede decir acerca de la 
suma de ambas 2(«„ + b n ), termino a termino? Justifique su 
respuesta. 

69. Construya una serie geometrica 2ar"~ 1 1 que converja al numero 
5 si 

a. a = 2 b. a = 13/2. 

70. Determine el valor de b para el que 

1 + e b + e 2b + e 3b + = 9. 

71. ^Para que valores de r la serie infinita 

1+2 r + r 2 + 2 P + r 4 + 2r 5 + r 6 + ■ ■ ■ 



77. Curva copo de nieve de Helga von Koch Esta curva tiene lon- 
gitud infinita y delimita una region con area finita. Para saber por 
que ocurre esto, supongamos que la curva fue generada a partir de 
un triangulo equilatero cuyos lados tienen longitud 1. 

a. Calcule la longitud L„ de la n-esima curva C„ y demuestre 
que h'm„^oo L„ = oo . 

b. Determine el area A„ de la region delimitada por C„ y calcule 
llm„^.oo A „ . 


converge? Calcule la suma cuando la serie converge. 

72. Demuestre que el error (L — s„ ) resultante al reemplazar una se- 
rie geometrica convergente por una de sus sumas parciales s n es 
ar n /( 1 - r ). 

73. Se deja caer una pelota desde 4 m de altura. Cada vez que la pelo- 
ta choca contra el pavimento despues de caer de una altura de h 
metros, rebota hasta una altura de 0.75 h metros. Calcule la distan- 
cia total que recorre la pelota en su movimiento hacia arriba y 
hacia abajo. 

74. (Continuation del ejercicio 73.) Determine el numero total de se- 
gundos que se mueve la pelota en el ejercicio 73. ( Sugerencia : 
Por medio de la formula v = 4.9? 2 obtenemos f = 2 5/4.9). 

75. La figura siguiente muestra los cinco primeros cuadrados de 
una sucesion. El cuadrado exterior tiene 4 m 2 de area. Cada uno 
de los cuadrados interiores se obtiene al unir los puntos medios de 
todos los lados de los cuadrados anteriores. Calcule la suma de las 
areas de todos los cuadrados. 



76. La figura siguiente muestra las tres primeras filas y parte de la 
cuarta de una sucesion de filas de semicfrculos. Hay 2" semicfr- 
culos en la n-esima fila, cada uno con radio de 1/2". Calcule la 
suma de las areas de todos los semicirculos. 



Curva 1 



Curva 3 



Curva 2 



Curva 4 


78. La figura siguiente proporciona una demostracion informal de 
que 2„=i (1/n 2 ) es menor que 2. Explique que sucede. ( Fuente : 
“Convergence with Pictures”, por P. J. Rippon, American Mathe- 
matical Monthly, vol. 93, numero 6, 1986, paginas 476 - 478). 


1 

3 2 


1 

2 2 


1 

& 


1 

5 2 


1 

4 2 
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1X3 


Criterio de la integral 


Dada una serie 2a„, tenemos dos preguntas: 

1. ( ',La serie converge? 

2. Si converge, ^cual es su suma? 

Gran parte del resto de este capftulo esta dedicado a la primera pregunta, y en esta seccion 
le daremos respuesta realizando una conexion con la convergencia de la integral impropia 
/j f(x) (lx . Sin embargo, la segunda pregunta tambien es importante como tema practi- 
co, asf que nos ocuparemos de ella mas adelante. 

En esta y las dos siguientes secciones estudiaremos series que no tienen terminos ne- 
gatives. La razon de tal restriccion es que las sumas parciales de estas series forman suce- 
siones no decrecientes, y las sucesiones no decrecientes que estan acotadas por arriba 
siempre convergen (teorema 6, seccion 11.1). Para demostrar que una serie de terminos 
no negativos converge, solo necesitamos determinar si sus sumas parciales estan acotadas 
por arriba. 

A primera vista puede parecer un error que este enfoque establezca el hecho de la 
convergencia sin obtener la suma de la serie en cuestion. Seguramente serfa mejor calcu- 
lar las sumas de la serie de forma directa a partir de formulas para sus sumas parciales. No 
obstante, en muy pocos casos se dispone de formulas, y en su ausencia tenemos que recu- 
rrir a un procedimiento de dos pasos, estableciendo primero la convergencia y aproximan- 
do la suma despues. 


Sumas parciales no decrecientes 

Suponga que 2^1 1 a„ es una ser i e infinita con a„ > 0 para toda n. En consecuencia, ca- 
da suma parcial es mayor o igual que su precedente, ya que s n+ 1 = s„ + a„: 

SI < S2 ^ ^ ^ S n < S„+1 < • • ■ . 

Como las sumas parciales forman una sucesion no decreciente, el teorema de la sucesion 
no decreciente (teorema 6, seccion 11.1) nos dice que la serie convergera si y solo si las 
sumas parciales estan acotadas por arriba. 


Corolario del teorema 6 

Una serie 2„=i a„ de terminos no negativos converge si y solo si sus sumas par- 
ciales estan acotadas por arriba. 


BiografIa historica 

Nicole Oresme 
(1320-1382) 


Ej EMPLO 1 La serie armonica 


La serie 

V - = 1 + i + i + ..- + i + ... 

n 9 ^ n 

n= I A J 

se denomina serie armonica. Esta serie es divergente, pero no se deduce del teorema del 
72-esimo termino. El /i-esimo termino l/n tiende a cero, pero aun asi la serie diverge. La 
razon de que diverja radica en que no hay cota superior para sus sumas parciales. Para ver 
por que, agrupe los terminos de la serie en la manera siguiente: 



> 


4 _ 1 
8 “ 2 


> 


_ 8 _ 

16 


1 

2 


I 
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La suma de los primeros dos terminos es 1.5. La suma de los siguientes dos terminos es 
1/3 + 1/4, que es mayor que 1/4 + 1/4 = 1/2. La suma de los siguientes cuatro termi- 
nos es 1/5 + 1/6 +1/7 + 1/8, que es mayor que 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 = 1/2. La 
suma de los siguientes oc ho terminos es 1/9 + 1/10 + 1/11 + 1/12 + 1/13 + 1/14 + 
1/15 + 1/16, que es mayor que 8/16 = 1/2. La suma de los siguientes 16 terminos es ma- 
yor que 16/32 = 1/2 , y as! sucesivamente. En general, la suma de 2" terminos que finalizan 
con l/2" +1 es mayor que 2"/2" +1 = 1/2. La sucesion de sumas parciales no esta acotada 
por arriba: si n = 2 k , la suma partial .v„ es mayor que k/ 2. La serie armonica diverge. 


Prueba de la integral 

A continuation hablaremos de la prueba de la integral con una serie que esta relacionada 
con la serie armonica, pero cuyo n-esimo termino es 1/n 2 , en lugar de 1 j n. 


y 



FIGURA 11.7 La suma de las areas de los 
rectangulos que estan debajo de la grafica 
de f(x) = l/x 2 es menor que el area bajo 
la grafica (ejemplo 2). 


EJ EMPLO 2 /.La serie siguiente converge? 


V^=1 + I + I + 

„2 1 A Q 


«=i n 


16 


+ • ■ 


+ T + 

n 


Solucion Determinamos la convergencia de 2^i(l/n 2 ) comparandola con (l/x 2 ) 
dx. Para realizar la comparacion, consideramos los terminos de la serie como los valores 
de la funcion /(x) = l/x 2 e interpretamos estos valores como las areas de los rectangulos 
que estan debajo de la curva y = l/x 2 . 

Como muestra la figura 11.7, 


= /(l) + /( 2) + f(3) + ••• + f(n) 

< /(l) + / \dx 

J\ x 2 


r i 

< 1 + / — xdx 

J 1 x 


<1 + 1 = 2 . 


Como en el ejemplo 3, de la 
seccion 8.8, / 1 °°( l/x 2 ) dx = 1 . 

Asl, las sumas parciales de 2^Lil/« 2 estan acotadas por arriba (por 2) y la serie converge. 
Se sabe que la suma de la serie es p 2 /6 ~ 1.64493. (Vea el ejercicio 16 en la seccion 
11 . 11 ). 


Precaution 

La serie y la integral no necesitan tener 
el mismo valor en el caso de convergen- 
cia. Como se hizo notar en el ejemplo 2, 
/n 1 ) = p 2 /6 mientras que 

/ ' OO . .Os 

i (l/x 2 ) dx = 1 . 


TEOREMA 9 Prueba de la integral 

Sea {a n } una sucesion de terminos positivos. Suponga que a„ = f(n), donde/es 
una funcion decreciente, positiva y continua de x para toda x & N (N es un ente- 
ro positivo). Entonces, tanto la serie 2 „=a \a n como la integral f N f(x) dx con- 
vergen, o ambas divergen. 


Demostracion Establecemos la prueba para el caso N = 1 . La prueba para una N gene- 
ral es similar. . 

Iniciamos con la suposicion de que/es una funcion decreciente con /(«) = a„ para 
toda n. Esto nos lleva a observar que los rectangulos de la figura 11.8a, que tienen areas 
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y 



O 12 3 n n + 1 


(a) 

y 



O 12 3 n - 1 n 


(b) 

FIGURA 11.8 Sujeta a las condiciones 
de la prueba de la integral, tanto la serie 
X n i a„ como la integral J l /( x) dx 
convergen o divergen. 


a\, ci 2 , ■ ■ ■ , a n , encierran, en conjunto, un area mas grande que la que esta debajo de la cur- 
va y = f(x ) de x = 1 a x = n + 1. Esto es. 


r/i+i 


/(x) dx 


a i + ci 2 + ■ ■ • + a n . 


En la figura 1 1.8b los rectangulos se han colocado a la izquierda en lugar de a la derecha. 
Si no consideramos el primer rectangulo (por el momento) de area a\ , vemos que 

/ n 

/(x) dx. 


Si incluimos ci\ , tenemos 


✓7l + O/-) + 




Combinando estos resultados se obtiene 

/ n + 1 fn 

f(x ) ifa < + fl 2 + •■• + fl„ £ fli + / f(x) dx. 

Estas desigualdades se cumplen para cada n, y se continuan cumpliendo a medida que 
n— > oo. 

Si J j f(x) dx es finita, la desigualdad del lado derecho muestra que Zj(i„ tambien 
lo es. Si /j f(x) dx es infinita, la desigualdad del lado izquierdo muestra que '£ J a„ tam- 
bien es infinita. Por lo tanto, ambas, la serie y la integral, son finitas o infinitas. ■ 


Ej EMPLO 3 La serie p 

Demostrar que la serie p 


OO 


2 

n= 1 


1 


n 


p 


— + — + — + •■■ + — + 
l p 2 p 3 p n p 


(p es un numero real constante) converge, si p > 1 , y diverge si p < 1 . 


Solucion Si p > 1, f(x) = I /x p es una funcion positiva decrecicntc de x. Como 


/i * 


v dx = 


1 


’ dx = lfm 
b—> oo 

lrm 1 1 


1 ~ p 6— >oo \JyP 1 


X - p+1 

-p + 1 


1 (0 - 1 ) = 1 


b 

Jl 

b p ~ [ oo conforme b — » oo 


i -p 


p — 1 ’ ya que p — 1 > 0. 


de acuerdo con la prueba de la integral la serie converge. Enfatizamos que la suma de la 
serie p no es 1 /{p — 1) . La serie converge, pero no sabemos a que valor lo hace. 

Si p < 1 , 1 — p > 0 y 



, lfm ( b x p 
1 - p b-* 


1) 


oo . 


De acuerdo con la prueba de la integral, la serie diverge. 
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Si p = 1 , tenemos la serie armonica (divergente) 


1 + i + } + 


■• + - + •■ 


Tenemos convergencia para p > 1 pero divergencia para cualquier otro valor de p. ■ 

La serie p, con p = 1 , es la serie armonica (ejemplo 1). La prueba de la serie p 
muestra que la serie armonica es solo un poco divergente; si, por ejemplo, aumentamos 
p a 1.000000001, ; la serie es convergente! 

La lentitud con que las sumas parciales de la serie armonica se aproximan a infinito 
es impresionante. Por ejemplo, para que las sumas parciales sean mayores que 20, es ne- 
cesario tomar aproximadamente 178,482,301 terminos. A una calculadora le tomarfa va- 
rias semanas realizar una suma con tantos terminos. (Vea tambien el ejercicio 33b). 

EJ EMPLO 4 Una serie convergente 

De acuerdo con la prueba de la integral, la serie 

oo 

n=\ 77+1 

converge. La funcion /(x) = l/(x 2 + 1 ) es positiva, continua y decreciente para x & 1, y 

r i 


- dx = lfm | arctan x 

b— > oo 


J 1 X" + 1 

= lfm [arctan b — arctan 1] 

b— » CO 

= R _ P = P 
2 4 4' 

Aclaramos nuevamente que p/4 no es la suma de la serie. La serie converge, pero no co- 
nocemos el valor de su suma. 


La convergencia de la serie que se presento en el ejemplo 4 tambien puede verificar- 
se comparandola con la serie 2)1 /n 2 . Las pruebas de comparacion se estudian en la sec- 
cion siguiente. 


EJERCICIOS 11.3 


Determination de convergencia o divergencia 

7 ,Cuales de las series indicadas en los ejercicios 1 a 30 convergen, y 
cuales divergen? Justifique sus respuestas. (Cuando compruebe una 
respuesta, recuerde que existe mas de una forma de determinar la 
convergencia y la divergencia de las series). 


i 

i y — — 

inn 

n= 1 

OO _ 

4. 2 


n = 1 n + 1 


°o 

7 y - — 

'■ Zj on 


2 . 2 ^ 

n= 1 

oo 

s- sy 

n= i 2 n 
00 -s 

*• 

n = 1 


oo 

3 y ” 
+ « + 1 


6 . 2 


-2 


n=i n 2 n 

9 . i+i 

n= 2 


OO . 

^ In n 

n = 2 2 n 

11. 

00 OH 

d1j 

n= 1 J 

OO 

I 2 - 2 

n= 1 

5" 

4" + 3 

oo 

y 2 

14. 

oo 

y 1 

oo 

15. 2 

n= 1 

2" 

+o n + 1 

+ 2m - 1 

« + 1 

oo 

V 1 

17. 

OO _ 

^ z n 
+2 ln ” 

oo 

18. 2 

«=1 


n=i 2 n( 2 n + l) 

oo 

y 1 


OO 

20. 2 

rt= 1 

1 


+i (In 2)" 


(In 3)" 



21. 2 


(1/m) 


n = 3 (In n) 2 In 2 n — 1 


oo 

22 - 2^ 


^ 1 n { 1 + In - n) 
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25. 2 

n— 1 

oo 

27. 2 


1 

n sen ^ 

24. 

2 

n tan l 



n— 1 


e n 

26. 

oo 

2 

n= 1 

2 

1 + e 2 " 

1 + e n 



oo 


8 tan 1 n 

28. 

2 

n= 1 

n 

1 + n 2 

n 2 + 1 



oo 


sec n 

30. 

2 

sec 2 n 


Teoria y ejemplos 


^Para que valores de a, si los hay, convergen las series de los ejerci- 
cios 31 y 32? 


31- 2 


1 


n + 4 


OO 

32. 2 


n = 3 



2 a 

n + 1 


33. a. Haga un dibujo como el de las figuras 11.7 y 11.8, para de- 
mostrar que las sumas parciales de la serie armonica satisfacen 
las desigualdades 


In (n + 1) 



1 

x 


dx < 1 + 



1 

n 


< 1 + 


— dx = 1 + Inn. 


b. No hay evidencia absolutamente ernpmca de la divergencia 
de la serie armonica, aunque sabemos que diverge, ya que las 
sumas parciales crecen muy lentamente. Para entender que 
queremos decir con esto, suponga que el proceso de suma ini- 
tio en ,S| = 1 hace 13 mil millones de anos, el dfa en que se 
creo el universo, y que se suma un nuevo termino cada segun- 
do. iQue tan grande serfa el valor de la suma partial s n el dia 
de hoy, suponiendo anos de 365 dfas? 

34. ^Existen valores de x para los que 2^Li(l/(nx)) converja? Justi- 
fique su respuesta. 

35. ^Es cierto que si 2^1 1 a„ es una serie divergente, tambien es di- 
vergente una serie de numeros positivos con b„ < a n para toda 
n? ^Existe una serie divergente de numeros positivos que sea “la 
mas pequena”? Justifique sus respuestas. 

36. (Continuation del ejercicio 35). ^Existe una serie convergente de 
numeros positivos que sea “la mas grande”? Explique. 

37. La prueba de condensation de Cauchy El criterio de conden- 
sation de Cauchy dice: sea {a,,} una sucesion no decreciente 
(a„ & a n+ 1 para toda n) de terminos positivos que converge a 0. 
Entonces, 2a n converge si y solo si 22"a2" converge. Por ejem- 
plo, 2(1 /n) diverge, ya que 22"- (1/2") = 21 diverge. De- 
muestre por que esta prueba funciona. 

38. Utilice la prueba de condensation de Cauchy, mencionada en el 
ejercicio 37, para demostrar que 

oo 1 

a ‘ ,S/tin^ dlVerge; 

OO J 

b. 2 — ^ converge si p > 1 y diverge si p £ 1 . 

11' 

n= 1 ,L 


39. Serie p logaritmica 

a. Demuestre que 



dx 

jr(ln.r) fl 


(p es una constante positiva) 


converge si y solo si p > 1 . 

b. ^Que implicaciones tiene el hecho senalado en el inciso (a) 
con respecto a la convergencia de la serie 


n =2 n(lnn) p 


? 


Justifique su respuesta. 

40. ( Continuation del ejercicio 39.) Utilice el resultado del ejercicio 
39 para determinar cuales de las series siguientes convergen y 
cuales divergen. Justifique su respuesta en cada caso. 


OO j 

a ‘ n(ln n) 


1 

«• S-TTn 

n= 2 n In (n ) 


oo 

jS n(lnn) 101 

oo 

d - 2^4 

n= 2 n(mn) 


41. Constante de Euler Las graficas como las de la figura 1 1 .8 su- 
gieren que cuando n aumenta hay poco cambio en la diferencia 
entre la suma 


1 + 



1 

n 


y la integral 


In n 



Para explorar esta idea, realice los pasos siguientes. 
a. Tomando f(x) = 1/jc en la demostracion del teorema 9, de- 
muestre que 

In (n + 1)£ 1 + ^ + • ■ • + — 1 + In n 


o 

0 < In (/; + 1) — In n S 1 + | - Inn s 1 . 

Por lo tanto, la sucesion 

a n = 1 + 2 + "' + ^ — In n 

esta acotada por abajo y por arriba. 
b. Demuestre que 

1 f n+1 1 

— ; — r < / — dx = In (n + 1 ) — In n , 

n +1 J n x 

y utilice el resultado para comprobar que la sucesion {a,,} del 
inciso (a) es decreciente. 


11.4 Pruebas de comparacion 111 


Como una sucesion decreciente que esta acotada por abajo con- 
verge (ejercicio 107 de la section 1 1.1), los numeros a„ definidos 
en el inciso (a) convergen: 


42. Utilice el criterio de la integral para demostrar que 


guna otra expresion con una ley de formulation sencilla ha sido 
encontrada para g . 



— In n — * g . 



OO 


El numero g , cuyo valor es 0.5772 . . . , se llama constante de Eu- 
ler. En contraste con otros numeros especiales, como p ye, nin- 


converge. 



Pruebas de comparacion 


Hemos visto como determinar la convergencia de series geometricas, series p y algunas 
otras. Podemos probar la convergencia de muchas mas series comparando sus terminos 
con los de una serie cuya convergencia sea conocida. 


TEOREMA 10 Prueba de comparacion 

Sea una serie con terminos no negativos. 

(a) Ha,, converge si existe una serie convergente 2c„ , con a n < c„ para toda 
n > N, para algun entero N. 

(b) 2a„ diverge si existe una serie divergente de terminos no negativos 2<4 
con a„ > d„ para toda n > N, para algun entero N. 


Demostracion En la parte (a), las sumas parciales de 2a« estan acotadas por abajo por 


Biografia historica 


CXD 


M — a i + 02 + • • • + O-N + 2 


Albert de Sajonia 
(ca. 1316-1390) 


n=N + 1 


Por lo tanto, forman una sucesion no decreciente con un I finite L < ;V/. 

En el inciso (b), las sumas parciales de no estan acotadas por arriba. Si lo estu- 
vieran, las sumas parciales para 2 <4 estarfan acotadas por 


OO 


M — d\ + + ■ ' ■ + d^[ + 2 a n 


n=N + 1 


y 2 <4 tendrfa que converger en lugar de divergir. 


Ej EMPL0 1 Apl icacion de la prueba de comparacion 


(a) La serie 



diverge, ya que su n-esimo termino 


5 



5 n - 1 


es mayor que el n-esimo termino de la serie armonica, que es divergente. 
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(b) La serie 


yi = i + i + i + i 
1! 2! 3! 


+ • ■ 


converge, ya que todos sus terminos son positivos y menores que o iguales a los co- 
rrespondientes terminos de 


i r 

1 + 2t^ =1 + 1 + 9 + 
n = 0 L Z 


2 2 


+ • • •. 


La serie geometric a del lado izquierdo converge, y tenemos 


1 + 


00 1 

yl=n — 

n = 0 z 1 


( 1 / 2 ) 


= 3. 


El hecho de que 3 sea una cota superior para las sumas parciales de 2„=o (l/«!) 
no significa que la serie converja en 3. Como veremos en la section 11.9, la serie 
converge a e. 

(c) La serie 


+ § + i +1 


+ 


— + 


— + 


— + 


+ 


1 


2+21 4+22 8+23 


2 " + 2 


— + 


converge. Para comprobarlo, ignoramos los primeros tres terminos y comparamos el 
resto con los de la serie geometrica convergente ^/i 0 ( I /2") . El termino 1/(2" + 
2 n ) de la sucesion truncada es menor que el termino correspondiente, 1/2" de la se- 
rie geometrica. Como se puede ver, termino a termino tenemos la comparacion. 


1 + 


— + 


— + 


— + • • 


2+21 4+22 


+ 23 


< 1 +-+-+-+ 
2 4 8 


De manera que la serie truncada y la serie original convergen por una aplicacion de la 
prueba de comparacion. 


Prueba de comparacion del limite 

Ahora analizaremos una prueba de comparacion particularmente util en series en las que 
a„ es una funcion racional. 


TEOREMA 11 Prueba de comparacion del limite 

Suponga que a„ > 0 y b n > 0 para toda n > N (N es un entero). 

a n 

1. Si lim -j— = c > 0, tanto z,a n y 2 b n convergen, o ambas divergen. 

n — *oo b n 

a n 

2. Si lim -r- = 0 y convergen, z,a n tambien lo hace. 

n—> oo b n 

3. Si lim = oo y divergen, 2 a n tambien lo hace. 

71— >00 b n 
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Demostracion Probaremos la parte 1. Las partes 2 y 3 se dejan como ejercicios 37 
(a) y (b). 

Como c/2 > 0, existe un entero N tal que para toda n 


n > N => 


< 


La definition de lnnite con 
e = c/2, L = c , y a n reemplazado 
por a„/b n 


En consecuencia, para n > N, 


£ 

2 


b„ 


— c < 


£ 

2’ 


£ 

2 


a n 3c 
< — < — 
2 ’ 






Si 2b„ converge, 2(3c/2)b„ y tambien lo hacen, de acuerdo con la prueba de com- 
paracion directa. Si 2b„ diverge, segun la prueba de comparacion directa 2(c/2)b„ y 
2a„ tambien lo hacen. ■ 


EJ EMPLO 2 Uso de la prueba de comparacion del Ifmite 

6 C'uales de las series siguientes convergen y cuales divergen? 

( \ 1 + 5 1_ 9^ ^ 2n + 1 ^ 2» + 1 

(a) 4 + 9 + 16 + 25 + ( n + 1)2 ^ „2 + 2n + 1 

(h) J + 3 + 7 + i5 + ' ’ • = 2 2" - 1 

, . 1 + 2 In 2 1 + 3 In 3 . 1 + 4 In 4 1 + n In n 

(c) ^ m + •••= >, — ; — 


Solucion 

(a) Sea a n = (2 n + 1 )/{n 2 + 2 n + 1). Como los terminos principales dominan para n 
grande, esperamos que a„ se comporte como 2 n/n 2 = 2/n de manera que b„ = I j n . 
Como 


y 


oo 




1 

2 71 diverge 

n= 1 


lfm -r- = 

n — >oo b n 


lfm — r 

n-»o o n z 


2 n 2 + n 
+ 2n + 1 


= 2 , 


segun la parte 1 de la prueba de comparacion del Ifmite, diverge. Tambien po- 
drfamos haber utilizado b n = 2/n, pero 1 In es mas sencillo. 
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(b) Sea a n = 1/(2" 
que tomamos b n 


1 ) . Para n grande, esperamos que u„ se comporte como 1 / 2" , asf 
1/2". Como 


y 


oo 




1 

2 ~,n converge 

n= 1 z 


hm t- = lim 

« — >oo O n n — >oo Z 


r 1 

n™ 1 - (1/2") 

= 1 , 

De acuerdo con la parte 1 del criterio de comparacion del li'mite, Ha,, converge. 

(c) Sea a n = (1 + n In n)/{n 2 + 5) . Para n grande, esperamos que a n se comporte como 
( n\nn)/n 2 = (In n)/n, que es mayor a l/n para n > 3,, asf que tomamos b n = l/n. 
Como 

OO OO 

2 /; » = diverge 

n = 2 n = 2 

y 

„ „ n + n 2 lnn 

lim 7— = lim 7 

n— >oo b n n—*oo n ~ + 5 

= 00 , 

por la parte 3 de la prueba de comparacion del lfmite2a« diverge. 

oo 

EJEMPL0 3 6 2^ converge? 

n= 1 n ' 

Soluciones Puesto que In n crece mas lentamente que n' para cualquier constante posi- 
tiva c (ejercicio 91, seccion 11.1), esperarfamos tener 

In n n 1/4 _ 1 

« 3 / 2 n 3 / 2 ~ n 5 < A 

para n suficientemente grande. En realidad, tomando a„ = (In n)/ tv 11 y b n = l/n 5 / 4 , 
tenemos 


,, a n In n 

hm y- = lim —rr. 
n — >oo b n n — >oo n V 4 


l/n 

= hm r-rr 

«->°°(l/4)n 3/4 


Regia de L’Hopital 


= hm —77 = 0. 
n — >00 n V 4 


Como 2^;, = 2( l//; 3/4 ) (una serie p con p > 1) converge. converge, segun la par- 
te 2 de la prueba de comparacion del lfmite. 
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EJ ERCI Cl OS 11.4 


Determination de convergencia o divergencia 

^Cuales de las series indicadas en los ejercicios 1 a 36 convergen y 
cuales divergen? Justifique sus respuestas. 


i. 2 


i 


4. 2 


n=\ 22 n 4- in 
1 + cos n 


2- 2 


n= \ n + 2 n 
2 n 


n= 1 n 


y Z22 
n=l - 1 

oo / \ n oo 


1 

is. 

'i=2 2 77 In 77 


"=i 2 n J + 2 

11. 

77 = 1 « 


oo o 

^ Y sen~ n 

2j yi 

n— 1 Z 

00 i i 

6- 2^^ 

n=l 77 2 2 n 

oo 

9. y — - — 

n =3 In (tan) 

12 . 

/i — l n 


14. X 


(In n) 2 


1 


i6. y 

(1 + Inn) 2 

oo 

19- 2 -1 

«=2 n 2 n 2 — 1 

22. i " t 2 " 

77= 1 77 2 

oo 

25. 2 sen 7f 


17. 2 


^t n 3 / 2 

In (n + 1) 


n + 1 


oo 

is- S-y 

77 = 1 1 + 

OO 

18. 2 


In n 
1 


OO 

20. 2^^ 

»=i n 2 + 1 


,iti (1 + In 2 n) 
\ — n 


21- 2 n2 « 

77=1 


OO . OO 

23. y — 1 1 — 24. y 

■=i 3”- 1 + 1 

oo 

26. 2 tan 77 


3"~ + 1 
3" 


27. 2 


lOn + 1 


«=i n(n + l)(/7 + 2) 


28. 2 


5n 3 — 3n 


w=3 n 2 (n - 2)(n- + 5) 


29. 2^” 

77=1 72 

oo , 

tanh 72 

J2. ^ 2 

77= 1 72 


COt 22 

2 


30. 31. 2 

77= 1 72 71=1 72' 


oo -u 

34. 

77=1 72 


oo 

33. Sta 

n=i 77 2 77 


35. 

77=1 1 


+ 2 + 3 + • • • + 22 


36. 2 


i 


" 1 + 2 2 + 3 2 + • • • + n 2 


Teoria y ejemplos 


37. Pruebe (a) la parte 2 y (b) la parte 3 de la prueba de comparacion 
del limite. 


38. Si 2„=i o„ es una serie convergente de numeros no negativos, 
^que puede decir acerca de 2„=i (o„/n) ? Explique. 

39. Suponga que a„ > 0 y b n > 0 para n a N (N es un entero). Si 

Km„_>oo (a„/b„) = oo y converge, 7, que puede decir respec- 

to de 2 b„ ? Justifique su respuesta. 

40. Demuestre que si 2a n es una serie convergente de terminos no 
negativos, entonces Za n 2 converge. 

EXPLORACION CON COMPUTADORA 

41. Aun no se sabe si la serie 


1 


„= i n sen - n 


converge o diverge. Utilice un software matematico para explorar 
el comportamiento de la serie, realizando los pasos siguientes. 
a. Defina la sucesion de sumas parciales 


Sk 


= 2 


i 


n= 1 77 3 sen 2 77 


<;,Que sucede cuando se trata de determinar el lfmite de Sk con- 
forme k —* oo ? ^ Puede su software matematico determinar 
una respuesta en forma cerrada para este limite? 

b. Grafique los primeros 100 puntos ( k , Sk) para la sucesion de 
sumas parciales. ^Parece que la serie converge? ^,Cual cree 
que sea el limite? 

c. Ahora Grafique los primeros 200 puntos ( k , Sk) . Analice el 
comportamiento y expliquelo. 

d. Grafique los primeros 400 puntos ( k , Sk ) ■ i,Que sucede cuan- 
do k = 355 ? Calcule el niimero 355/ 113. Con base en sus 
calculos, explique que sucedio en k = 355 . ^,Para que valores 
de k pronosticaria que este comportamiento pueda ocurrir 
nuevamente? 

Para conocer un interesante analisis de esta serie, consulte el capi- 
tulo 72 de Mazes for the Mind, de Clifford A. Pickover, St. Mar- 
tin’s Press, Inc., Nueva York, 1992. 


1X5 


Pruebas de la rafz y de la razon 


La prueba de la rafz mide la tasa de crecimiento (o disminucion) de una serie examinando 
la razon a n+ i/a n . En el caso de una serie geometrica 2ar", esta razon es una constante 
(( ar n+l )/(ar n ) = r), y la serie converge si y solo si su razon, en valor absoluto, es menor 
que 1. La prueba de la razon es una poderosa herramienta para ampliar ese resultado. En la 
siguiente pagina la probamos por medio de la prueba de comparacion. 
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TEOREMA 12 Prueba de la razon 

Sea , una serie con terminos positivos y suponga que 


Entonces, 

(a) la serie converge si r < 1, 

(b) la serie diverge si r > 1 o r es infinito, 

(c) el criterio no es concluyente si r = 1 . 


Demostracion 

(a) R < 1. Sea r un numero entre r y 1 . Entonces el numero e = r — r es positivo. Como 


a„+\/ a n debe estar entre e y r cuando n es suficientemente grande, digamos para to- 
da n > N. En particular, 

Clf 7 1 

-75 — < r + e = r, cuando n s N . 

U n 

Esto es, 

&N + 1 < rfljv, 

a N + 2 < ra N+ i < r 2 a N , 
a N + 3 < ra N+2 < 


Estas desigualdades muestran que los terminos de nuestras series, a partir del iV-esimo 
termino, se aproximan a cero mas rapidamente que los terminos de una serie geome- 
trica con razon r < 1 . Con mayor precision, considere la serie 2 c„, , en donde 

c n = a n para n = 1 , 2 ,..., N y c N+l = ra N , c N+2 = r 2 a N , c N+m = r'"a N , 

Ahora a n < c„ para toda n, y 


CO 

2** = #1 “f“ ^2 a N—\ a N ra N r 2 au + • ■ • 

n= 1 


— d\ + #2 a N— 1 ^ + ■••). 


La serie geometrica 1 + r + r 2 + • • • converge, ya que | r\ < 1 , asi que conver- 
ge. Como a n < c„, ^a n tambien converge. 

(b) 1 < R < oo. A partir de cierto mdice M, 

Clj j j 

a >1 y om < O-m+1 < ®m+ 2 < • • • . 

Los terminos de la serie no se aproximan a cero conforme n se vuelve infinita y, de 
acuerdo con la prueba del /i-esimo termino, la serie diverge. 
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(c) R = 1. Las dos series 


y 2^ 

n= 1 n= 1 n 

muestran que debe utilizarse alguna otra prueba de convergencia cuando r = 1 . 


00 1 

para 2 Tv 


i n+ ] 1 /(« + 1 ) 


para ^ 


a « \jn n + 1 

1 a n + 1 1 /(« + l) 2 


-> 1. 


«=i n 


2' 


l/n 2 


n 

n + 1 


T = 1. 


En ambos casos r = 1, pero la primera serie diverge, mientras que la segunda con- 
verge. ■ 

La prueba de la razon suele ser efectiva cuando los terminos de una serie contienen 
factoriales de expresiones que incluyen a n, o expresiones elevadas a un exponente que in- 
cluye a n. 


EJ EMPLO 1 Apl icacion de la prueba de la razon 

Investigue la convergencia de las series siguientes. 


OO 


(a) 2 

n= 0 


2” + 5 
3" 


OO 


(b) 2 

n= 1 


(2 n)\ 
n\n\ 


OO 


(c) 2 

n = 1 


4 ”»!»! 

( 2 «)! 


Solucion 

(a) Para la serie 2^Lo(2" + 5)/3", 

a«+i _ (2" +1 + 5)/3 n+1 _ i 2” +1 + 5 _ 1 / 2 + 5-2~" \ ? 1 2 _ 2 

a n (2" + 5)/3' ? 3 ' 2" + 5 3 * \1 + 5 • 2^7 3 ' 1 3 ’ 


La serie converge, ya que r = 2/3 es menor que 1. Eso no significa que 2/3 es la su- 
ma de la serie. De hecho, 


OO 


2 

n = 0 


2" + 5 
3" 



1 5 = 21 

1 - (2/3) 1 - (1/3) 2 ■ 


(2«)! (2 n + 2)1 

(b) Si On = — 7-r, entoncesa„+i = , , u y 

ninl (n + l)!(n + 1)! 

a„+\ n\n\(2n + 2)(2 n + 1)(2«)! 

a " ( n + l)!(n + 1)!(2«)! 

= (2n + 2)(2 n + 1) = 4)7+2 
()7 + l)(n +1) n + 1 

La serie diverge, ya que r = 4 es mayor que 1 . 

(c) Si a n = 4"n\n\/(2n)\ , entonces 

a n+ 1 = 4 b+1 ()7 + 1 ) ! ( )7 + 1 )! ( 2 ) 7 )! 

a n (2)7 + 2)(2 n + 1)(2«)! " 4”n!n! 

4()i + l)(n + 1) 2()7 + 1) 

(2)7 + 2)(2 n + 1) 2)7 + 1 


1 . 
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Puesto que el lfmite es r = 1 , no podemos decidir si la serie converge a partir de la 
prueba de la razon. Cuando observamos que a n+ \/a„ = (2 n + 2)/{2n + l),conclui- 
mos que a„+\ siempre es mayor que a lv ya que (2 n + 2)/(2 n + 1) siempre es mayor 
que 1. Por lo tanto, todos los terminos son mayores que o iguales a U] = 2, y el n-esi- 
mo termino no se aproxima a cero conforme n — » oo . La serie diverge. 


Prueba de la rai'z 

Las pruebas de convergencia que tenemos hasta ahora para funcionan mejor cuando 
la formula para a„ es relativamente sencilla. Pero considere lo siguiente. 

EJEMPL0 2 Seaa„ = j”^L’ ” impai i^a n converge? 

Ll/2, npar 


Solution Escribimos varios terminos de la serie: 


oo 

n= 1 


— 1 f — 1 f — 1 1 — 

^2 ^3 2 4 2 5 2 6 2 7 


— + r + — h — - — i — - — i — - — i — — 

2 4 8 16 32 64 128 




+ • • •. 


Es evidente que esta no es una serie geometrica. El n-esimo termino se aproxima a cero 
conforme n —* oo , asi que no sabemos si la serie diverge. La prueba de la integral no pa- 
rece prometedora. La prueba de la razon produce 

1 

n impar 

71+1 

— 2 — > n P 31 - 

A medida que n —■ * oo , la razon es grande y pequena en forma alternada, y no tiene lfmite. 
Una prueba que respondera la pregunta (si la serie converge), es la prueba de la rafz. 


dfi+ 1 


= 


TEOREMA 13 Prueba de la rai'z 

Sea una serie con a n & 0 para n > N, y suponga que 

lfm 2 a n = r . 

n-» oo 

Entonces 

(a) la serie converge si r < 1 , 

(b) la serie diverge sir>losi r > lores infinita, 

(c) la prueba no es concluyente Y = 1 . 


Demost radon 

(a) R < 1. Elijamos una e > 0 tan pequena que r + e < 1 . Como 2 a n ^*Y, los ter- 
minos 2 a n terminan por aproximarse mas a e que a r . En otras palabras, existe un 
fndice M > N tal que 

2 a„ < r +6 cuando n > M. 
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Entonces tambien es cierto que 

a n < (r + e)" para n a M. 

Ahora bien, ( r + € )'\ una ser i e geometrica con razon (r + e) < 1 , conver- 
ge. Por comparacion, a n converge, de lo cual podemos concluir que 

OO OO 

2 a, , = ai + ••• + a M -\ + 2 a „ 

n = 1 n=M 


converge. 

(b) 1 < R < oo. Para todos los indices posteriores a algiin entero M, tenemos 2 a„ 
>1, de modo que a„ > 1 para n > M. Los terminos de la serie no convergen a cero. 
De acuerdo con la prueba del n-esimo termino, la serie diverge. 

(c) R = 1. La series 2^=i ( 1 /n) y 2^1 1 (1 /rr) muestran que la prueba no es conclu- 

yente cuando r = 1 . La primera serie diverge y la segunda converge, pero en ambos 
casos 2 a„ — » 1 . ■ 


Ej EMPLO 3 Apl icacion de la prueba de la ralz 

(■.C'uales de las series siguientes convergen y cuales divergen? 

„2 


(a) 2§r (b)2^ (c) 2 rr^ 

n= 1 1 n= 1 n n = 1 V 1 + n 


Solucion 


nn 2 In 2 [ ln ) 2 . 1 


, , s? n~ n n z n 

(a) 2, ^77 converge, ya que ^ = —= = 


2 < 1 ' 


(b) ^ ^2 diverge, porque " \ = 2 . 

«=in 2 (2n) 2 1 


?> 1 . 


(C) 2 (iTn) converge, porque ^ (, j „ 


1 

1 + n 


0 < 1. 


EJ EMPLO 2 Nueva visita 


fn/2", 
1 1 / 2 ", 


n impar 
n par 


(■, 2 a n converge? 


Solucion Aplicamos la prueba de la rafz, y determinamos que 


Por lo tanto. 



n impar 
n par 


1 y — 2 n 


Como 2 n—> 1 (seccion 1 1.1, teorema 5), tenemos lfm„_>co 2 a„ =1/2 segun el teorema 
del sandwich. El lfmite es menor que 1 , asf que, de acuerdo con la prueba de la rafz, la se- 
rie converge. 
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EJ ERCI Cl OS 11.5 


Determinacion de convergencia o divergencia 

^Cuales de las series indicadas en los ejercicios 1 a 26 convergen y 
cuales divergen? Justifique sus respuestas. (Cuando compruebe sus 
respuestas, recuerde que existe mas de una manera de determinar la 
convergencia o divergencia de las series). 

,2 2 00 

2. ]>>V" 


i. 2 V 

n= 1 z 
oo 

3. 2 n\e~ n 

11= 1 

00 M 10 

5 y — 
h io" 

z 2 + (-i) K 

h 1-25" 


9- 2 1-s 

n= 1 


11 - 2 


In n 


i3 y(i-i 

h \ n n 2 


15. 

n= 1 


17. 2 

n= 1 


19. 2 


(n + l)(n + 2) 


(n + 3)! 


3!b!3" 

oo . 

21 . y — - — 

,4i (2 n +1)! 

OO 

73 V _ " 

■ ik. (In nf 


^ . 

4. y — 

h io" 

«• i (y 1 

. v (-2)" 

77=1 J 


77=1 
00 


n= 1 


14. 2(1-1- 
«=i V" n 2 


^ 72 In 22 

1®* r\Jl 

7? — 1 Z 


is. 2>~V) 

722"(72 + 1 )! 


77=1 

00 


20. 2 

77 = 1 


3"n\ 


22 - 2^ 

/1=1 11 


24. y — - — 

n=2 (In n) ( "/ 2) 


^77+1 

2 n 

^77+1 

1 + In n 

n 

^77+1 

n + In n 

n + 10 

^77+1 


^77+1 

(a,,r +1 




37. a„ = 


38. riii 


2"n\n\ 

(2 «)! 


(3n)! 


" «!(n + l)!(n + 2)! 

^Cuales de las series indicadas en los ejercicios 39 a 44 convergen y 
cuales divergen? Justifique sus respuestas. 


“ («!)" 

39 ‘ ^ jA 2 

77=1 \Jl ) 

°° 

4!- S 7 V 

«=i 2 ( " > 


00 in')" 

4°. 2^ 

*=i n ( " > 


42 . y — — 

& ( 2”) 2 


43. 2 


44. 2 


1 - 3 (2 22 - 1) 

4"2"n! 

1-3 (2n - 1) 

[2-4 (2n)](3" + 1) 


Teoria y ejemplos 

45. Ni la prueba de la razon ni la de la rafz nos ayudan a definir la 
convergencia o divergencia de las series p. Intentelo con 


oo 

Si 


25. 2 


/t ! In n 


n=i n{n + 2)! 


00 077 

26. 2^ 

■=i n 3 2" 


^Cuales de las series 2«=i fl« definidas por las formulas de los ejerci- 
cios 27 a 38 convergen y cuales divergen? Justifique sus respuestas. 

I + sen n 

L I , Cl\ Z, #n+l /7 ^77 


28. — 1, Cln+l — 


1 + tan 1 n 


io-I - 3w - 1 

29. 3 , a n+ j 2« + 5 a " 


30. a\ = 3, a„+i = 


*+r 


y demuestre que ninguna de las pruebas senaladas proporcionan 
informacion clara al respecto. 

46. Demuestre que ni la prueba de la razon ni la de la rafz proporcio- 
nan informacion acerca de la convergencia de 


1 

2 7, 71 ( P constante ) . 

*=2 On n) p 


47. Sea a„ = 


\ n/l", si n es un numero primo 

,1/2", en caso contrario. 

converge? Justifique su respuesta. 


31. ci\ 2, Qn + 1 j7 rt/; 
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1X6 


Series alternantes, convergencia absoluta 
y convergencia condicional 


Las series cuyos terminos son positivos y negativos en forma alternativa se denominan 

series alternantes. 

He aquf tres ejemplos de este tipo de series: 


1 


1 + I- 1 + I 

2 3 4 5 


—2 + 1 — — + — — — + 

Z 1 2 4 8 

1 — 2 + 3— 4 + 5 — 6 + 


1 


c-ir +l 

+ ^^ + - 

( — 1)"4 

+ h • • 

2 " 

+ ( — 1 ) n+1 n + 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


La serie (1), llamada serie armonica alternante, converge, como veremos un poco 
mas adelante. La serie (2), una serie geometrica con razon r = —1/2, converge a 
— 2/[l + (1/2)] = —4/3 . La serie (3) diverge, ya que el n-esimo termino no se aproxima 
a cero. 

Para probar la convergencia de la serie armonica alternante, emplearemos una aplica- 
cion de la prueba de la serie alternante. 


TEOREMA 14 Prueba de la serie alternante (teorema de Leibniz) 

La serie 

OO 

2)( — 1 + = M 1 — U 2 + M 3 — M 4 + ' ' ' 

n= 1 

converge si se satisfacen las tres condiciones siguientes: 

1. Todas las n„’s son positivas. 

2. u„ > u „ 4 1 para toda n > N, para algun eritero N. 

3. u„ —* 0 . 


Demostracion Si n es un entero par, digamos n = 2m, la suma de los primeros n ter- 
minos es 

S2m = («1 — M 2 ) + («3 _ M 4 ) + • • • + {u2m-l ~ «2 m ) 

= It 1 — («2 - M 3 ) — (M 4 — M 5 ) — ' • ' — (M2,„-2 — M2m-l) — U2m- 

La primera igualdad muestra que s 2m es la suma de m terminos no negativos, ya que cada 
termino entre parentesis es positivo o cero. En consecuencia, ,V 2 m t 2 ^ s 2m , y la sucesion 
{ ,s' 2 /;j } es no decreciente. La segunda igualdad muestra que s 2m < u\ . Como {s 2m \ es no 
decreciente y esta acotada por arriba, tiene un lfmite, digamos 

lfm 5 2 m = L. (4) 

m—* 00 

Si n es un entero impar, digamos n = 2m + 1 , la suma de los primeros n terminos es 
^2m+l $2m "b tA 2 m+\ • Ya que U n ^ 0, 

lfm W 2 m +1 = o 

m~^* oo 

y, conforme m—* go, 

S 2 m+l $2m "b lt 2 m+\ * L + 0 L. (5) 

Combinando los resultados de las ecuaciones (4) y (5) se obtiene lfm s„ = L (seccion 

n — >oo 

11.1, ejercicio 119). ■ 
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b Uy > 

4 «2 

b W-} 

< -u 4 

— — i L* 

O s 2 s 4 L s 2 

FIGURA 11.9 Las sumas parciales de una 
serie alternante que satisface las hipotesis del 
teorema 14 para IV = 1, oscilan alrededor 
del lfmite desde el pl'incipio. 


Ej EMPLO 1 La serie armonica alternante 

’ n 2 3 4 

satisface los tres requisites del teorema 14 con/V = 1 ; por lo tanto, converge. 

Una interpretation grafica de las sumas parciales (figura 1 1.9) muestra como una se- 
rie alternante converge a su lfmite L cuando se satisfacen las tres condiciones del teorema 
14 con N = \ . (En el ejercicio 63 se pide dibujar el caso N > 1). A partir del origen del 
eje x, establecemos la distancia s i = u \ . Para determinar el punto correspondiente 
S 2 = ui — ut, regresamos una distancia igual a U 2 . Ya que uo s u \ , no regresamos mas 
alia del origen. Continuamos de esta manera el vaiven, regresando y avanzando conforme 
los signos de la serie lo demanden. Pero para n > N, cada paso de avance o retroceso es 
mas pequeno (o cuando mucho del mismo tamano) que el anterior, ya que u n+ \ < u„. Y 
como el n-esimo termino se aproxima a cero a medida que n aumenta, el tamano del paso 
en cualquier sentido se hace cada vez mas pequeno. Oscilamos cruzando el I finite L, y la 
amplitud de la oscilacion tiende a cero. El lfmite L esta entre cualesquiera dos sumas su- 
cesivas s„ y ,v„ i i y, por lo tanto, difiere de ,v„ en una cantidad menor que u n+ 1 . 

Ya que 

\L — s„| < u n + 1 paran a N, 

podemos hacer estimaciones adecuadas de las sumas de series alternantes convergentes. 


TEOREMA 15 Teorema de estimacion para series alternantes 

Si la serie alternante 2^1 1 ( — 1 )" 1 satisface las tres condiciones del teorema 
14, para n > N, 

s n = u\ — U 2 + • • • + ( — 1 ) n+l u„ 

se aproxima a la suma L de la serie con un error cuyo valor absoluto es menor 
que u n+ 1 , el valor numerico del primer termino que no se utiliza. Ademas, el re- 
siduo, L — s n , tiene el mismo signo que el primer termino que no se utiliza. 


La verificacion del signo del residuo se vera en el ejercicio 53. 

Ej EMPLO 2 A continuacion pondremos a prueba el teorema 15 en una serie cuya su- 
ma conocemos: 

^ ’ 2 n 2 4 8 16 32 64 128 

El teorema dice que si truncamos la serie despues del octavo termino, prescindimos de un 
total que es positivo y menor que 1/256. La suma de los primeros ocho terminos es 
0.6640625. La suma de la serie es 



1 _ 1 _ 2 
1 - (-1/2) 3/2 3' 

La diferencia, (2/3) — 0.6640625 = 0.0026041666 . . . , es positiva y menor que (1/256) 
= 0.00390625. 
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Convergencia absoluta y convergencia condicional 


DEFINICION Convergencia absoluta 

Una serie converge absolutamente (es absolutamente convergente) si la 

serie correspondiente de valores absolutos, 2|a ;l |, converge. 


La serie geometrica 




converge absolutamente, ya que la serie correspondiente de valores 


absolutos 


converge. La serie armonica alternante no converge absolutamente. La serie correspon- 
diente de valores absolutos es la serie armonica (divergente). 


DEFINICION Convergencia condicional 

Una serie que converge, pero no lo hace de manera absoluta, converge condicio- 
nalmente. 


La serie armonica alternante converge condicionalmente. 

La convergencia absoluta es importante por dos razones. En primer lugar, tenemos 
buenas pruebas para la convergencia de series de terminos positivos. Ademas, si una serie 
converge absolutamente, sabemos de inmediato que converge. Esto respalda la validez del 
teorema siguiente. 


TEOREMA 16 Prueba de la convergencia absoluta 

oo oo 

Si 2 I °n I converge, 'y' l a„ tambien lo hace. 

n= 1 n= 1 


Demostracion Para cad a /!, 

\a„\ ' — | |, asi, 0 — Q n "4“ | Gn | — ^ | Clfi | . 

Si i | a n converge, \ 2\a n \ tambien lo hace y, de acuerdo con la prueba de compa- 
racion directa, lo mismo sucede con la serie no negativa 2 n = i ( a n + a n \ ). Ahora la igual- 
dad a n = (a n + \a n \) — \a„\ nos permite expresar 2„=i a,, como la diferencia de dos se- 
ries convergentes: 

OO OO OO OO 

(^72 I ^72 I I ^72 I ) (^72 | ^72 | ) | ^72 | • 

72 = 1 72 = 1 72 = 1 72=1 

Por lo tanto, a n converge. ■ 
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PRECAU Cl ON Podemos reformular el teorema 16 diciendo que toda serie absolutamente 
convergente converge. Sin embargo, el recfproco es falso. Muchas series convergentes no 
son absolutamente convergentes (como la serie armonica alternante del ejemplo 1). 


EJ EMPLO 3 Apl icacion de la prueba de convergencia absoluta 

1 


(a) En el caso de 2(~ 1)" +1 A" = 1 
n= l n 

tos correspondiente es la serie convergente 


1 + I 

4 9 


16 


+ 


la serie de valores absolu- 


°o 

24-i + 


n = 1 n 


1 + I + JL + 

4 9 16 


La serie original converge, ya que es absolutamente convergente. 


(b) En el caso de ^ 

n=i n 

correspondiente es 


sen n 

2 


sen 1 sen 2 sen 3 , , . 4 , , , . 

— ^ 1 ^ 1 y h •••,1a sene de valores absolutos 


sen n 


| sen 1 1 

1 


+ 


I sen 2 1 


+ 


que, segun la prueba de comparacion con 2^ i ( 1/n 2 ) , converge, ya que | sen n \ 
para toda n. La serie original converge absolutamente; por lo tanto, converge. 


< 1 


EJ EMPLO 4 Serie p alternante 

Si p es una constante positiva, la sucesion { 1 /n p } es una sucesion decreciente con limite 
cero. Por lo tanto, la serie p alternante 


OO 


2 

n= 1 


(-ir 1 


= i - 



3 P 



p > 0 


converge. 

Si p > 1 , la serie converge absolutamente. Si 0 < p — 1 , la serie converge condi- 
cionalmente. 


Convergencia condicional: 1 — H — — + • ■ • 

2 2 2 3 2 4 


Conversion absoluta: 


J- + J L + 

2 3/2 3 3/2 4 3/2 


Reordenamiento de la serie 


TEOREMA 17 El teorema de reordenamiento para una serie 
absolutamente convergente 

Si a n converge absolutamente, y si b\, Z? 2 , • • ■ , b n , . . . es cualquier reordena- 
miento de la sucesion { a „ } , converge absolutamente y 

OO OO 

b n j a n . 

n = 1 n = 1 


(Yea el ejercicio 60 para conocer un bosquejo de la demostracion). 
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EJ EMPLO 5 Apl icacion del teorema de reordenamiento 


Como vimos en el ejemplo 3, la serie 


1 


+ r— iv' 1 — + ■ ■ 

49 16 v > n~ ' 


converge absolutamente. Un posible reordenamiento de los terminos de la serie podrfa 
iniciar con un termino positivo, luego dos terminos negativos, despues tres terminos posi- 
tivos, luego cuatro terminos negativos, y asf sucesivamente. Despues de k terminos de un 
signo, tomamos k + 1 terminos del signo opuesto. Los primeros terminos de tales series se 
ven como esto: 


1 - I - ± + I + J- + ± ± ± - J- 

4 16 9 25 49 36 64 100 


144 


+ 


El teorema de reordenamiento dice que ambas series convergen al mismo valor. En este 
ejemplo, probablemente hubieramos cambiado con gusto la primera serie por la segunda 
de saber que eso era posible. Podemos hacer algo aun mejor, ya que la suma de cualquie- 
ra de las series es igual a 



y 1 

(2 n) 2 


(Vea el ejercicio 61). 

Si reacomodamos una infinidad de terminos de una serie condicionalmente conver- 
gente, podemos obtener resultados que estan muy lejos de la suma de la serie original. He 
aquf un ejemplo. 


EJ EMPLO 6 Reordenamiento de la serie armonica alternante 

La serie armonica alternante 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

puede reacomodarse para que sea divergente, o bien para alcanzar cualquier suma pre- 
asignada. 

(a) Reordenamiento de 2^Li(~1 ) n+1 /n para que diverja. La serie de terminos 
2[l/(2 n — 1)] diverge a +oo y la serie de terminos 2( — 1/2 n) lo hace a — oo. No 
importa en donde inicie la serie de terminos impares, siempre podemos sumar sufi- 
cientes terminos positivos para obtener una suma arbitrariamente grande. En cuanto a 
los terminos negativos sucede algo similar: sin importar en donde iniciemos, podemos 
sumar suficientes terminos pares consecutivos para obtener una suma negativa arbi- 
trariamente grande en valor absoluto. Si quisieramos, podrfamos iniciar sumando los 
terminos impares hasta tener una suma mayor a, digamos, +3 , y luego suficientes ter- 
minos negativos consecutivos para tener un total menor que —4 . Despues podrfamos 
sumar suficientes terminos positivos para hacer el total mayor que +5 y seguir con 
terminos negativos no utilizados para hacer un nuevo total menor que —6, y asf suce- 
sivamente. De esta manera podrfamos hacer las oscilaciones arbitrariamente grandes 
en cualquier direction. 

(b) Reordenamiento de (~ l)" +1 /« para que converja a 1. Otra posibilidad es cen- 
trarse en un lfmite particular. Suponga que tratamos de obtener sumas que converjan a 
1. Iniciamos con el primer termino, 1/1, y restamos 1/2. A continuation sumamos 
1/3 y 1/5, lo cual regresa el total a 1 o mas. Luego sumamos terminos negativos con- 
secutivos hasta que el total sea menor que 1. Continuamos de esta manera y, cuando la 
suma sea menor que 1, sumamos terminos positivos hasta que el total sea 1 o mas; 
luego restamos terminos (sumamos terminos negativos) hasta que el total sea nueva- 
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mente menor que 1 . Este proceso puede seguir indefinidamente. Ya que tanto los ter- 
minos pares como los impares de la serie original se aproximan a cero conforme 
n—> oo , la cantidad por la que nuestras sumas parciales exceden o son menores que 
1, se aproxima a cero. En consecuencia, la nueva serie converge a 1. El reordenamien- 
to de la serie inicia asf: 

I_I + I + I_I + I + I_I + J_ + _L_I + J_ + X_J_ 

1 2 3 5 4 7 9 611 13 8 15 17 10 

, 1, i L + l + i L i i i , 

19 21 12 23 25 14 27 16 

El comportamiento ilustrado por la serie del ejemplo 6 es comun para cualquier serie 
condicionalmente convergente. Por lo tanto, siempre debemos sumar los terminos de una 
serie condicionalmente convergente en el orden que se da. 

Una vez explicadas diversas pruebas para decidir si una serie es convergente o diver- 
gente, he aquf un resumen de lo analizado: 


1. Prueba del n-esimo termino: A menos que a„ — » 0, la serie diverge. 

2. Serie geometrical converge si | r\ < 1 ; de lo contrario, diverge. 

3. Serie p: X 1 /n p converge si p > 1; de lo contrario, diverge. 

4. Serie con terminos no negativos: Intente determinar la convergencia o di- 
vergencia de la serie con la prueba de la integral, la prueba de la razon o la 
prueba de la rafz. Tambien puede hacerlo comparandola con una serie cono- 
cida mediante la prueba de la comparacion. 

5. Serie con algunos terminos negativos: /,La serie 2 1 a„ | converge? Si la 
respuesta es positiva, 2a„, tambien es convergente, ya que la convergencia 
absoluta implica convergencia. 

6. Serie alternante: converge si la serie satisface las condiciones de la 

prueba de la serie alternante. 


EJ ERG Cl OS 11.6 


Determination de convergencia o divergencia 

/,Cuales de las series alternantes indicadas en los ejercicios 1 a 10 
convergen y cuales divergen? Justifique sus respuestas. 


i. 2(-i) n+1 

n—l i 

oo 

3. 2(-D n+1 


10 


°o 

5 . 2 (- l )" + 1 7 ^ 

n=2 

OO . 

7. S(-i) n+1 r^ 

n =i In n 

9 - i(-i r +ll rrvr 

n= 1 H ^ 1 


2- 

»=i n' 

00 i 

4- 

n— 1 VI 

oo 

6. 2(-l )" +1 ^ 

n= 1 

s. Seirinfi + \ 


10. X(-l)” +1 32 - + 1 

«=i 2 n + 1 


Convergencia absoluta 

/,Cuales de las series senaladas en los ejercicios 1 1 a 44 convergen 
absolutamente, cuales convergen y cuales divergen? Justifique sus 
respuestas. 


ii. 2(-i)" +1 (o.i)" 

n= 1 

oo 

13 . 2 (- l )"^ 
n= i 2 n 

OO 

15 . 2 (- D " + 1 V ^- 
n= i n + 1 

oo 

17. 


n + 3 


19. 2(-i) n+1 

n= 1 
oo 

21. 2(-D" +1 


3 + n 
5 + n 


1 + n 


23 . 2 (- 1 )"« 2 ( 2 / 3)' 1 

n— 1 

oo _| 

25 . 

n= 1 n~ + 1 


oo / 0 , y, 

12. 2(-D" +1 ^ 

n= 1 

oo ( _ 1 yi 

14 . 

n=\ 1 + 2 n 

oo 

i6. 2(-i )' ,+1 ^ 

n= 1 Z 

oo 

18 . 


n= 1 n 

oo 

20. 2(— i)" ' , 

n =2 In (n ) 

oo / 9V1+I 

22- 

„= 1 n + 5 

OO 

24 . 2(- 1 )" +1 ( 2 10 ) 

77=1 
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2 ». 

n =i « ! 
oo / i yj — 1 

31. y * ’ — 

„=i n 2 + 2/7 + 1 


i 

28. V(-iy , 

ft — In ft 


30. 2(-5r n 


00 / 1 \ » 

32. 2(-D" (M' 

0=2 \ln n 


52. El lfmite L de una serie alternante que satisface las condiciones 
del teorema 14 se encuentra entre los valores de cualesquiera dos 
sumas pai'ciales consecutivas. Esto sugiere utilizar el promedio 

s « + |S ’"+ 1 _ „ , Jl/_iV«+2„ 

2 i 2 \ ^ / ^m+1 

para estimar L. Calcule 


33. 2 

n=l 77 2 77 


35. 2 


cos n p 
/i 2 n 

00 (-!)"(// + 1)" 


„=i (2 m) b 

(2m)! 


37. 2(-D"k 


o, . COS 72 P 

(-l)" +1 (/z!) 2 


n = 1 

oo ( —-[\ n +\(„}\2 

36. 2 


0=1 (2m)! 

(m!) 2 3" 


38. 2(-l)" 


0=1 (2m + 1)! 


39. 2( _1 )"(2 m + 1 2 m) 40. 2( _1 )"( 2 m 2 + m - m) 

n = 1 77=1 


41. 2(“ 1 )"(2 m • 1m - 2 m) 


42. 2 


(- 1 )" 


'1=1 2 77 + 2 M + 1 


43. 2( — l)” se ch/ 

71= 1 


+io + 


1 

2 


21 


como una aproximacion a la suma de la serie armonica alternante. 
La suma exacta es In 2 = 0.6931. . . . 

53. El signo del residuo de una serie alternante que satisface las 
condiciones del teorema 14. Pruebe la afirmacion del teorema 
15, en el sentido de que siempre que una serie alternante satisface 
las condiciones del teorema 14 y se aproxima mediante una de 
sus sumas parciales, el residuo (la suma de los terminos sin utili- 
zar) tiene el mismo signo que el primer termino no utilizado. ( Su - 
gerencia: Agrupe los terminos del residuo en pares consecutivos.) 

54. Demuestre que la suma de los primeros 2m terminos de la serie 



OO 

44. y ( — 1)" csch /? 

0=1 

Estimation del error 


es igual a la suma de los primeros n terminos de la serie 


-L + ^ + ^ + ^ + 

1-2 2-3 3-4 4-5 



En los ejercicios 45 a 48, estime la magnitud del error en que se incu- 
rre al utilizar la suma de los primeros cuatro terminos para aproximar 
la suma de toda la serie. 

oo 

45. 2(-D" + 1 — Puede demostrarse que la suma es In 2. 

0= i 


^Estas series convergen? ^Cual es la suma de los primeros 
2m + 1 terminos de la primera serie? Si la serie converge, £cual 
es su suma? 

55. Demuestre que si i diverge, y/ ; ] \a„\ tambien lo 
hace. 


46. 2(-D" +1 

77=1 


1 

10 " 


47. 5(-D~»5£ 


Como vera en la seccion 1 1.7, la 
suma es In (1.01). 


i ^ 

48. = 2(“ 1 ) Kf "> 0 < 7 < 1 

1 + f o=0 


56. 


57. 


Aproxime las sumas de los ejercicios 49 y 50 con un error de magni- 
tud menor que 5 X 1CT 6 . 


49. 2(-l)" 

77 = 0 
OO 

50. 2(-D" 

77 = 0 


1 

(2m)! 

Como vera en la seccion 1 1.9, la 
suma es cos 1 , el coseno de 1 radian. 

58. 

J_ 

n\ 

Como vera en la seccion 1 1.9, 
la suma es e 1 . 

El 59. 


Teona y ejemplos 

51. a. La serie 



no cumple una de las condiciones del teorema 14. ^Cual? 
b. Determine la suma de la serie indicada en el inciso (a). 


Demuestre que si 2„=i a n converge absolutamente, 


OO 

77=1 


OO 




Demuestre que si las dos series 2„=i ci„ y 2„=i b„ convergen 
absolutamente, lo mismo sucede con 

OO OO 

a. 2( fl « + y) b - 2( a » “ b „) 

77= 1 77=1 

OO 

c. 2 ba„ (cualquier numero k) 

0=1 

Por medio de un ejemplo, demuestre que a n b n puede diver- 
gir incluso si z, n = \ a n y <2j n =\ b n convergen. 

Tomando como base el ejemplo 6, suponga que el objetivo es rea- 
comodar los terminos para obtener una serie que converja en 
— 1/2. Inicie el nuevo reordenamiento con el primer termino ne- 
gativo, que es —1/2. Siempre que obtenga una suma menor que 
o igual a —1/2, inicie la introduccion de terminos positivos, to- 
rnados en orden, hasta que la nueva suma sea mayor que —1/2, 
Despues sume terminos negativos hasta que, de nuevo, el total sea 
menor que o igual a —1/2, Continue con este proceso hasta que 
sus sumas parciales hayan resultado estar por arriba del valor ob- 
jetivo al menos tres veces, y termine en o debajo de dicho valor. 
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Si s n es la suma de los primeros n terminos de su nueva serie, 
grafique los puntos (n, s„) para ilustrar el comportamiento de las 
sumas. 

60. Bosquejo de la demostracion del teorema del reordenamiento 
(teorema 17) 

a. Sea e un numero real positivo; sea L = a„, y sea 

Sic = 2 n= l a n ■ Demuestre que para algun fndice N\ y para 
algun fndice Ns & N \ , 

00 

2 \ c, n\ < 4 y l %2 - l \ < | . 

n=Ni z ^ 


Como todos los terminos a 1 , 02 , ■ ■ • , a^ 2 aparecen en algun 
lugar de la sucesion {b,,} , existe un fndice Ns & N 2 tal que si 
n > /V 3 , entonces ( 2/t=i fot) — s^ 2 es, cuando mucho, una 
suma de terminos a,„ con m a Ni . Por lo tanto, si n ^ Ns, 


- L 

k= 1 


2 b k 

k= 1 




+ |%2 


^1 


- 2 l a *l + 1^2 - L \ < 6 

k=N, 

b. El argumento del inciso (a) muestra que si a„ converge 
absolutamente, 2„=i b„ converge y 2 n = 1 b„ = 2„=i a n . 
Demuestre ahora que como 1 \a n \ converge, 2^ | | b„ \ 
converge E„=i \a n \. 

61. Descompresion de series absolutamente convergentes 

a. Demuestre que si \a n \ converge y 

_ f a„, si a„ a 0 

" \ 0, si a n < 0, 

b n converge. 

b. Utilice los resultados del inciso (a) para demostrar, en la mis- 
ma forma, que si 2 n = 1 I a n \ converge y 

f 0, si a„ > 0 

c„ = < 

si a„ < 0, 

Z,„=l c„ converge. 


En otras palabras, si una serie converge absolutamente, 
sus terminos positivos forman una serie convergente, y lo mis- 
mo ocurre con sus terminos negativos. Ademas, 

OO OO OO 

b N + c n 

n = 1 n= 1 n= 1 


ya que b„ = ( a„ + |a„|)/2yc„ = (a„ - |a„|)/2. 

62. ^,Cual es el error en el siguiente argumento? 

Multiplique ambos lados de la serie armonica alternante 


S = 



1 

6 


+ 


J. 

7 



10 + 11 


12 


+ • • • 


por 2 para obtener 


25 = 2 - 1 + 



Agrupe los terminos con el mismo denominador, como indican 
las flechas, para llegar a 



La serie del lado derecho de esta ecuacion es la serie con la 
que iniciamos. Por lo tanto, 25 = 5, y dividiendo entre 5 se obtie- 
ne 2=1. ( Fuente : “Riemann’s Rearrangement Theorem”, por 
Stewart Galanor, Mathematics Teacher, volumen 80, numero 8, 
1987, paginas 675-681.) 

63. Haga un dibujo similar al de la figura 11.9 para ilustrar la conver- 
gencia de la serie del teorema 14 cuando N > 1 . 
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Series de potencias 


Ahora que sabemos como probar la convergencia de series infinitas, podemos estudiar 
los polinomios infinitos que mencionamos al principio de este capftulo. Estos polino- 
mios se llaman series de potencias porque estan definidos como series infinitas de 
potencias de alguna variable, en nuestro caso, x. Como los polinomios, las series de po- 
tencias pueden sumarse, restarse, multiplicarse, derivarse e integrarse para producir nue- 
vas series de potencias. 
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Series de potencias y convergencia 

Comenzaremos con la definicion formal. 


DEFI Nl Cl ONES Series de potencias, centra, coeficientes 

Una serie de potencias alrededor dc x = 0 es una serie de la forma 

OO 

2 )c„x" = Co + C\X + C 2 X 2 + • • • + c n x n + • ■ •. (1) 

77=0 

Una serie de potencias alrededor de x = a es una serie de la forma 

CO 

^c n (x — a ) n = Co + c\{x — a) + ci(x — a) 2 + • • • + c„(x — a) n + • • • (2) 

n = o 

en la cual el centro a y los coeficientes cq, c i, cx, ■ ■ ■ , c,„ . . . son constantes. 


La ecuacion (1) es el caso particular de la ecuacion (2) que se obtiene al hacer a = 0. 

EJ EMPLO 1 Una serie geometrica 

Al hacer que todos los coeficientes sean 1 en la ecuacion (1), resulta la serie geometrica de 
potencias 


2*” = 1 + x + x 2 + ■■■+ x n + ■■■. 

77=0 

Esta es la serie geometrica, con su primer termino 1 y razon x. La serie converge a 
1/(1 — x) para|x| < 1 . Expresamos este hecho escribiendo 

. — - — = 1 + x + x 2 + ■■■ + x n + ■■ ■, — 1 < x < 1 . (3) 


Hasta aqui hemos usado la ecuacion (3) como una formula para la suma de la serie de la 
derecha. Ahora cambiaremos de enfoque: pensaremos en las sumas parciales de la serie 
del lado derecho como polinomios P n {x ) que se aproximan a la funcion de la izquierda. En 
el caso de valores de x cercanos a cero, solo necesitamos tomar unos cuantos terminos de 
la serie para obtener una buena aproximacion. Al avanzar hacia x = 1 , o — 1 , se requieren 
mas terminos. La figura 11.10 muestra las graficas de f(x) = 1/(1 — x), y los polino- 
mios que la aproximan y n = P„{x) con n = 0, 1, 2 y 8. La funcion /(x) = 1/(1 — x) no 
es continua en los intervalos que contengan a x = 1 , en donde/tiene una asmtota vertical. 
Las aproximaciones no aplican cuando x & 1 . 

EJ EMPLO 2 Una serie geometrica 

La serie de potencias 

1 - i(x - 2) + |(x - 2) 2 + • • • + (x - 2)" + • • • (4) 

concuerda con la ecuacion (2), con a = 2, co = 1, ci = — 1/2, C 2 = 1/4, . . . , c n = (— 1/2"). 

' . x — 2 

Esta es una serie geometrica cuyo primer termino es 1 y la razon es r = — . La serie 


converge para 
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y 



0 12 3 


FI GU RA 11,11 Las graficas de 
f(x ) = 2 /x y sus primeras tres 
aproximaciones polinomiales (ejemplo 2). 



FIGURA 11,10 Las graficas de f(x) = 1/(1 — x) y de cua- 
tro aproximaciones polinomiales (ejemplo 1). 


x — 2 


< loO<x<4.La suma es 

1 

1 - r 


1 + 


x — 2 


asi. 


- = 1 
x 


U - 2) + (x - 2) 2 


+ 


~ ) (x - 2)" + 0 < x < 4. 


La serie (4) genera aproximaciones polinomiales utiles de f(x) = 2/ x para valores de x 
proximos a 2: 

Po(x) = 1 

P^x) = l- I(x-2) = 2-f 

P 2 (x) = 1 - i(x - 2) + i(x - 2) 2 = 3 - y + 
y asi sucesivamente (figura 11.11). 

EJ EMPLO 3 Prueba de convergencia usando el criterio de la razon 

/,Para que valores de x convergen las siguientes series de potencias? 


(a) 2(-D" 


n= 1 


n x 2^3 


(b) 2(-D 


n 1 X 


.. 2«— 1 


n= 1 


2n - 1 


= x 


x! , x! 

3 5 


(e) 2^- 1+JC + f7 + fT + 


n=0 n '- 


(d) ^nlx' 1 = 1 + x + 2!x 2 + 3!x 3 + ■ • 

n = 0 
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Solud Aplique el criterio de la razon a la serie 2| u„ |, donde u„ es el n-esimo termino 
de la serie en cuestion. 


(a) 


Un + 1 


77+1 


La serie converge absolutamente para |x| < 1, y diverge si |x| > 1 porque el n-esimo 
termino no converge a cero. En x = 1 , obtenemos la serie armonica alternante 
1 — 1/2 + 1/3 — 1/4 + • • • , que es convergente. En x = —1 tenemos —1 — 1/2 
— 1/3 — 1/4 — • ■ • , la negativa de la serie armonica, que es divergente. La serie (a) 
converge para — 1 < x < 1 y diverge para cualquier otro valor. 

6 I 4 >x 

-1 0 1 


(b) 


Un + 1 


2n — 1 2 
2n + l X 


La serie converge absolutamente para x 2 < 1 . Diverge para x 2 > 1 , porque el n-esimo 
termino no converge a cero. En x = 1, la serie es 1 — 1/3 + 1/5 — 1/7 + • • • , que 
converge, por el teorema de la serie alternante. Tambien converge en x = —1, porque 
vuelve a ser una serie alternante que satisface las condiciones de la convergencia. El va- 
lor de la serie en x = — 1 es el negativo del valor en x = — 1 . La serie (b) converge para 
— 1 < x s 1 y diverge para cualquier otro valor. 


(c) 




-1 


1 

0 


— ® > X 

1 

Mn+\ 


x" +1 

7l! 

1*1 

U n 


( n + 1)! 

x" 

n + 1 


0 para toda x. 


La serie converge absolutamente para toda x. 


X 


(d) 


Un+ 1 


+ 

+ 

U n 


n\x" 


(n + 1 ) | x | — > oo excepto cuando x = 0. 


La serie diverge para todos los valores de x, excepto para x = 0 . 


4 >.r 

0 


El ejemplo 3 ilustra como suele analizarse la convergencia de una serie de potencias y 
sus posibles resultados. 


TEOREMA 18 Teorema de convergencia para series de potencias 

OO 

Si la serie de potencias ^a„x" = a f] + a \ x + cm 2 + ■■■ convere para 

«=0 

x = c ^ 0,entonces converge absolutamente para toda x con |x| < | c | . Si la serie 
diverge para x = d, entonces diverge para toda x con |x| > \d\. 
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Demostracion Supongamos que la serie 2„=o a „c" converge. Entonces, a„c" 

= 0. Por lo tanto, existe un entero N tal que | a„c“ j < 1 para toda n > N. Es decir. 


< 


para n > N. 


Tomemos ahora cualquier x tal que x < | c |, y consideremos 


(5) 


| «o | + \a\x\ + ■■■ + \a.N-\x N ! | + 


Hay solo un numero finito de terminos antes de a^x N \ , y su suma es finita. A partir de 
| a^x N | , los terminos son menores que 


x 

c 


N 

+ 


X 

c 


N + 1 

+ 


X 

c 


N+2 

+ ••• 


( 6 ) 


por la desigualdad (5). Pero la serie (6) es una serie geometrica con razon r = \x/c\, que 
es menor a 1 porque |x| < |c|. En consecuencia, la serie (6) converge y, por lo tanto, la se- 
rie original converge absolutamente. Esto demuestra la primera mitad del teorema. 

La segunda mitad del teorema se deduce de la primera. Si la serie diverge en x = d y 
converge en un valor x 0 con |xo| > |c/|, podemos tomar c = xo en la primera mitad del 
teorema y concluir que la serie converge absolutamente en d. Pero la serie no puede con- 
verger absolutamente y divergir al mismo tiempo en x = d. En consecuencia, si diverge en 
d entonces diverge para toda x con| x | > | d \ . u 


Para simplificar la notacion, el teorema 18 se ocupa de la convergencia de series de la 
forma 2a«x". En el caso de series de la forma — a)" podemos sustituir x — a por 

x' y aplicar los resultados a la serie Xa,i(x')'\ 


Radio e interval o de convergencia de una serie de potencias 

El teorema que acabamos de demostrar y los ejemplos que hemos examinado nos llevan a 
concluir que una serie de potencias 2c„(x — a )" se comporta de alguna de las tres formas 
siguientes. Puede converger solo en x = a , converger en todo punto o bien converger en al- 
gun intervalo de radio R con centra en x = a. Demostraremos esto como un corolario del 
teorema 18. 


COROLARIO DEL TEOREMA 

La convergencia de la serie 2c„(x — a)" se describe por medio de una de las si- 
guientes tres posibilidades: 

1. Existe un numero positivo R tal que la serie diverge parax, con |x — a > R 
pero converge absolutamente parax con |x — a\ < R . La serie puede con- 
verger o no en cualquiera de los extremos x = a — Ry x = a + R. 

2. La serie converge absolutamente para toda x (R = oo). 

3. La serie converge en x = a y diverge para cualquier otro valor (R = 0) . 
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Demostracion Primero suponemos que a = 0, por lo que la serie de potencias esta cen- 
trada en 0. Si la serie converge en todas partes, tenemos el caso 2. Si converge solo en 
x = 0 tenemos el caso 3. Si no se da alguno de los dos casos anteriores entonces existe un 
numero distinto de cero d, tal que '£ J c n d" diverge. El conjunto S de valores de x para los 
que la serie 2c„x" converge es no vaclo, ya que contiene a 0 y tambien a un numero posi- 
tivo p. De acuerdo con el teorema 18, la serie diverge para toda x con |*| >14 por lo que 
|x| < | d | para toda x e S , luego S es un conjunto acotado. Por la propiedad de completez 
de los numeros reales (vea el apendice 4) un conjunto acotado y no vaclo tiene una minima 
cota superior R. (La minima cota superior es el numero mas pequeno con la propiedad de 
que los elementos x e S satisfacen x < R.) Si |x| > R & p, entonces * £ S por lo que la 
serie 2c„x" diverge. Si x < R, entonces x no es una cota superior para S (ya que es me- 
nor que la minima cota superior), luego existe un numero be S tal que b > |x|. Como 
be S, la serie 2)c„b" converge y, por lo tanto, la serie 2c„|x|" tambien lo hace, por el 
teorema 18. Esto demuestra el corolario para series de potencias centradas en a = 0. 

En el caso de una serie de potencias centrada en a ¥= 0, hacemos x' = (x — a) y re- 
petimos el argumento con x' . Como x' = 0 cuando x = a, un intervalo de convergencia 
de radio R para 2c„(x')" centrado en x' =0 es el mismo que un intervalo de convergen- 
cia de radio R para 2c„(x — a) n centrado en x = a. Esto establece el corolario para el 
caso general. ■ 

Se dice que R es el radio de convergencia de la serie de potencias y al intervalo de ra- 
dio R con centra en x = a se le llama intervalo de convergencia. El intervalo de conver- 
gencia puede ser abierto, cerrado o semiabierto, dependiendo de la serie en particular. En 
puntos x con |x — a \ < R, la serie converge absolutamente. Si la serie converge para to- 
dos los valores de x, diremos que su radio de convergencia es infinito. Si converge solo en 
x = a, diremos que su radio de convergencia es cero. 


Como probar si una serie de potencias converge 

1. Utilice el criterio de la razon (o el criterio de la raiz n-esima) para determi- 
nar el intervalo en donde la serie converge absolutamente. Usualmente es 
un intervalo abierto. 

|x — a\ < R o a — R < x < a + R. 

2. Si el intervalo de convergencia absoluta es finito, pruebe la convergencia o 
divergencia en cada punto extremo, como en los ejemplos 3a y b. Utilice la 
prueba de comparacion, la prueba de la integral, o la prueba de la serie alter- 
nante. 

3. Si el intervalo de convergencia absoluta es a — R < x < a + R, la serie 
diverge para |x — a\ > R (ni siquiera converge condicionalmente), y a que 
el n-esimo termino no se aproxima a cero para esos valores de x. 


Diferenciacion termino a termino 

Un teorema del calculo avanzado dice que una serie de potencias se puede derivar, termino 
a termino, en cada punto interior de su intervalo de convergencia. 
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TEOREMA 19 Teorema de la diferenciacion termino a termino 

Si 2c„(x — a)" converge para a — R < x < a + R para alguna R > 0, enton- 
ces define una funcion/: 

OO 

/(x) = — *0", a — R < x < a + R. 

n = o 

Esa funcion f tiene derivadas de todos los ordenes dentro del intervalo de conver- 
gencia. Podemos obtener las derivadas diferenciando la serie original termino a 
termino: 

OO 

f'(x) = 2 nc„{x ~ a)" -1 
11 = 1 

OO 

/"(x) = 2 n ( n _ !) c «( x _ a)"~ 2 , 

n=2 

y asi sucesivamente. Cada una de estas series derivadas converge en todos los 
puntos interiores del intervalo de convergencia de la serie original. 


Ej EMPLO 4 Apl icacion de la diferenciacion termino a termino 

Hallar la serie para f'(x) y f"(x ) si 


f(x) = -T — - — = 1 + X + x 2 + x 3 + x 4 + ■ ■ ■ + x" + ■ ■ ■ 

1 - X 

OO 

= 2 X "’ -1 < x < 1 

n = 0 

Solucion 

f'{x) = — , = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + • ■ ■ + nx "— 1 + • ■ ■ 

(1 - x) 2 

OO 

= -i < x < i 

n= 1 

f"(x) = — , = 2 + 6x + 12x 2 + • • • + n{n — l)x" -2 + • • • 

(1 - x) 3 


OO 


= 2 

,7 = 9 


n(n — l)x" 2 , 


— 1 < x < 1 


PRECAUCI ON Derivar termino a termino no siempre funciona con series de otro tipo. Por 
ejemplo, la serie trigonometrica 


OO 


2 

n= 1 


sen (nix) 


converge para toda x. Pero si diferenciamos termino a termino, obtenemos la serie 

nicos (nix) 
n 2 ’ 

que diverge para toda x. Esta no es una serie de potencias, ya que no es una suma de poten- 
cias enteras de x. 
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Integration termino a term! no 

Otro teorema de calculo avanzado establece que una serie de potencias puede ser integrada 
termino a termino en todo su intervalo de convergencia. 


TEOREMA 20 Teorema de integration termino a termino 

Suponga que 


OO 


f(x) = 2 C n( X ~ a T 


n = 0 

converge para a — R < x < a + R (R > 0) . Entonces 



converge para a — R < x < a + Ry 



para a — R < x < a + R. 


EJ EMPLO 5 Una serie para tan 1 x, -1 < x< 1 


Identificar la funcion 


x 3 x 5 
fix) = X - y + y 


— 1 < X ^ 1 . 


Solucion Diferenciamos termino a termino la serie original, y obtenemos 


/' (x) = 1 — x 2 + x 4 — x 6 + • • — 1 < x < 1 . 


Esta es una serie geometrica cuyo primer termino es 1 y su razon es — x 2 , por lo que, 



1 + x 2 ' 


1 


Ahora podemos integrar /'(x) = 1/(1 + x 2 ) para obtener 



La serie para /(x) es cero cuando x = 0, asf que C = 0. Por lo tanto, 


3 5 7 

fix) = x — ^ ^ — : y + -- - = tan -1 x, — 1 < x < 1 . 


( 7 ) 


En la seccion 11.10 veremos que la serie converge tambien a tan 1 x en x = ± 1 . 
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Observe que la serie original del ejemplo 5 converge en ambos extremos del intervalo 
de convergencia, pero el teorema 20 solo puede garantizar la convergencia de la serie deri- 
vada dentro del intervalo. 


EJ EMPLO 6 Una serie para In (1 + x), -1 < x < 1 

La serie 


1 

1 + 1 


1 - t + t 1 - f 3 + • ■ • 


converge en el intervalo abierto — 1 < t < 1 . Por lo tanto. 


X 

Teorema 20 

0 



Puede demostrarse tambien que en x = 1 la serie converge al numero In 2, aunque eso no 
lo garantizaba el teorema. 


In ( 1 + x) = 


1 + t 


dt = t 


+ 


3 4 


APLI CACI ON TECN0L0G1 CA Estudio de series 


Las series son analogas a las integrales en muchos aspectos. Asf como el numero de fun- 
ciones que tienen antiderivadas explfcitas en terminos de funciones integrables, el nume- 
ro de series de potencias en x que concuerdan con funciones elementales explfcitas en in- 
tervalos de x es pequeno en comparacion con el numero de series de potencias que 
convergen en algun intervalo de x. Algun software que permita graficar (o una calcula- 
dora grafica) puede ser util en el estudio de esas series, de hecho en forma muy parecida 
a la que la integracion numerica ayuda en el estudio de las integrales definidas. La capa- 
cidad de estudiar series de potencias en valores particulares de x ha sido incorporada a la 
casi todos los paquetes de software matematico. 

Si una serie converge con suficiente rapidez, la exploration con un software mate- 
matico nos puede dar una idea aproximada del valor de la suma. Por ejemplo, al calcular 
las primeras sumas parciales de la serie 2/t=i [1/(2* 1 )] (ejemplo 2b de la seccion 1 1.4), 
Maple da por resultado S n = 1.6066 95152 para 31 < n < 200 . Esto sugiere que la su- 
ma de la serie es 1.606695152 hasta 10 dfgitos. En efecto, 


OO 




OO 

y 1 

6 i 2 k -\2 - ( 1 / 2 *- 1 )) 


< 


OO 



1 

2* -1 


1 

2 199 


< 1.25 X 10 -60 . 


El residuo es insignificante despues de 200 terminos. 

Sin embargo, las exploraciones con software matematico y con calculadoras pueden 
no ser utiles si la serie converge o diverge muy lentamente, de hecho, los resultados obte- 
nidos por esas vfas pueden ser incluso enganosos. Por ejemplo, trate de calcular las su- 
mas parciales de la serie 2/t=i [1/(10 10 Ar)] . Los terminos son diminutos en comparacion 
con los numeros que manejamos habitualmente, y las sumas parciales resultan minuscu- 
las aunque usemos cientos de terminos. En consecuencia, es facil confundirse y llegar a 
creer que la serie converge. En realidad diverge, como podemos ver si la escribimos co- 
mo (1/10 io )2a=i (1/&), una constante multiplicada por la serie armonica. 

Sabremos mejor como interpretar los resultados numericos despues de estudiar las 
estimaciones de errores en la seccion 1 1.9. 
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Multi plicacion de series de potencias 

Otro de los teoremas de calculo avanzado dice que las series de potencias absolutamente 
convergentes pueden multiplicarse igual que los polinomios. Aquf se omitira la demostra- 
cion 


TEOREMA 21 Teorema de la multiplicacion de series para series de 
potencias 

Si A(x) = a nX n y B(x ) = 2„=o b„x" convergen absolutamente para |x| 

<R, y 

n 

c n = aobn + a\b n -\ + a 2 b n -2 + *** + a n -\b\ + a n b Q = 2 a k b n - k , 

k = 0 

entonces c„x" converge absolutamente a A(x)B(x) para | x < R : 

/ oo \ / oo \ oo 

( ) = 2 C « X "- 

\n= 0 / \n= 0 / n=0 


EJ EMPLO 7 Multiplicar la serie geometrica 


^x" = 1 + x + x 2 + -- - + y + -- - = -j-^ — , para | x \ < 1 , 

n = o 1 x 

por si misma para obtener una serie de potencias para 1/(1 — x) 2 , para | x | < 1 . 
Solucion Sean 

OO 

A(x) = 2 a H x " = 1 + x + x 2 4- • • • + x" 4- • • • = 1/(1 — x) 

n = 0 
oo 

B(x) = ^ \b n x n = 1 4- x 4- x 2 4- • • • 4- x" 4- • • • = 1/(1 — x) 

n = 0 

y 

c n = aob„ + a\b n -\ 4- • • • 4- cikb,,- k 4- ■ ■ • 4- a„bo 

n + 1 terminos 

= 1 + 1 + •• ■ + 1 = n + 1 . 

77+1 unos 

Entonces, por el teorema de la multiplicacion de series, 

OO OO 

A(x)*B(x) = 2 C « X " = l) x " 

n= 0 n= 0 


= 1 4- 2x 4- 3x 2 4- 4x 3 4- ■ • • 4- (n 4- l)x" 4- ■ • • 

es la serie para 1/(1 — x) 2 . La serie converge absolutamente para |x| < 1 . 
Observe que en el ejemplo 4 se obtiene la misma respuesta, porque 


1 


1 


d_ 

dx 


1 — x 


(1 -x) 2 ' 
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EJ ERG Cl OS 11.7 


Interval os de convergencia 

En los ejercicios 1 a 32, (a) halle el radio y el intervalo de convergen- 
cia de la serie. ^Para que valores de x converge la serie (b) absoluta- 
mente, (c) condicionalmente? 


1. 


2. 2(* + 5)" 

n = 0 


3. 2(-l)"(4x + 1) B 4.2 


(3jc - 2)" 


5- 2 


(x ~ 2)" 


n =o 10” 


7. y 

h n + 2 


9. 2^— 

n= 1 ft 2 ft 3" 
00 (-]Yx n 

ii. 2^4^ 


i3. 2- 

12 = 0 

oo 

15. 2 


17. 2 


n= o 2 ft 2 + 3 

n(x + 3)" 


5” 


6. 2(2*)" 

77=0 

o ” (~l)”(x + 2)" 

2j n 

n— 1 


10. 2 


(x - ir 


n=\ 2 ft 

“ r“v" 

12 . 2 ^ 

„=o ' l! 


14. 2 


(2x + 3) 2 


n = 0 n ‘ 

oo / i \n v ti 


16. 2 


(-l)V 


»=o 2 «- + 3 


18 - 2 , 


nx" 

4 "(w +1) 


19. 2^ 

«=0 J 

21- Sfl + ft 


20. 2 2 1 «(2x + 5)” 


22. 2 (In n)x” 


23. 2«"*" 


24. 2 n'-(x- 4)" 


„„ (-l) n+1 (x + 2 )” 

25, nr 


26. 2(- 2 )"(« +l)(*-0” 

77=0 


En los ejercicios 33 a 38, determine el intervalo de convergencia de 
las series y, dentro de este, la suma de las series como una funcion de x. 


33 . y . 

n =0 4ft 

34- 2 9 « 

77 = 0 J 

OO / -J \ 77 

*5(V-) 

OO 

36. 2Hnx)" 

77 = 0 

37- 2 

00 / 2 1 \ J 

38. 2 fcf 1 ) 


77 = 0 \ ~ / 

Teoria y ejemplos 



39. Determine para que valores de x converge la serie 


1 - t (x - 3) + -7 (x - 3) z + • ■ ■ + ( — x. ) (x — 3)" + 


^Cual es su suma? ^Que serie se obtiene al diferenciar termino a 
termino la serie dada? <;Para que valores de x converge la nueva 
serie? ^Cual es su suma? 

40. Si la serie del ejercicio 39 se integra termino a termino, ^que nue- 
va serie se obtiene? ^Para que valores de x converge la nueva serie 
y que otro nombre recibe su suma? 

41. La serie 


senx = x — 




11 ! 


+ ... 


converge a sen x para toda x. 

a. Halle los seis primeros terminos de una serie para cos x. ^Para 
que valores de x deberfa ser convergente la serie? 

b. Determine, sustituyendo x por 2x en la serie para sen x, una 
serie que converja a sen 2x para toda x. 

c. Usando el resultado de (a) y la multiplication de series, 
calcule los seis primeros terminos de una serie para 2sen x 
cos x. Compare su respuesta con la respuesta que dio en el 
inciso (b). 

42. La serie 


27. 2 


«=2 ft(ln ft)' 


Obtenga el ejercico 39 de la seccion 
1 1.3 la informacion que necesite 
acerca de ^ l/(/i(ln n ) 2 ) 


28. 2 


Obtenga en el ejercicio 38 de la 
seccion 11.3 la informacion que 
necesite acerca de ^ 1 / ( n In n) 


29. 2 

71=1 


(4x - 5) 2 

ft 3 /^ 


OO 

30. 2 


n— 1 


(3x + 1)" +1 
2n + 2 


31. 2 

71=1 


(* + P )” 
2 n 


32. 2 

77 = 0 


(* - 2 2 ) 

2 ” 


e 


X 


1 


, + + x\ 

X 2!3!4! 



converge a e ' para toda x. 

a. Halle una serie para (d/dx)e x . ^Obtuvo la serie para e x 7 Jus- 
tifique su respuesta. 

b. Halle una serie para J e x dx. ^Obtuvo la serie para e x 7 Justi- 
fique su respuesta. 

c. Sustituya x por — x en la serie para e x y determine una serie 
que converja e~ x para toda x. Multiplique despues las series pa- 
ra e x y e~ x , y halle los seis primeros terminos de la serie para 


2 ' 
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43. La serie 


f , * J , 2*" 17 * , 
tan* = * + y + ^ + ^ + 


62* 9 
2835 


converge a tan * para — p /2 < * < p/ 2 . 

a. Halle los cinco primeros terminos de la serie para In | sec * | . 
^Para que valores de * debe converger la serie? 

b. Halle los cinco primeros terminos de la serie para sec 2 * . ^Pa- 
ra que valores de * debe converger esta serie? 

c. Compruebe su resultado del inciso (b) elevando al cuadrado 
la serie para sec * del ejercicio 44. 

44. La serie 


, . x . 5 4 
sec* = 1 + y + 24 * 


+ v_ x 6 + * L x * 

720 8064 


converge a sec * para — p /2 < * < p/ 2 . 

a. Encuentre los cinco primeros terminos de una serie de poten- 
cias para la funcion In | sec * + tan * | . ^Para que valores de * 
debe converger la serie? 

b. Halle los cuatro primeros terminos de una serie para sec * 
tan *. ^Para que valores de * debe converger la serie? 


c. Compruebe su resultado del inciso (b) multiplicando la serie 
para sec * por la serie para tan * del ejercicio 43. 

45. Unicidad de las series de potencias convergentes 

a. Demuestre que si dos series de potencias 2^=o a n *" y 
2 „=o b n x n son convergentes e iguales para todos los valores 
de * en un intervalo abierto ( — c, c), entonces a„ = b„ para 
toda n. (Sugerencia: Sea /(*) = 2„=o a nX n = 2 n =o b„x n . 
Derive termino a termino para demostrar que tanto a„ como 
b„ son iguales a f n \0)/(n \) .) 

b. Demuestre que si a nX n = 0 para toda * en un intervalo 
abierto (— c, c) , entonces a, , = 0 para toda n. 

46. La suma de la serie 2/, <|(/i 2 /2") Para determinar la suma de 
esta serie, exprese 1/(1 — *) como una serie geometrica, derive 
ambos lados de la ecuacion resultante con respecto a *, multipli- 
que ambos lados del resultado por *, derive una vez mas, vuelva a 
multiplicar por * y haga * igual a 1 / 2 . ^Que obtiene? ( Fuente : 
Carta de David E. Dobbs al editor, Illinois Mathematics Teacher, 
volumen 33, numero 4, 1982, pag. 27.) 

47. Convergencia en los puntos extremos Ilustre por medio de 
ejemplos que la convergencia de una serie de potencias en un ex- 
tremo de su intervalo de convergencia puede ser condicional o ab- 
soluta. 

48. Construya una serie de potencias cuyo intervalo de convergencia 
sea 


a. (-3,3) b. (-2,0) c. (1,5). 


1X8 


Series de Taylor y de Maclaurin 


En esta seccion veremos como ciertas funciones infinitamente diferenciables generan las 
series de potencias conocidas como series de Taylor. En muchos casos, estas series pueden 
brindar utiles aproximaciones polinomiales de las funciones que las generaron. 


Representaciones de series 

Por el teorema 19, sabemos que la suma de una serie de potencias es una funcion continua 
con derivadas de todos los ordenes dentro de su intervalo de convergencia. Pero, ^que pue- 
de decirse del recfproco? Si una funcion /(*) tiene derivadas de todos los ordenes en un in- 
tervalo I, ( ',se podra expresar como una serie de potencias en /? Si esto es posible, <jcuales 
seran sus coeficientes? 

Podemos responder facilmente la ultima pregunta si suponemos que /'(x) es la suma de 
una serie de potencias. 

OO 

fix) = “ a ) n 

72 = 0 

= ao + a i(x — a) + «2(* — a) 2 + ■ ■ • + a„(x — a) n + ■ ■ ■ 

con un radio de convergencia positivo. Al derivar repetidamente, termino a termino, dentro 
del intervalo de convergencia I, obtenemos 

f'{x) = a i + 2a2(x — a) + 3a}{x — a) 2 + ■ ■ ■ + na„(x — a)" -1 + ■ ■ • 

fix) = 1 • 2a 2 + 2 • 3ai{x — a) + 3 • Aa^{x — a) 2 + • • • 

/'"(*) = 1 • 2 • 3«3 + 2 • 3 • 4a4(x — a) + 3 • 4 • 5a$ix — a) 2 + • ■ •, 
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siendo la n-esima derivada, para toda n, 

p n \x) = n\a„ + una suma de terminos con (x — a) como factor. 

Puesto que todas estas ecuaciones son validas cundo x = a, tenemos 

f'(a ) = a u 

/"(«)= 1-2 a 2 , 

f"'(a) = 1-2-3 a 3 , 

y, en general, 

f {n) (a) = n\a„. 

Estas formulas revelan un patron en los coeficientes de cualquier serie de potencias 
2 „=o a n(x ~ a) n que converge a los valores de/en I (decimos “que representa a/sobre 
/”)■ Si esa serie existe (aun no lo sabemos) entonces solo hay una de tales series y su n-esi- 
mo coeficiente es 

f (n \a) 


Si/tiene representacion como serie de potencias, esta debe ser 


f(x) 


f(a) + f'(a)(x - a) + J -^y^{x - a) 2 


/"(«) 

2 ! 


+ • • • + 1 — (x — a) n + 


( 1 ) 


Pero si empezamos con una funcion arbitraria/, infinitamente diferenciable en un interva- 
lo /centrado en x = a, y la usamos para generar la serie de la ecuacion (1), ^convergera la 
serie a/(x) en cada x del interior de /? La respuesta es: quiza; para algunas funciones si, 
pero para otras no sera asf, como veremos mas adelante. 


Biografia historica 

Brook Taylor 
(1685-1731) 

Colin Maclaurin 
(1698-1746) 


Series de Taylor y de Maclaurin 


DEFI Nl Cl ONES Serie de Taylor, serie de Maclaurin 

Sea/una funcion con derivadas de todos los ordenes en algun intervalo que con- 
tenga a como un punto interior. Entonces la serie de Taylor generada por / en 
x = a es 


2 

k = 0 


f {k \a) 

k\ 


(x — a) k 


f"{a ) , 

f(a ) + f'(a)(x - a) + — (x - a) 2 


+ ■ ■ • + 




(x — a) n + • ■ ■ . 


La serie de Maclaurin generada por / es 


^ k , no) 2 , 

2 j = f(°) + f (°) x + + 

k=0 K - 


2 ! 


f ( '°( 0) „ 

H : X 


+ 


que es la serie de Taylor generada por/en x = 0. 


La serie de Maclaurin generada por/suele denominarse simplemente serie de Taylor de/. 
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EJ EMPLO 1 Determinacion de una serie de Taylor 

Hallar la serie de Taylor generada por /(x) = l/x en a = 2.. ^Converge la serie a l/x? 
(i D6nde? 

Solucion Necesitamos determinar /( 2), /'( 2), /"( 2), A1 derivar, obtenemos 

fix) = x~\ f{ 2) = 7T 1 = 


f'(x) = -X 2 , 
fix) = 2\x- 3 , 
fix) = — 3!x~ 4 , 


/"( 2 ) _ ^—3 1 

2 ! 7 2 3 ’ 

/"'( 2 ) = 1 
3! 2 4 ’ 


/ (n) (x) = (-1)"h!x _( " +1) , 


/ (n) (2) (-1)” 

n! 2" +1 


La serie de Taylor es 

/"( 2) , / <n) (2) 

/(2) + f'(2)(x - 2) + “ 2 ) + •■• + “ 2) " + •" 

1 (x - 2) (x - 2) 2 (x - 2)" 

= 2 *- 2 — ^ + 2 — , + (- 1 )" 2 — + •■■■ 

2 2 2 2 3 2" +1 

Esta es una serie geometrica con 1/2 como primer termino y razon r = — (x — 2)/2. 
Converge absolutamente para | x — 2 1 < 2 y su suma es 

1/2 i i 

1 + (x — 2)/2 2 + (x — 2) x 

En este ejemplo, la serie de Taylor generada por f(x ) = l/x en a = 2 converge a l/x pa- 
ra |x — 2 1 < 2 oO < x < 4. 


Polinomios de Taylor 

La linealizacion de una funcion diferenciable / en un punto a, es el polinomio de grado 
uno dado por 


p lW = f{a ) + f'(a)(x - a). 

En la seccion 3.8 usamos esta linealizacion para aproximar/(x) en valores de x cercanos a 
a. Si/tiene derivadas de orden mayor en a, tambien tiene aproximaciones polinomiales de 
orden mayor, una para cada derivada disponible. Estos polinomios se llaman polinomios 
de Taylor de/. 
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DEFINITION Polinomio de Taylor de or den n 

Sea/una funcion con derivadas de orden k para k = 1 , 2, . . . , A' en algun inter- 
val que contenga a como un punto interior. Entonces, para cualquier entero n, 
de 0 a(V, el polinomio de Taylor de orden n generado por/en x = a es el poli- 
nomio 


P n {x) 


f(a ) + - a) + 

+ 


/"(«) 

2 ! 


/%) 

k\ 


(x — a) 2 + ■ • • 

(x — a) k + ■ • • + 


f M (a) 

n\ 


(x — a)" . 


Decimos que un polinomio de Taylor es de orden n y no de grado n porque /"Ha) 
puede ser cero. Por ejemplo, los dos primeros polinomios de Taylor de fix) = cos x, en 
x = 0, son P<)(x) = 1 y Pi(jc) = 1 . El polinomio de primer orden tiene grado cero, no 
uno. 

Del mismo modo que la linealizacion de f en x = a ofrece la mejor aproximacion li- 
neal de/en la vecindad de a , los polinomios de Taylor de orden mayor brindan las mejores 
aproximaciones polinomiales de sus respectivos grados. (Yea el ejercicio 32.) 


y 



FIGURA 11,12 La grafica de f(x) = e x 

y sus polinomios de Taylor 

P\(x) = 1 + x 

Pi(x) = 1 + x + (x 2 /2!) 

P 3 (x) = 1 + X + (x 2 /2\) + (x 3 /3!) . 
Note el gran parecido en la vecindad del 
centra x = 0 (ejemplo 2). 


EJ EMPLO 2 Determinacion de los polinomios de Taylor para e* 

Hallar la serie de Taylor y los polinomios de Taylor generados por f(x) 
Solucion Dado que 


f(x) = e\ fix) = e*, 

tenemos 

m =e°=l, f'i 0) = 1, 

La serie de Taylor generada por/en x = 0 es 


f M ix) = e x , 
f (n) i0 ) = 1, 


/( 0) + f'i 0)x + ^r 2 + • • • + f ^f^x" + 


e x en x = 0 . 


Y Y 

= 1+ x + : V + --- + £ t + 

2 n\ 


2 

k = 0 


k\ • 


Por definicion, esta es tambien la serie de Maclaurin para e 1 . En la seccion 11.9 veremos 
que la serie converge a e x para cualquier x. 

El polinomio de Taylor de orden n en x = 0 es 

P„ix) = l+ x + y + -- - + ^. 


Yea la figura 11.12. 


EJ EMPLO 3 Determinacion de los polinomios de Taylor para cos x 

Hallar la serie de Taylor y los polinomios de Taylor generados por fix) = cos x en x = 0 . 
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Solucion El coseno y sus derivadas son 


f(x) = 

COS X , 

fix) = 

—sen x, 

f" to = 

—cos X , 

f (3 \x) = 

sen x, 

f (ln \x) = 

(— 1)" cosx, 

f i2n+1 \x ) = 

( — 1)' ,+1 S enx 


En x = 0, los cosenos son 1 y los senos son 0, por lo cual 

f (2n \ 0) = (-1)", / (2 " +1) (0) = 0. 


La serie de Taylor generada por/en 0 es 

, no) 2 , / m ( o) 3 , , f M ( o) „ , 

/( o) + f (0)x + x + 3 , x + ■ ■ • + n , x + 


J2 n 


= 1 + Ox 


+ 0-x J + — + ■••+ (' — IV 7 — 1- 

2! + u x 4| 1 U ( 2n )j + 


Z {~\) k x 2k 

h (2*)! 


Esta tambien es la serie de Maclaurin para cos x. En la seccion 11.9 veremos que la serie 
converge a cos x para toda x. 


Como f (2n 1 1 ’(() ) = 0, los polinomios de Taylor de orden 2 n y 2 n + 1 son identicos: 

r 2 4 2 n 

P Ini*) = Pln + iW = 1 - - ■■■ + 

La figura 11.13 muestra como estos polinomios aproximan a /(x) = cosx cerca de 
x = 0 . Solo se ilustra el lado derecho de las graficas, ya que estas son simetricas con res- 
pecto del eje y. 


y 



FIGURA 11,13 Los polinomios 


P 2n (x) 


" ( -\) k x 2k 

ik (2 k)\ 


convergen a cos x cuando n—*oo. Podemos deducir el compor- 
tamiento de cos x, a una distancia arbitrariamente grande, cono- 
ciendo solamente los valores del coseno y sus derivadas en 
x = 0 (ejemplo 3). 
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Ej EMPLO 4 Una funcion f cuya serie de Taylor converge en toda x, pero 
converge a fix) solo en x = 0 


Puede demostrarse (aunque no es facil) que 

fix) = 


I 0 ’ , 


x = 0 
x A 0 

(figura 11.14) tiene derivadas de todos los ordenes en x = 0, y que f M { 0) = 0 para toda 
n. Esto significa que la serie de Taylor generada por/en x = 0 es 


f"( 0) 

fiO) + f'i 0)x + i j r x 2 + 


f (n) ( 0) 

+ —r^X n + 


= 0 + 0-x + 0-x 2 + ••• + 0-x" + 


= 0 + 0 + ••• + 0 + -•-. 

La serie converge para toda x (su suma es 0), pero converge a/(x) solo en x = 0 . 



FIGURA 11.14 La grafica de la extension continua de 
y = e -1 /' es tan plana en el origen que todas sus derivadas allf 
son cero (ejemplo 4). 


Alin quedan pendientes dos preguntas. 

1. ( : ,Para que valores de x puede esperarse que una serie de Taylor converja a la funcion 
que la genera? 

2. qCon que precision aproximan los polinomios de Taylor a la funcion en un intervalo 
dado? 

Las respuestas son el contenido del Teorema de Taylor en la siguiente seccion. 


EJERCICIOS 11.8 


Determination de polinomios de Taylor 

En los ejercicios 1 a 8, determine los polinomios de Taylor de ordenes 
0, 1, 2 y 3 generados por/en a. 


Determination de series de Taylor en x= 0 
(Series de Matiaurin) 

Determine las series de Maclaurin para las funciones de los ejercicios 


1. 

fix) = 

In x. 

a = 1 

2- fix) 

= In (1 + x), a = 0 

9 a 20. 



3. 

fix) = 

1/x, 

a = 2 

4 . fix) 

= l/(x + 2), a = 0 

9. 

10. 

e x ' 2 

5. 

fix) = 

sen x, 

a = p/4 

6- fix ) 

= cosx, a = p/4 

11. 1 

12. 

1 

7. 

fix) = 

2 x, 

a — 4 

8- fix) 

= 2x + 4, a = 0 

1 + X 


1 - 







13. sen 3x 

14. 

sen/ 
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15. 7 cos (— x) 

in u e * + e X 

17. coshx = 

19. x 4 - 2x 3 - 5x + 4 


16. 5 cos px 
18. senhx = 
20. (x + l) 2 


e* - e~ x 


2 


Determination de series de Taylor 

En los ejercicios 21a 28. determine la serie de Taylor generada por / 
enx = a. 

21. f(x) = x 3 — 2x + 4, a = 2 

22. fix) = 2x 3 + x 2 + 3x — 8, a = 1 

23. /(x) = x 4 + x 2 + 1, a = —2 

24. /(x) = 3x 5 - x 4 + 2x 3 + x 2 - 2, a = - 1 

25. f(x) = 1/x 2 , a = 1 

26. /(x) = x/(l — x), a = 0 

27. /(x) = e A , a = 2 

28. /(x) = 2 X , a = 1 

Teona y ejemplos 

29. Utilice la serie de Taylor generada por e x en x = a para demostrar 
que 


e 


X 


e a 1 + (x 


a) + 


(x — a) 2 
l i_ + . . . 

2 ! 


30. ( Continuation del ejercicio 29.) Determine la serie de Taylor ge- 
nerada por e x en x = 1 . Compare su respuesta con la formula del 
ejercicio 29. 

31. Suponga que/(x) tiene derivadas hasta de orden nenx= a. De- 
muestre que el polinomio de Taylor de orden n y sus primeras n 
derivadas tienen los mismos valores que/y sus primeras n deriva- 
das en x = a . 


32. De todos los polinomios de grado £ n, el polinomio de Taylor 
de orden n es el que da la mejor aproximacion Suponga 
que /(x) es diferenciable en un intervalo con centra en x = a, 
y que g(x) = bo + b\(x — a) + ■ ■ ■ + b n {x — a) n es un polino- 
mio de grado n con coeficientes constantes bo, , b„ . Sea E(x) = 
f(x) — g(x) . Demuestre que si imponemos a g las condiciones 

El error de la aproximacion es cero en 
x = a. 

El error es despreciable si se 
compara con (x — a)" . 


a. E(a) = 0 

E(x) 

b. 11m ' = 0, 

x->a (x — a) 

entonces 


-f" ( 

g(x) = f(a) + f'(a)(x - a) + (x - a) 2 + 


f (n \a ) 


(x — a)". 


En consecuencia, el polinomio de Taylor P n (x) es el unico polino- 
mio de grado menor o igual que n cuyo error es cero en x = a y 
ademas resulta despreciable cuando se compara con (x — a)" . 

Aproximaciones cuadraticas 

El polinomio de Taylor de orden 2 generado por una funcion /(x), dos 
veces diferenciable en x = a, se denomina aproximacion cuadratica 
de/en x = a. En los ejercicios 33 a 38, determine (a) la linealizacion 


(polinomio de Taylor de orden 1), y (b) la aproximacion cuadratica de 
/en x = 0. 

33. f(x) = In (cos x) 

34. fix) = e senx 

35. f{x) = 1/2 1 - x 2 

36. fix) = coshx 

37. f(x) = senx 

38. fix) = tanx 


1X9 


Convergencia de series de Taylor; estimation de errores 


En esta seccion nos ocuparemos de las dos preguntas que quedaron sin respuesta en la sec- 
cion 1 1.8: 

1. ^Cuando converge una serie de Taylor a la funcion que la genera? 

2. (i Con que precision los polinomios de Taylor de una funcion aproximan a la funcion 
en un intervalo dado? 


Teorema de Taylor 

Responderemos estas preguntas con el siguiente teorema. 
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TEOREMA 22 Teorema de Taylor 

Si/y sus primeras n derivadas f", . . . , f" ] son continuas en el intervalo cerra- 
do entre a y b y si f < " > es diferenciable en el intervalo abierto entre ay b, enhan- 
ces existe un numero c, entre ay b, tal que 


f(b ) = f(a) + f'(a)(b - a) + pyp (b - a) 2 + 

, f in U Y , f (n+1 \c) + 1 

+ ^ r (b-a) + {n + 1} , (b ~ a) . 


El Teorema de Taylor es una generalizacion del Teorema del Valor Medio (ejercicio 39). A1 
final de esta section se ofrece una demostracion del Teorema de Taylor. 

Cuando aplicamos el teorema de Taylor, generalmente queremos mantener fija a a y 
usar a b como variable independiente. La formula de Taylor es mas facil de utilizar en esas 
circunstancias si cambiamos b por x. Esta es la version del teorema con este cambio. 


Formula de Taylor 

Si/tiene derivadas de todos los ordenes en un intervalo abierto I que contiene a a 
entonces para cada entero positivo n y para cada x en /, 

f(x) = f(a ) + f(a)(x - a) + pp (x - a) 2 + ■ ■ ■ 


+ 


f M (a) 

n\ 


{x — a)' 1 + R„(x), 


( 1 ) 


donde 


R n (x) 


/ >i+1) (c ) 

( n + 1 )! 


(x — a)" +1 


para alguna c entre ay x. 


( 2 ) 


Cuando lo expresamos de esta forma, el teorema de Taylor dice que, para cada x e /, 

/(x) = P„(x) + R n (x) . 

La funcion R n (x) esta determinada por el valor de la (n + 1) -esima derivada, / ( " 1 1 * en el 
punto c, el cual depende tanto de a como de x y se encuentra entre ellos. Para cualquier va- 
lor de n que elijamos, la ecuacion nos da una aproximacion polinomial de/de ese orden y 
tambien una formula para el error cometido al usar esa aproximacion sobre el intervalo I. 

La ecuacion (1) se conoce como formula de Taylor. La funcion R„(x) se llama resi- 
duo de orden n o termino de error para la aproximacion de / por de P„(x) sobre I. Si 
R„(x) —> 0 cuando n —* cxd para toda x e /, decimos que la serie de Taylor generada por / 
en x = a converge a/en /, y escribimos 

“ f (k \a) 

fix) = 2 L \ — (x - a) k . 
k = 0 K - 

Con frecuencia es posible estimar R„ sin conocer el valor de c, como se ilustra en el ejem- 
plo siguiente. 
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Ej EMPLO 1 Revision de la serie de Taylor para e* 

Demostrar que la serie de Taylor generada por f(x) = e x en x = 0 converge a f(x) para to- 
do valor real x. 

Solution La funcion tiene derivadas de todos los ordenes en todo el intervalo I = 
( — oo ; oo) . Las ecuaciones (1) y (2) con f(x) = e x y a = 0 dan 

2 n El polinomio del ejemplo 

e x = 1 + X + “tt 4* • • • + —7 + R n (x) 2, de la seccion 1 1.8 
2! n\ 


y 


Rn{x) 


e c x n+\ 

{n + 1)! 


para alguna c entre 0 y x . 


Como e x es una funcion creciente de x, e r esta entre e° = 1 y e x . Cuando x es negativa, 
c tambien lo es y e c < 1 . Cuando x es cero, e x = 1 y R n {x) = 0. Cuando x es positiva, c 
tambien lo es y e c < e x . Por lo tanto. 


I *«(*)! 


(n + 1)! 


cuando x < 0, 


y 


RJx) | < e x 


x" +1 

( n + 1 )! 


cuando x > 0 . 


Por ultimo, dado que 


lfm Rjx) 

n — »oo 


jc " +1 

lfm 7 — = 0 paratodax, Seccion 

n— » 0 O (n + 1)! 

0, y la serie converge a e x para toda x. Asi, 


- 2 fr - 1 + x + 

k= 0 K - 


2 ! 


+ 


k\ 


(3) 


Esti macion del residuo 

A menudo es posible estimar R n {x) como lo hicimos en el ejemplo 1 . Este metodo de esti- 
macion es tan conveniente que lo enunciaremos como un teorema para referencias futuras. 


TEOREMA 23 Teorema de estimacion del residuo 

Si existe una constante positiva M tal que | / ( " 1 l) (t) \ < M para toda t entre x y a 
inclusive, el residuo R n (x) del teorema de Taylor satisface la desigualdad 


| *«(*)! ^ M 


\x — a 


n + 1 


(n + 1)! 


Si esta condicion se cumple para toda n y/ satisface todas las demas condiciones 
del teorema de Taylor, entonces la serie converge a /(x). 
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Ahora ya podemos analizar algunos ejemplos de como se usan juntos el Teorema de 
Estimacion del Residuo y el Teorema de Taylor para responder cuestiones de convergen- 
cia. Como vera, tambien pueden usarse para determinar la precision con la cual una fun- 
cion es aproximada por sus polinomios de Taylor. 

Ej EMPLO 2 La serie de Taylor para sen xen x = 0 

Demostrar que la serie de Taylor para sen x en x = 0 converge para toda x. 

Solucion La funcion y sus derivadas son 

f(x) = sen x, f(x) = cos x, 

f'( x ) = ~senx, /"'(x) = - cos x, 

f(2k+ t)(x) = ( — 1)*C0SX, 

f 2k \x) = ( — 1 )* sen x, 
asi 

f k \0) =0 y / 2k+l) (0) = (~l) k . 

La serie solo tiene terminos con potencia impar y, para n = 2k + 1 , el teorema de Taylor 
nos da 


x 3 x 5 

senx = x — ^7 + 


(~\) k J k+x 

+ (2k + 1)! + ^ 2i+l(x) - 


Todas las derivadas de sen x tienen valor absoluto menor que o igual a 1, asi que podemos 
aplicar el teorema de estimacion del residuo con M = 1 para obtener 


l-^+iWI 


1 


\x \ 2k+2 
(2k + 2)!' 


Como (| x | 2A+2 / (2A: + 2)!) —*■ 0 cuando k^> oo, cualquiera que sea el valor de x, 
Rik f i(x) -^0, y la serie de Maclaurin para sen x converge a sen x para toda x. Por lo 
tanto. 


“ (~\) k x 2k+x 
sen x = 2j i .'I 
i£o ( 2k + 1)1 


x~ 

3! 


XT 

5! 


+ Ct - 


X 

7! 


+ • ■ 


(4) 


EJ EMPLO 3 Revision de la serie de Taylor para cos x en x = 0 

Demostrar que la serie de Taylor para cos x en x = 0 converge en cos x para todos los va- 
lores de x. 

Solucion Sumamos el termino residual al polinomio de Taylor para cos x (ejemplo 3, 
seccion 1 1.8) para obtener la formula de Taylor para cos x, con n = 2k: 

r 2 4 2k 

cosx = l - 2! + 4! + + R 2 k(x). 


11.9 Convergencia de series de Taylor; esti macion de errores 815 


Puesto que las derivadas del coseno tienen valor absoluto menor o igual que 1, el teorema 
de estimacion del residuo con M = 1 da 

\x\ 2k+1 

Rlk ^ ~ 1 ' (2k + 1)! ' 

Para todo valor de x, Kik 0 cuando k—*oo. Por lo tanto, la serie converge a cos x para 
todo valor de x. Luego, 


cosx = 


g, (-1)** 2 * 
h (2 k)\ 



x 

4! 



(5) 


EJ EMPLO 4 Determinacion de una serie de Taylor por sustitucion 

Determinar la serie de Taylor para cos 2x en x = 0 . 


Solucion Podemos determinar la serie de Taylor para cos 2x sustituyendo 2x por x en la 
serie de Taylor correspondiente a cos x: 


„ £ (~D k {2x) 2k , 

cos 2x = 2j /^, x . = 1 — 

A=0 


(2x) 2 (2x) 4 (2x) 6 


(2*)! 


2 ! 


= 1 


2V + 2V 


2! 4! 

00 r)2t2k 

*=o (2 k)\ 


2 6 x 6 

6 ! 


+ 


4! 


+ 


6 ! 


+ 


Ecuacion (5) 
con 2x para x 


La ecuacion (5) se cumple para — oo < x < oo, esto implica que tambien es valida para 
— oo < 2x < oo , por consiguiente, la serie recien creada converge para toda x. El ejerci- 
cio 45 explica por que esta serie es efectivamente la serie de Taylor de cos 2x. 


EJ EMPLO 5 Determinacion de una serie de Taylor por multi pi icaci on 

Determinar la serie de Taylor para x sen rem = 0. 

Solucion Podemos determinar la serie de Taylor para x sen x multiplicando la serie de 
Taylor correspondiente a sen x (ecuacion 4) por x: 

/ 3 5 7 

/ XT , XT X 

xsenx = xlx — + — y|- 

y 4 r 6 v - 8 

2 X . X X . 

-x ~ 3!" 5!" ~ 7!" 

La nueva serie converge para toda x, porque la serie correspondiente a sen x lo hace. El 
ejercicio 45 explica por que esta serie es la serie de Taylor de x sen x. 



Error de truncamiento 

La serie de Taylor para e x en x = 0 converge a e x para toda x. Pero todavia tenemos que 
decidir cuantos terminos usaremos para aproximar e x con un grado de precision dado. La 
informacion necesaria se obtiene del teorema de estimacion del residuo. 
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EJ EMPLO 6 Calcule e con un error menor que 10 6 . 

Solution Podemos usar el resultado del ejemplo 1, con x = 1, para escribir 
e = l + l+ ^y + -'- + ^y + /?„(1), 

con 

R„( 1 ) = e c — t para alguna c entre 0 y 1 . 

(n + 1)! 

Para los fines de este ejemplo, vamos a considerar que sabemos que e < 3 . Por lo tanto, 
tenemos que 


(7+T)i < ' ; " (1)< (^TT)T 

ya que 1 < e c < 3 para 0 < c < 1 . 

En forma experimental encontramos que 1/9! > 10 f \ mientras que 3/10! < 1 0 6 . 
Por consiguiente, deberfamos tomar (n + 1) al menos como 10, o bien, dar a n un valor 
de al menos 9. Con un error menor que 1 0 6 , 

e=l + l+ ^ + ^- + -- - + <^« 2.718282. 


EJ EMPLO 7 <3 Para que valores de x podemos sustituir sen x por x — (x 3 /3!) con un 

error de magnitud no mayor que 3 X 10 4 ? 


Solution Aquf podemos aprovechar el hecho de que la serie de Taylor para sen x es una 
serie alternante para todo valor de x diferente de cero. Segun el teorema de estimacion 
de series alternantes (section 11.6), el error al truncar 


senx = x 


x | 
3! 


+ ^~ 

5! 


despues de (x 3 /3!) no es mayor que 


x 


5 


5! 



Por lo tanto, el error sera menor que o igual a 3 X 10~ 4 si 
U|5 


120 < 3 X 10 " 


< 2 s 360 X 10~ 4 « 0.514. 


Redondeado hacia 
abajo para estar 
seguros 


El teorema de estimacion de series alternantes nos dice algo que el teorema de estima- 
cion del residuo no dice: que la estimacion x — (x 3 /3!) para sen x es una estimacion por 
abajo cuando x es positiva, porque entonces x 5 /120 es positiva. 

La figura 11.15 muestra la grafica de sen x, junto con la de algunos de sus polinomios 
de aproximacion de Taylor. La grafica de / J 3 (x) = x — (x 3 / 3 ! ) es casi indistinguible de la 
curva del seno cuando — 1 < x s 1 . 
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FIGURA 11.15 Los polinomios 

" (- l )** 2 * 41 

- § error 

convergen a sen x cuando n — * oo . Observe como Pi{x) aproxi- 
ma muy bien a la curva del seno para x < 1 (ejemplo 7). 


Tal vez se pregunte como se compara la aproximacion dada por el teorema de estima- 
cion del residuo con la que acabamos de obtener con el teorema de estimacion de series al- 
ternantes. Si escribimos 


senx = x — + Rj, 


el teorema de estimacion del residuo nos da 

1 * 31 ^ 1-^7 


x| 4 ixl 4 


24 ’ 


que no es tan buena. Pero si reconocemos que x — (x 3 /3!) = 0 + x + Ox 2 — (x 3 /3!) 
4- 0x 4 es el polinomio de Taylor de orden 4, y asimismo el de orden 3, entonces 


senx = x — ^y + 0 + /? 4 , 


y el teorema de estimacion del residuo con M = 1 nos da 


l*4|=S 1 ' 


5! 120' 


Este es el mismo resultado que obtuvimos con el teorema de estimacion de series alter- 
nantes. ■ 


Series de Taylor combi nadas 

En la interseccion de sus intervalos de convergencia, las series de Taylor pueden sumarse, 
restarse y multiplicarse por constantes; el resultado en cualquier caso es de nuevo una se- 
rie de Taylor. La serie de Taylor de /(x) + g(x) es la suma de las series de Taylor de /(x) y 
g(x), porque la n-esima derivada de / + g es f 1 '" 1 + g ( "\ y asi sucesivamente. En conse- 
cuencia, obtenemos la serie de Taylor de (1 + cos 2x)/2 sumando 1 a la serie de Taylor de 
cos 2x y dividiendo el resultado entre 2, mientras que la serie de Taylor de sen x + cos x es 
la suma termino a termino de las series de Taylor de sen x y cos x. 
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Identidad de Euler 


Como recordara, un numero complejo es un numero de la forma a + bi , donde ay b son 
numeros reales, e i = 2 — 1 . Si sustituimos x = /U ( U es real) en la serie de Taylor para e x 
y aplicamos las relaciones 


y as! sucesivamente para simplificar el resultado, obtenemos 


,fn _ ! | ju | i 2 U 2 , /V , i 4 U* , iV , f 6 ^ , 


1 ! 


2 ! 


3! 


4! 


5! 


1 2! 4! 6! 


+ i I u 


6 ! 

3! 5! 


= cos U + i sen U. 


Esto no demuestra que e' u = cos U + i sen U ya que aun no hemos definido lo que 
significa elevar e a una potencia imaginaria. Mas bien indica como definir e lU para ser 
consistentes con otros hechos que conocemos. 


DEFINICI ON 

Para cualquier numero real U, e' u = cos U + i sen U. (6) 


La ecuacion (6), denominada identidad de Euler, nos permite definir e a+hl como 
e a • e b ' para cualquier numero complejo a + bi. Una consecuencia de la identidad es la 
ecuacion 


Cuando se escribe en la forma e' p + 1 =0, esta ecuacion combina cinco de las constan- 
tes mas importantes en matematicas. 


Una demostracion del teorema de Taylor 


Demostraremos el teorema de Taylor suponiendo que a < b. La demostracion para 
a > b e s casi la misma. 

El polinomio de Taylor 


Pnix) 


f(a) + f'(a)(x 


) + r(a) r 

a) H 2 UP 


a) 2 + 


H TT — l x 


a)" 


y sus primeras n derivadas coinciden con la funcion / y sus primeras n derivadas en 
x = a. No alteramos esa coincidencia si sumamos otro termino de la forma K(x — a) n i 1 , 
donde K es cualquier constante, ya que ese termino y sus primeras n derivadas son todas 
iguales a cero en x = a. La nueva funcion 

f „(x) = P„(x) + K(x — a) n+1 

y sus primeras n derivadas coinciden con/y sus primeras n derivadas en x = a. 

Ahora elegimos el valor particular de K que hace que la curva y = f „(x) coincida 
con la curva original y = f(x) en x = b. En slmbolos, 


K = 


f(b) - Pn(b) 


n + 1 


f(b) = P„(b) + K(b - a) n+ \ 


o 


( b — a)‘ 


(7) 
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Con K definida por la ecuacion (7), la funcion 

F{x) = f(x) ~ f n {x) 

mide la diferencia entre la funcion original/y la aproximacion a /I f „, para cada x en [a, b], 
Ahora utilizamos el Teorema de Rolle (section 4.2). En primer lugar, como 
F{a) = F{b ) = 0 y tanto F como F' son continuas en [a, b], sabemos que 

F'(ci) = 0 para alguna c\ en (a, b) . 

Ahora, como F'{d) = F'(c \ ) = 0 y tanto F' como F"son continuas en [a, ci], sabemos 
que 

F"(c 2 ) = 0 para alguna C 2 en (a, ci) . 

El teorema de Rolle, aplicado de manera sucesiva a F", F "' , . . . , F <n l( implica la existen- 
cia de 


C 3 en (a, C 2 ) tal que F'"(cf) = 0, 

C 4 en (a, c 3 ) tal que F^Xc^) = 0 , 


c„ en(a, c„-i) tal que F^ n \c„) = 0. 

Por ultimo, como F [n) es continua en [a, c„] y diferenciable en ( a,c„ ), y 
F^ n \a) = F (n, (c n ) = 0, el teorema de Rolle implica que existe un numero c n+ \ en (a, c n ) 
tal que 

F {n+1 \c n+1 ) = 0. ( 8 ) 

Si diferenciamos F(x) = f(x) — Pjx) — K(x — a)" ' 1 un total de n + 1 veces, obtene- 
mos 

F (n+l \x) = f (n+l \x) - 0 - (n + 1 )\K. (9) 


Juntas, las ecuaciones ( 8 ) y (9) producen 
f (n+l \c) 

K = — para algun numero c 

\n + 1 )! 


c „+ 1 en ( a , b) . 


Las ecuaciones (7) y (10) dan 


f{b) = P n {b)+ J , \'A b-aT +l . 
(n + 1 )! 


( 10 ) 


Esto concluye la demostracion. 


EJ ERCI Cl OS 11.9 


Serie de Taylor por sustitucion 


Utilice sustitucion (como en el ejemplo 4) para determinar la serie de 
Taylor en x = 0 de las funciones en los ejercicios 1 a 6. 

1. e~ 5x 2. e~ x F 3. 5sen(-x) 


4. sen 



6. cos(x 3 / 2 /2 2 ) 


Mas series de Taylor 

Determine la serie de Taylor en x = 0 para las funciones en los ejer- 
cicios 7 a 18. 

7. xe x 8. xr sen x 9. — 1 + cos x 

x 3 

10. senx — x + 


5. cos 2 x + 1 


11. x cos p.r 


12. x 2 cos (.v 2 ) 
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13. cos 2 x (Sugerencia: cos 2 * = (1 + cos2*)/2) 

r 2 

14. sen 2 * 15. ^ 2 ■ 16. *ln(l + 2*) 



x) 2 


18. 


2 

(1 - *) 3 


Estimacion del error 


Determinacion e identif i caci on 
de series de Maclaurin 

Recuerde que “serie de Maclaurin” solo es otro nombre para las series 
de Taylor en * = 0 . Cada una de las series indicadas en los ejercicios 
31 a 34 es el valor de la serie de Maclaurin de una funcion /(*) en al- 
gun punto. ^De que funcion y de que punto se trata? ^Cual es la suma 
de la serie? 


19. ^Para aproximadamente que valores de * puede reemplazar 
sen x por * — (* 3 /6) con un error de magnitud no mayor que 
5 X 10 4 ? Justifique su respuesta. 

20. Si cos * se sustituye por 1 — (* 2 /2) y |*| < 0.5 , i,que estimacion 
puede hacerse del error? 1 1 — (* 2 /2) tiende a ser demasiado 
grande o demasiado pequeno? Justifique su respuesta. 

21. ^Que tan cercana es la aproximacion sen* = * cuando |*| 
< 10 -3 ? ^Para cuales de estos valores de * es * < sen * ? 

22. La estimacion 2 1 + * = 1 + (*/2) se usa cuando * es peque- 
na. Estime el error cuando |*| < 0.01 . 

23. La aproximacion e x = 1 + * + (* 2 /2) se usa cuando * es peque- 
na. Aplique el teorema de estimacion del residuo para estimar el 
error cuando | * | <0.1. 

24. ( Continuation del ejercicio 23). Cuando * < 0, la serie para e x 
es una serie alternante. Utilice el teorema de estimacion de series 
alternantes para estimar el error que resulta al sustituir e x por 
1 + * + (* 2 /2) cuando —0.1 < * < 0. Compare esta estima- 
cion con la que obtuvo en el ejercicio 23. 

25. Estime el error en la aproximacion senh* = * + (* 3 /3!) cuando 
|*| < 0.5 . ( Sugerencia : Utilice R4 en lugar de Rj). 

26. Demuestre que e h , cuando 0 < < 0.01 , puede ser sustituida 

por 1 + h, con un error de magnitud no mayor que el 0.6% de h. 
Utilice e 001 = 1.01. 

27. ^Para que valores positivos de h se puede sustituir In ( 1 + *) por 
*, con un error de magnitud no mayor que el 1% del valor de *? 

28. Se desea estimar p/4 evaluando la serie de Maclaurin para 
tan -1 * en * = 1 . Utilice el teorema de estimacion de series al- 
ternantes para determinar cuantos terminos de la serie tendrfa 
que sumar para asegurarse que la estimacion sea correcta hasta 
dos decimales. 


29. a. Utilice la serie de Taylor para sen * y el teorema de estimacion 
de series alternantes para demostrar que 


*^ sen* 

6 * 


< 1 , 


* A 0. 


b. Grafique /(*) = (sen*)/* junto con las funciones 

y = 1 — (* 2 / 6) y y = 1 para —5 < * < 5 . Comente las re- 
laciones que hay entre las graficas. 

30. a. Utilice la serie de Taylor para cos * y el teorema de estimacion 
de series alternantes para demostrar que 


J_ _ *2 1 — cos* J_ 

2 ~~ 24 < ^ 2’ 


* ^ 0 . 


(Esta es la desigualdad del ejercicio 52, seccion 2.2). 
b. Grafique /(*) = (1 — cos*)/* 2 junto con 

y = (1/2) — (* 2 /24) y y = 1/2 para — 9 s * < 9. Co- 
mente las relaciones que hay entre las graficas. 


, ( 0 . 1) 3 ( 0 . 1) 5 ( — l ) A ( 0 . 1) 2fc+1 

31. (0.1) - + . A. + 


3! 


5! 


(2k + 1)! 


32. 1 - 


4 2 - 2! 4 4 • 4! 


- • • • + 


(-D A (pP 

4 2k -(2 k\) 


33. f + -£ 

3 3 3 • 3 3 5 ■ 5 


( — l)*p 2fc+1 


3 2 * +1 (2L + 1) 

k 


34. p-£ + £-". + (-1 r'\ + 


35. Multiplique las series de Maclaurin para e x y sen *, y halle los 
cinco primeros terminos diferentes de cero de la serie de Maclau- 
rin para e* sen*. 

36. Multiplique las series de Maclaurin para e x y cos *, y halle los 
cinco primeros terminos diferentes de cero de la serie de Maclau- 
rin para e x cos * . 

37. Utilice la identidad sen 2 * = (1 — cos 2*)/2 para obtener la se- 
rie de Maclaurin para sen 2 *. A continuacion, diferencie esta serie 
y determine la serie de Maclaurin para 2 sen * cos *. Compruebe 
que esta ultima es la serie correspondiente a sen 2*. 

38. ( Continuacion del ejercicio 37). Aplique la identidad cos 2 * = 
cos 2* + sen 2 * para obtener una serie de potencias para cos 2 * . 


Teoria y ejemplos 

39. El teorema de Taylor y el teorema del valor medio Explique 
por que el teorema del valor medio (teorema 4, seccion 4.2) es un 
caso especial del teorema de Taylor. 

40. Linealizaciones en puntos de inflexion Demuestre que si la 
grafica de una funcion dos veces diferenciable/(x) dene un punto 
de inflexion en * = a, entonces la linealizacion de/en * = a es 
tambien la aproximacion cuadratica de/en * = a. Esto explica 
por que se ajustan tan bien las rectas tangentes en los puntos de 
inflexion. 

41. El (segundo) criterio de la segunda derivada Utilice la ecua- 
cion 


/(*) = f(a) + /'(«)(* ~ a) + - ^ ^ (* - a) 2 


para establecer el siguiente criterio. 

Suponga que/tiene primera y segunda derivadas continuas y 
que /'(a) = 0. Entonces 

a. / tiene un maximo local en a si f" £ 0 en todo un intervalo, 
cuyo interior contiene a a; 

b. /dene un mi'nimo local en a si f" a 0 en todo un intervalo, 
cuyo interior contiene a a. 
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42. Una aproximacion cubica Utilice la formula de Taylor con 
a = 0 y n = 3 para determinar la aproximacion cubica estandar 
de /M = 1/(1 - x) en x = 0 . De una cota superior para la mag- 
nitud del error en la aproximacion cuando |x| £ 0.1 . 

43. a. Use la formula de Taylor con n = 2 para determinar la apro- 

ximacion cuadratica de f(x) = (1 + x) A en x = 0 (k es una 
constante). 

b. Si k = 3 , ^aproximadamente para que valores de x, en el in- 
tervalo [0, 1], el error de la aproximacion cuadratica sera me- 
nor que 1/ 100? 

44. Mejores aproximaciones de P 

a. Sea P una aproximacion de p con precision de n decimates. 
Demuestre que P + sen P produce una aproximacion correc- 
ta hasta 3 n decimales. ( Sugerencia : Sea P = p + x). 

b. Intentelo con una calculadora. 

45. La serie de Taylor generada por /(x) = X,, o«„x" es X,, o 
a„x" Una funcion definida por una serie de potencias 2„=o a„x" 
con radio de convergencia c > 0, tiene una serie de Taylor que con- 
verge a la funcion en todos los puntos de ( — c, c) . Compruebe que 
es as! demostrando que la serie de Taylor generada por 
f(x) = 2„=o a„x n es la misma serie 2„=o a„x"_ 

Una consecuencia inmediata de esto es que series como 


48. a. Grafique de las curvas y = (1/3) — (x 2 )/5 y 

y = (x — tan -1 x)/x J junto con la recta y = 1/3. 

b. Utilice una serie de Taylor para explicar lo que observe. ^Cual 
es el 


x^O x 3 

Identidad de Euler 

49. Utilice la ecuacion (6) para escribir las siguientes potencias de e 
en la forma a + bi . 

a. e~ ,p b. e ' p / 4 c. e~' p / 2 

50. Use la ecuacion (6) para demostrar que 

e iu + e -iu e' u - e HU 

cos U = j y sen U = • 

51. Establezca las ecuaciones del ejercicio 50 combinado las series 
formales de Taylor para e ,u y e~' u . 

52. Demuestre que 

a. cosh ill = cos U, b. senh;U= isenu. 


x sen x = x 2 




53. Multiplicando las series de Taylor para e x y sen x, determine los 
terminos hasta x 5 de la serie de Taylor para e x sen x . Esta serie es 
la parte imaginaria de la serie para 


y 


e o +o* 


xV = x 2 + X 3 + |j + |y + • ■ •, 

obtenidas al multiplicar la serie de Taylor por potencias de x, as! 
como las series obtenidas por integracion y diferenciacion de se- 
ries de potencias convergentes son, en si mismas, las series de 
Taylor generadas por las funciones que ellas representan. 

46. Series de Taylor para funciones pares y funciones impares 
( Continuation del ejercicio 45, section 11.7). Suponga que 
f(x) = 2„=o a nX n converge para toda x en un intervalo abierto 
(— c, c) . Demuestre que 

a. Si/es par, a\ = 03 = a; = ■ • • = 0, es decir, la serie de 
Taylor de/en x = 0 contiene solamente potencias pares de x. 

b. Si/es impar, ao = «2 = ^4 = ■ ■ ■ = 0, es decir, la serie de 
Taylor de/en x = 0 solo contiene potencias impares de x. 

47. Polinomios de Taylor de funciones periodicas 

a. Demuestre que toda funcion periodica continua f( x )> 

— 00 < x < 00 , es ta acotada en magnitud, probando que 
existe una constante positiva M tal que | f(x) \ £ M para 
toda x. 


Use este hecho para comprobar su respuesta. ^Para que valores de 
x debe ser convergente la serie para e x sen x ? 

54. Cuando a y b son reales, definimos e > - a+,b ^ x con la ecuacion 

e [a ' ih)x = e ax -e ibx = e“(cos to + i sente). 

Diferencie el lado derecho de esta ecuacion para demostrar que 

A e ( a +ib)x = f a + ib) e (a+ib)x . 

ax 

En consecuencia, la conocida regia ( d/dx)e kx = ke kx es valida 
tanto para k complejo como para k real. 

55. Use la definicion de e' u para demostrar que, para cualesquiera nu- 
meros reales U, Ui , y IT , 

a. e iUt e iUl = e '( u > +L t), b. e iu = l/e iu . 

56. Dos numeros complejos a + ib y c + id son iguales si solo si 
a = c y b = d . Use este hecho para evaluar 

e ax cos bxdx y / e ax sen bx dx 


b. Muestre que la grafica de todo polinomio de Taylor de grado 
positivo, generado por /(x) = cos x debe alej arse eventual- 
mente de la grafica de cos x cuando |x| crece. Puede ver esto 
en la figura 11.13. Los polinomios de Taylor de sen x se com- 
portan en forma similar (figura 11.15). 


a partir de 



( a+»h dx 


O lb Jq+ib) x _|_ ^ ■ 
a 2 + b 2 


donde C — C 1 + /C2 es una constante de integracion compleja. 
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Aproximaciones lineales, cuadraticas y cubicas 

La formula de Taylor con n = 1 y a = 0 proporciona la linealizacion 
de una funcion en x = 0 . Con n = 2 y n = 3 obtenemos las aproxi- 
maciones cuadraticas y cubicas estandar. En los ejercicios siguientes 
exploraremos los errores asociados con estas aproximaciones, tratan- 
do de responder dos preguntas: 

a. ^Para que valores de x la funcion puede ser sustituida por cada 
aproximacion, con un error menor que 10 -2 ? 

b. ^Cual es el maximo error que podemos esperar si sustituimos la 
funcion por cada aproximacion en el intervalo dado? 

Utilice un software matematico para realizar los pasos siguientes, 
que le ayudaran a responder las preguntas (a) y (b) para las funciones 
e intervalos de los ejercicios 57 a 62. 

Paso 1: Grafique la funcion sobre el intervalo dado. 

Paso 2: Halle los polinomios de Taylor P\{x), P 2 M , y /*?(*) en 
x = 0. 

Paso 3: Calcule la (/; + 1) -esima derivada, f^ n+l \c) asociada 
con el termino residual para cada polinomio de Taylor. Trace la 
grafica de la derivada como una funcion de c sobre el intervalo 
dado y estime su maximo valor absoluto, M. 


Paso 4: Calcule el residuo R„(x) para cada polinomio. Use la es- 
timation M del paso 3 en lugar de f^ n+l \c), grafique R„(x) sobre 
el intervalo dado. Estime despues los valores de x que responden 
la pregunta (a). 

Paso 5: Compare su error estimado con el error real 
E„(x) = | fix) — P n (x) | trazando la grafica de E n (x) en el inter- 
valo dado. Esto le ayudara a responder la pregunta (b). 

Paso 6: Grafique juntas la funcion y sus tres aproximaciones de 
Taylor. Analice las graficas en relation con la information obte- 
nida en los pasos 4 y 5. 

57. f(x) = |*| ^ f 

2 1 + jc 4 

58. f{x) = (1 + x) 3/2 , < * < 2 

59. fix) = \x\ < 2 

x + 1 

60. fix) = (cos x)(sen 2x), | jc | £ 2 

61. fix) = e _A cos2x, | jc | £ 1 

62. fix) = e t / 3 sen2x, |;c| £ 2 
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Aplicaciones de las series de potencias 


En esta section hablaremos de la serie binomial para la estimation de potencias y raices, 
y mostraremos como, en ocasiones, se utilizan las series para aproximar la solution de un 
problema con valor initial, para evaluar integrales no elementales y tambien para evaluar 
lfmites que conducen a formas indeterminadas. Proporcionaremos una deduction alterna- 
tiva de la serie de Taylor para tan -1 x y concluiremos con una tabla de referencia de series 
utilizadas con frecuencia. 


La serie binomial para potencias y rafces 

La serie de Taylor generada por fix) = (1 + x) m , cuando in es constante, es 

m(m — 1 ) 0 m(m — 1 )(m — 2) ~ 

1 + mx + + ' ' ’ 


+ 


mini 


1 )im - 2) • • • (m - k + 1) , 

« x * 


id 


Esta serie, llamada serie binomial, converge absolutamente para x < 1 . Para deducir la 
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serie, primero listamos la funcion y sus derivadas: 
fix) = (1 + x) m 
fix) = m(l + x)"’-' 
fix) = m(m — 1)(1 + x)'”~ 2 
fix) = m(iii — 1 )(m — 2)(1 + x) m ~ 3 


f {k) (x) = m(m — l)(m — 2) • ■ ■ (m — k + 1)(1 + x) m k . 

Luego las evaluamos en x = 0 y las sustituimos en la formula de la serie de Taylor para 
obtener la serie (1). 

Si m es un entero mayor que o igual a cero, la serie finaliza despues de (m +1) ter- 
minos, ya que los coeficientes a partir de k = m + 1 son iguales a cero. 

Si m no es un entero positivo o cero, la serie es infinita y converge para | x | < 1 . Pa- 
ra ver por que, sea lit el termino que tiene a x k . Luego aplique el criterio de la razon para 
convergencia absoluta para ver que 


Wjfc+1 


m — k 

Ulc 


k+ 1 X 


como k — > oo . 


Nuestra deduccion de la serie binomial solo muestra que es generada por ( 1 + x) m y 
converge para \x\ < I .La deduccion no muestra que la serie converge a (1 + x) m . Si lo 
hace, pero omitimos la demostracion. 



EJ EMPLO 1 Uso de la serie binomial 

Sim = — 1 , 


-1 

1 


= - 1 , 


-1 

2 


-K-2) 

2 ! 


= 1, 


-1 

k 


"1( 2)( 3) - - - ( 1 — fc + 1) , ,, k (k\ 

k <-» u 


- (- 1 )* 
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Con estos valores para los coeficientes y con x reemplazada por — x, la formula de la serie 
binomial produce la conocida serie geometrica 

OO 

(1 + x) — 3 = 1 + 2( -1 )^ = l- * + x 2 -x 3 + + (-l)V + ■•• . ■ 

k= 1 


Ej EMPLO 2 Uso de la serie binomial 

Sabemos por el ejemplo 1, seccion 3.8, que 2 1 + x « 1 + (x/2) para | x | pequena. Con 
m = 1/2, la serie binomial da aproximaciones cuadraticas y de orden superior, junto con 
una estimacion del error dada por el teorema de estimacion para series alternantes: 



A1 sustituir la x se obtienen otras aproximaciones, por ejemplo, 


2 1 


, _ x/ _ x^ 
2 8 


para |x | pequena 


I 

x 


2x 


1 

8x 2 


para 


pequena, esto es, |x| grande. 


Soluciones por series de potencias de ecuaciones diferenciales y 
de problemas con valor inicial 

Cuando no podemos hallar una expresion relativamente sencilla para la solucion de un 
problema con valor inicial o de una ecuacion diferencial, buscamos otros caminos para 
tratar de obtener informacion sobre la solucion. Uno de ellos consiste en hallar una repre- 
sentation de la solucion mediante una serie de potencias. Si la encontramos, tenemos de 
inmediato una fuente de aproximaciones polinomiales de la solucion, y eso puede ser todo 
lo que realmente necesitamos. El primer ejemplo (ejemplo 3) se refiere a una ecuacion di- 
ferencial lineal de primer orden que puede resolverse con los metodos senalados en la sec- 
cion 9.2. El ejemplo muestra como, sin la informacion de la seccion 9.2, podemos resolver 
la ecuacion usando series de potencias. El segundo ejemplo (ejemplo 4) trata con una 
ecuacion que no puede resolverse analfticamente con los metodos que se han estudiado. 

EJ EMPLO 3 Solucion usando series de un problema con valor inicial 

Resolver el problema con valor inicial 

y ~y = x, y(0) = 1 . 

Solucion Supongamos que existe una solucion de la forma 

y = ao + a\X + a^x 1 + • • • + a„_ix ' !_1 + a„x n + • • • . 


( 2 ) 
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Nuestro objetivo es determinar valores para los coeficientes tik con los cuales la serie y su 
primera derivada 


y' = a i + 2ci2X + 3a^x 2 + • • • + na n x " 1 + • • • (3) 

satisfacen la ecuacion diferencial y la condicion inicial dadas. La serie y' — y es la dife- 
rencia de las series de las ecuaciones (2) y (3): 


y' — y = («i — cio) + ( 2«2 — d\)x + (3«3 — a 2 )x 2 + 
+ ( na n — a n -\)x n 1 + 


(4) 


Para que y satisfaga la ecuacion y' — y = x, la serie de la ecuacion (4) debe ser igual a x. 
Puesto que las representaciones en series de potencias son unicas (ejercicio 45 de la sec- 
cion 1 1 .7), los coeficientes de la ecuacion (4) deben satisfacer las ecuaciones 


— ClQ = 0 

2a 2 — tti — 1 

3«3 — «2 = o 


Terminos constantes 
Coeficiente de x 
Coeficiente de x 2 


na„ - a n -i = 0 


Coeficiente de x" 


De la ecuacion (2), podemos ver tambien que y = ao cuando x = 0, asf que ao = 1 (esta 
es la condicion inicial). Resolvemos para obtener. 


ClQ — 1, d\ — ClQ — 1, 


«2 


1 + a \ = 1 + 1 = 2 
2 2 2 ’ 


= 02 _ = 2 _ 
ai 3 3-2 3!" 


Cl n —\ 


Sustituyendo estos valores de los coeficientes en la ecuacion para y (ecuacion (2)) resulta 

y — 1 + x + 2'wt + 2‘^t + -- - + 2 • —r + ■ ■ ■ 

2! 3 ! n ! 

( x 2 x 3 x" 

= l+x + 2(f T + | r + -.- + J [ + . 


serie de Taylor para e x — 1 —x 

= 1 + x + 2(e x — 1 — x) = 2e x — 1 — x. 


La solucion de nuestro problema con valor inicial es y = 2e x — 1 — x. 
Como comprobacion, vemos que 

y(0) = 2e° — 1— 0 = 2— 1 = 1 


y 


y' — y = (2e x — 1) — ( 2e x — 1 — x) = x. 


EJ EMPLO 4 Resolucion de una ecuacion diferencial 

Determinar una solucion mediante serie de potencias para 

y" + x 2 y = 0. 


( 5 ) 
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Solution Supongamos que existe una solution de la forma 

y = ao + a\x + a 2 X 2 + ■ ■ ■ + a n x n + ■ • ( 6 ) 


y hallamos cuales tienen que ser los coeficientes (if, para que la serie y su segunda derivada 

y" = 2a 2 + 3 • 2a 2 x + • • • + n{n — 1 )a„x n ~ 2 + • • • (7) 

satisfagan la ecuacion (5). La serie para x 2 y y es x 2 veces el lado derecho de la ecuacion 

(6): 


x 2 y = aox 2 + a\x 3 + a 2 x A + • ■ ■ + a„x n+2 + • ■ ■ . 

La serie para y" + x 2 y es la suma de las series de las ecuaciones (7) y ( 8 ): 

y" + x 2 y = 2a 2 + 6a 2 x + ( 12«4 + ao )-* 2 + (20 ag + a\)x 2 
+ • ■ ■ + (n(n — 1 )a„ + a„- 4 )x n ~ 2 + ■ ■ ■ . 


( 8 ) 


(9) 


Observe que el coeficiente de x" 1 en la ecuacion ( 8 ) es a n 4. Para que y y su segunda de- 
rivada, y", satisfagan la ecuacion (5), todos los coeficientes de las potencias individuales 
de x en el lado derecho de la ecuacion (9) deben ser cero: 


2a 2 = 0 , 603 = 0 , 12 a 4 + ao = 0 , 20 ag + ai = 0 , ( 10 ) 

y para toda n> 4, 


n{n — 1 )a„ + a „- 4 = 0 . 


( 11 ) 


De la ecuacion ( 6 ), podemos ver que 

ao = y( 0 ), ai=y'( 0 ). 

En otras palabras, los dos primeros coeficientes de la serie son los valores de y y de y' en 
x = 0. Las ecuaciones (10) y la formula recursiva (11) nos permiten evaluar todos los de- 
mas coeficientes en terminos de ao y ai . 

De las dos primeras ecuaciones (10) se obtiene 

a 2 = 0, a 2 = 0. 

La ecuacion (1 1) muestra que si a „-4 = 0, entonces a„ = 0; por eso concluimos que 
a 6 = 0 , a 2 = 0 , aio = 0 , an = 0 , 
y siempre que n = 4k + 2 o 4k + 3, a„ es cero. Para los demas coeficientes tenemos 

an— A 

" n(n — 1 ) 

de modo que 

— ao — 04 ao 

04 = 4 ^ 3 ’ a 8 = 8^7 = 3 • 4 • 7 • 8 

— a& _ ~ ao 

an _ 11 • 12 “ 3*4*7*8*11*12 


y 


—a 1 
fl5= 5 ^ 4 ’ 


#5 a 1 

ag = 9^8 = 4 • 5 • 8 • 9 


ch) — a \ 

12-13 = 4 * 5 • 8 • 9 • 12 * 13 ‘ 


a 13 — 
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La respuesta se expresa mejor como la suma de dos series separadas: una multiplicada 
por ao, y la otra por ci\ : 

= f, _ x 4 x 8 x^ 

y a °\ 3-4 3-4-7-8 3 • 4 • 7 • 8 • 11 • 12 

5 9 13 

4-5 + 4 • 5 • 8 • 9 _ 4 • 5 • 8 • 9 • 12 • 13 

Ambas series convergen absolutamente para toda x, como se ve facilmente con el criterio 
de la razon. 





Evaluation de integrates no elementales 

Las series de Taylor pueden usarse para expresar integrates no elementales en terminos de 
series. Integrates como f sen x 2 dx surgen en el estudio de la difraccion de la luz. 

EJ EMPLO 5 Exprese f sen x 2 dx como una serie de potencias. 

Solucion De la serie para sen x obtenemos 

r 6 r 1 

senx 2 = x 2 — iyy + y 


7! 9! 


Por lo tanto. 


.-ii 


„15 


10 


sen x z dx = C + 


+ 


+ 


7-3! 11-5! 15-7! 19-9! 


Ej EMPLO 6 Estimation de una integral definida 

Estime / 0 * sen x 2 dx con un error de magnitud menor que 0.001 . 
Solucion De la integral indefinida del ejemplo 5, 

L--^ + -L I — + — I — 

3 7-3! 11*5! 15-7! 19-9! 

La serie es alternante, y experimentado hallamos que 



~ 0.00076 

es el primer termino numericamente menor que 0.001. La suma de los dos terminos prece- 
dentes da 


senx 2 dx ~ ^ ~ ^ ~ 0.310. 


Con dos terminos mas, podrfamos estimar 


sen 


x 2 dx « 0.310268 


/ o 


con un error menor que 10 . Con solo un termino mas, tenemos 

r l 


2,^1 1 
sen x dx « -x — -xz + 


1 


1 


+ 


1 


/ o 


42 1320 75600 6894720 


0.310268303, 
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con un error de aproximadamente 1.08 X 10 9 . Para garantizar esta precision con la 
formula de error para la regia del trapecio, se requerirfa usar unos 8000 subintervalos. ■ 

Arco tangente 

En el ejemplo 5 de la seccion 11.7, encontramos una serie para tan -1 x primero derivando 
para obtener 


d „ -i 1 

-ptan x = r 

dx 1 + x 2 


= 1 


X 2 + X 4 


X 6 + 


y luego integrando para llegar a 


. -l x J x- x' 

tan x = x — 7T + t + 


Sin embargo, no demostramos el teorema de integration termino a termino en el cual se 
basa esta conclusion. Ahora deduciremos de nuevo la serie, integrando ambos lados de la 
formula finita 


1 


l + v 


= l - t 2 + t 4 - t 6 + ••• + (-1 ) n t 2n + 


(-D 


i + 1 + 2n + 2 


l + t 1 


( 12 ) 


en la cual el ultimo termino se obtiene sumando los terminos restantes como una serie 

— .2 


^/ i + 1 ^ 2«+2 

dos de la ecuacion (12), de t = Oaf = x, resulta 


geometrica con primer termino a = (— I )" 1 't ln ’ " y razon r = —t l . Integrando ambos la- 


tan 1 x = x 


xl + xl 
3 5 


x 1 x 2n+l 

y + "' + (_1) ”2yrr + jR '' (x) ’ 


donde 


R„{x) = 


(-1 )""t 


n+l+2n+2 


l + f- 


dt. 


El denominador del integrando es mayor que o igual a 1, por lo cual. 


| *!,(*) | - 


r|*l 


t 2n+ 2 dt = 


1 2/i+3 


2n + 3 ’ 


Si | at | s 1 , el lado derecho de esta desigualdad se aproxima a cero cuando n—*oo. Por lo 
tanto, lfm„^oo R„(x) = 0 si | jr | < 1 y 

_! ^ (-1)"X 2 ” +1 , , , 

tan X = 2j 2n + 1 ’ L 

(13) 


n—0 


tan-'x = X - y + y - y + • ■ |x| < 1 


Tomamos este camino en lugar de determinar de manera directa la serie de Taylor, ya que 
las formulas para las derivadas de orden superior de tan -1 x son inmanejables. Cuando ha- 
cemos x = 1 en la ecuacion (13), obtenemos la formula de Leibniz: 


£=!_!+ 1 1+1 


(- 1 )" 

■ • H h 

2n + 1 


Como esta serie converge muy lentamente, no es util para aproximar a p con muchos de- 
cimates. La serie para tan -1 x converge mas rapidamente cuando x es cercana a cero. Por 
esa razon, quienes utilizan la serie de tan 1 x para calcular p, utilizan varias identidades 
trigonometricas. 
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Por ejemplo, si 


a = tan 1 ^ y b = tan 1 


entonces 


tan (a + b) 


tan a + tan b 2 3 



1 — tan a tan b 1 _ I 

1 h 


6 


y 


= a + b = tan 1 ^ + tan 1 ^ . 


Ahora la ecuacion (13) podrfa usarse con x = 1/2 para evaluar tan 1 (1/2) y con x = 1/3 
para obtener tan -1 (1/3) . La suma de estos resultados, multiplicados por 4, da p. 

Evaluation de formas indeterminadas 

A veces podemos evaluar formas indeterminadas expresando las funciones involucradas 
como series de Taylor. 

EJ EMPLO 7 Lfmites por medio de series de potencias 

Evaluar 


Solucion Representamos In x como una serie de Taylor en potencias de x — 1 . Esto se 
consigue calculando la serie de Taylor generada por In x en x = 1, ya sea directamente o 
sustituyendo x por x — 1 en la serie que vimos para In (1 + x), en el ejemplo 6 de la sec- 
cion 1 1.7. De cualquier forma, obtenemos 


I n x = (x — 1) — ^(x — l) 2 + • ■ ■, 


a partir de lo cual encontramos que 



EJ EMPLO 8 Limites por medio de series de potencias 


urn 

A'— >0 X' 


senx — tanx 


Evaluar 
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Solucion Las series de Taylor para sen x y tan x, hasta los terminos en x 5 , son 


x 3 x 5 

senx = x — — 


. x 3 2x 5 

tanx = X + -y + -jy + 


Por lo tanto. 


y 


senx — tanx = — — 


5 




,, senx — tanx 

lim x 

x^O x 3 




1 

2' 

Si usamos series para calcular lfm A — »o (( 1 / sen x) — ( 1/x)) , no solo determinamos dicho lf- 
mite, sino tambien descubrimos una formula para aproximar esc x. 

EJ EMPLO 9 Formula para aproximar esc x 

Determinar lfm 

x — >0 



Solucion 


Por tanto. 


1 1 _ x — senx 

senx x — x sen x 


l X 3 x 5 
X - lx - 3 ! + 5! - • 

l X 3 x 5 
U “ 3! + 5! “ " 


3(1 X 

x 1 3! " 5! + 


1 - — + 

3! 


3! 5! 


+ 


1 -*- + 

3! 


i 


lfm ( * r - 4 I = lfm 

x — *0 V sen x x J x— *0 


\ 


3! 5! + " 

x 2 

1 - — + ■ • 

3! 


= 0. 


/ 


Del cociente de la derecha, podemos ver que si |jc| es pequeno, entonces 


1 l x 

~ **3! ” 6 


1 I x 

CSCX « j + g . 


senx 


x 


o 
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TABLA ll.l Series de Taylor uti I izadas con frecuencia 


i 00 

Tj — — = l+ x + x 2 + -- - + x” + -- - = Yl", 
1 - x ~0 


1*1 < 1 


1 + X 


= 1 — X + x 2 


+ (-*)" + ••• = ^(-l) n x n , \x\ < 1 


n=Q 


= 1+ , + * + ... + ^ + ... = y* |*| < 00 


r 3 x 5 

senx = x — + — '" + ( — 1)" 


J2n+l 


+ ■••=2 


00 (-l)"x 2 " +1 


(2 n + 1)! (2n + 1)! ’ 

oo ^ i \n v 2n 

\x\ < OO 


X < oo 


v 2 v 4 r 2 " “ f-])"x 

cos * =1 -2! +iT -"' + <-D (SjT + "'= 2 -mT- 

2 3 

In ( 1 + x) = X — + : y 






-1 < X < 1 


n= 1 


1 + X 


x 3 , X 5 


„2n+l 


In * = 2 tanh 1 x = 2x + 1 ^- + 1 ^- + -'- + _ — — r + • • • ) = 2 2 " , , |x| < 1 

1 — x V 3 5 2n + 1 ) ^ 2 n + 1 


— x 2n+1 


-1 x 3 x 5 

tan x = x — 2" + y 


„.2n+l 


+ 


<- 1 >“STT + --S 


“ (-l)"* 2 " 21 


n=0 


2n + 1 ’ 


lxl < l 


Serie binomial 


(1 + x) m = 1 + »ix + 


(m — l)x 2 m(m — l)(m — 2)x 


2 ! 


+ - 


3! 


+ • ■ ■ + 


i(m — 1 )(m — 2) • • • (m — £ 4- l)x 
k\ 


+ 


* 1 + S ur 


en donde 


= m. 


m\ m(m — 1) 

2 J 2 ! ’ 


m(m — 1 ) ■ ■ • (m — k + 1 ) 
k\ 


para k > 3. 


Nota: Para escribir en forma compacta la serie binomial, se acostumbra definir I j como 1 y considerar x° = 1 (incluso en 

el caso en que x = 0) que suele excluirse), con lo cual (1 + x) m = (j^) xk - Si m es un intern positivo, la serie termina 

en x m y el resultado converge para toda x. 
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Series binomiales 

Determine los cuatro primeros terminos de la serie binomial para las 
funciones de los ejercicios 1 a 10. 

1. (1 + x) 1 / 2 2. (1 + x) 1 / 3 3. (1 - x)“ 1/2 

4. (1 - a)'/ 2 5 . (l + 6 . (l - 


7. (1 + x 3 n 1/2 8. (1 + x 2 )- 1 / 3 



Determine la serie binomial para las funciones de los ejercicios 
1 1 a 14. 

11 . (1 + x) 4 12 . (1 + x 2 ) 3 
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13. (1 - 2xf 


14. 1 - 


Problemas con valor inicial 

Utilice series para determinar soluciones para los problemas con valor 
inicial de los ejercicios 15 a 32. 

15. y' + y = 0, y (0) = 1 16. y' — 2y = 0, y(0) = 1 

17. y’ - y = 1, y(0) = 0 18. y' + y = 1, y (0) = 2 

19. y' - y = x, y (0) = 0 20. y' + y = 2x, y (0) = -1 

21 . y' — xy = 0 , y ( 0 ) = 1 22 . y' — x 2 y = 0 , y ( 0 ) = 1 

23. (1 — x)y' — y = 0, y (0) = 2 

24. (1 + x 2 )y' + 2xy = 0, y(0) = 3 

25. y" — y = 0, y'(0) = 1 y y (0) = 0 

26. y" + y = 0 , y'(0) = 0 yy( 0 ) = 1 


+ y = 

x, y'( 0 ) = 

lyy( 0 ) = 2 

- y = 

x, y'( 0 ) = 

2 y y ( 0 ) = -l 

- y = 

-x, y'( 2 ) 

= —2 y y ( 2 ) = 0 

- x 2 y 

= 0 , y'( 0 ) 

= b y y ( 0 ) = a 

+ x 2 y 

= x, y'( 0 ) 

= by y( 0 ) = a 

~ 2? 

+ y = 0 , y 

,'( 0 ) = iyy( 0 ) = 


Aproximaciones e integrales no elementales 

En los ejercicios 33 a 36, estime por medio de series los valores de las 
integrales, con un error de magnitud menor que 10~ 3 . (La section de 
respuestas da los valores de las integrales redondeados a 5 decimales). 


Por medio de series, aproxime los valores de las integrales de los ejer- 
cicios 37 a 40, con un error de magnitud menor que 10~ 8 . 


37. / ™ X dx 


r 0.1 

38. / e j J dx 




39. 


2 1 + v 4 dx 


40. 


1 — COSJC 


dx 


integral 


4! 


43. F(x) = / sen t 2 dt, [0, 1] 


44. F(x) = / t V' 2 dt, [0, 1] 

Jo 

45. F(x) = / tan -1 1 dt, (a) [0, 0.5] (b) [0, 1] 

Jo 

f x In ( 1 + t) 

46. F(x) = I dt, (a) [0,0.5] (b) [0, 1] 

Formas indeterminadas 

En los ejercicios 47 a 56, evalue los limites por medio de series. 

— (1 + x) e x — e ~ x 

47. lim _ 48. lim r 

x -^0 x Z x ->0 x 

1 — cost — (t 2 / 2) sen U — U + (uV6) 

49. lim : — 50. lim 


r->o r 


u— >o u 5 


51. lim 

v — *0 


y — tan 1 y 


52. lim 


tan y — sen y 


y—*0 y cos y 


53. lim x 2 (e~ 1 ^ 1 - 1) 


In (1 + x 2 ) 
55. lim — 

x— >o 1 - cos^: 


54. lim (x + 1 ) sen — - — - 

x — >oo X + 1 


v- — 4 

56. lim — ^ , 4 

x — >2 In (x — 1) 


Teoria y ejemplos 

57. Sustituya x por — x en la serie de Taylor de In ( 1 -t- jc) para obte- 
ner una serie para In ( 1 — x). Reste esta serie de la serie de Tay- 
lor de In ( 1 + x) para demostrar que para jc| < 1 , 


33. 

r 2 

/ sen x dx 

f 0 - 2 e x - 1 

34. / y dx 

58. 


Jo 

Jo 


r 1 

r 0.25 


35. 

36. / 2 1 1 + j c 2 dx 



Jo 2 1 + X 4 

Jo 

59. 


, f 4 f 8 

41. Estime el error si cos t se aproxima por 1 — — + — en la 




sario sumar para tener la seguridad de calcular In (1.1) con un 
error de magnitud menor que 10 8 ? Justifique su respuesta. 

De acuerdo con el teorema de estimation de series alternantes, 
^cuantos terminos de la serie de Taylor para tan -1 1 es necesario 
sumar para tener la seguridad de calcular p/4 con un error de 
magnitud menor que 10 3 ? Justifique su respuesta. 

60. Demuestre que la serie de Taylor para f(x) = tan -1 x diverge para 

M > i- 

61. Estimation de pi ^Aproximadamente cuantos terminos de la 
serie de Taylor para tan -1 x tendrfa que usar para evaluar cada ter- 
mino del lado derecho de la ecuacion 


til 

42. Estime el error si cos 2 t se aproxima por 1 — — + — — — en 


la integral f^c os 2 tdt. 


En los ejercicios 43 a 46, encuentre un polinomio que aproxime a F(x) 
en todo el intervalo dado, con un error de magnitud menor que 10~ 3 . 


p = 48 tan 1 + 32 tan 1 — 20 tan 1 

con un error de magnitud menor que 10 6 ? En contraste, la con- 
vergencia de 2 n =i(l /n 2 ) a p 2 /6 es tan lenta que ni siquiera con 
50 terminos se obtiene una precision de dos decimales. 

62. Integre los tres primeros terminos distintos de cero de la serie de 
Taylor para tan t , de 0 a x, para obtener los tres primeros terminos 
distintos de cero de la serie de Taylor para In sec x. 


11.11 Series de Fourier 833 


63. a. Utilice la serie binomial y el hecho de que 

^-sen l x = (1 ~x 2 r l/2 

ax 

para generar los cuatro primeros terminos distintos de cero de 
la serie de Taylor para sen -1 x. ^Cual es el radio de conver- 
gencia? 

b. Serie para cos 1 x Utilice el resultado del inciso (a) para 
determinar los cinco primeros terminos distintos de cero de la 
serie de Taylor para cos -1 x . 

64. a. Serie para senh 1 x Determine los cuatro primeros terminos 

distintos de cero de la serie de Taylor para 

senh -1 x = f — ^ . 

Jo 2 1 + t 2 

b. Use los tres primeros terminos de la serie en el inciso (a) para 
estimar senh -1 0.25 . Proporcione una cota superior para la 
magnitud del error en la estimacion. 

65. Obtenga la serie de Taylor para 1/(1 + x) 2 a partir de la serie pa- 
ra -1/(1 + x). 

66. Use la serie de Taylor para 1/(1 — x 2 ) para obtener una serie para 
2x/ ( 1 — x 2 ) 2 . 

67. Estimacion de pi El matematico ingles Wallis descubrio la 
formula 

£ = 2-4-4-6-6-8- ••• 

4 3-3-5-5-7-7- 


1 1 l J_ 

3’ 5’ 9’ 13' 


69. Serie para sen 1 x Integre la serie binomial para (1 — x 2 ) 1,/2 
y demuestre que para | x \ < 1 , 

, £ 1-3-5 (In - 1) **■+! 

Se " X = X + h 2-4-6 (In) 2w + 1 ' 

70. Serie para tan -1 x con Deduzca las series 

1 


tan 1 x = ^ \ H 

2 x 


3* 5x 3 

tan -1 x = — 7 ^ — \ H — ^ ' - 

2 * 3x 3 5x 5 


x > 1 
, x < -l. 


integrando la serie, 

-J- = ! I = + + 

1 + t 2 t 2 1 + (1 /t 2 ) t 2 t A t 6 t 8 

en el primer caso de x a oo y en el segundo de — oo a x. 

71. El valor de 2^°=itan -1 (2 /n 2 ) 

a. Utilice la formula para la tangente de la diferencia de dos an- 
gulos para demostrar que 

2 

tan (tan -1 (n + 1) — tan -1 (n — 1)) = — 

n“ 


b. Demuestre que 


Aplicando esta formula, calcule p hasta la segunda cifra decimal. 

68. Construya una tabla de logaritmos naturales Inn para n = 1, 2, 
3, . . . , 10 usando la formula del ejercicio 57, pero aprovechando 
las relaciones In 4 = 2 In 2, In 6 = In 2 + In 3, In 8 = 3 In 2, 
In 9 = 2 In 3, y In 10 = In 2 + In 5 para reducir la tarea al 
calculo de relativamente pocos logaritmos por series. Inicie usan- 
do los siguientes valores de x en el ejercicio 57: 


N ? n 

2 tan -1 . = tan -1 (N + 1) + tan -1 N — . 

n= l n 4 

c. Determine el valor de tan -1 . 

n l 
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Series de Fourier 


Biografi'a historica 
Jean-Baptiste Joseph Fourier 
(1766-1830) 


Hemos visto como la serie de Taylor puede usarse para aproximar una funcion/por medio 
de polinomios. Los polinomios de Taylor proporcionan un buen ajuste a/cerca de un pun- 
to particular x = a , pero el error en la aproximacion puede ser grande en puntos que estan 
alejados de a. Existe otro metodo que suele proporcionar buenas aproximaciones en inter- 
valos grandes y a menudo se puede usar para funciones discontinuas, para las cuales los 
polinomios de Taylor fallan. Este metodo de aproximacion de funciones, creado por 
Joseph Fourier, utiliza sumas de funciones seno y coseno. Se ajusta muy bien para analizar 
funciones periodicas, tales como las seiiales de radio y corrientes alternas, para resolver 
problemas de transferencia de calor y para muchos otros problemas en ciencias e inge- 
nierfa. 
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Suponga que deseamos aproximar una funcion/en el intervalo [0, 2p] por una suma 
de funciones seno y coseno, 

f„(x) = ap + (pq cos x + b\ senx) + (a 2 COs 2 x + Z? 2 sen 2 x) + ■•• 

+ ( a n cos nx + b n sen nx) 
o, en notacion sigma, 


n 

f„(x) = ap + 2(a jt cosA:x + b^ sen&x). (1) 

k= 1 


Nos gustarfa elegir los valores para las constantes ao, a i, ao, ■ ■ . a„ y b\, bo, • • • , b„ que ha- 
gan de /„(x) la “mejor aproximacion posible” a f(x). El concepto “mejor aproximacion 
posible” se define como sigue: 

1. /„(x) y /(x) dan el mismo valor cuando se integran de 0 a 2p . 

2. f„(x) cos kx y f(x) cos kx dan el mismo valor cuando se integran de 
2p (k = 1 

3. fii(x) sen kx y f(x) sen kx dan el mismo valor cuando se integran de 
2p (k = 1 

En suma, imponemos 2 n + 1 condiciones a /„ : 

rip rip 

/ f„(x) dx = I f{x) dx, 

Jo Jo 


i pp 

f„(x) cos kx dx = / f{x) cos kx dx, k = 1, . 


f2p rip 

f nix) sen kx dx = / fix) sen kx dx, k = 1, . . 


Es posible seleccionar ap, a\, ao_, ■ ■ ■ a n y b\, bo, ■ ■ ■ , b„ de modo que se satisfagan todas es- 
tas condiciones, procediendo como se indica a continuacion. Integrando ambos lados de la 
ecuacion (I)de0a2p,se obtiene 

fnix) dx = 2pa 0 



ya que la integral sobre [0, 2p] de cos kx es igual a cero cuando k > 1 , lo mismo que la 
integral de sen kx. Solo el termino constante ap contribuye a la integral de /„ en [0, 2p] . 
Un calculo semejante se aplica a cada uno de los otros terminos. Si multiplicamos ambos 
lados de la ecuacion (1) por cos x e integramos de 0 a 2p obtenemos 

rip 

/ f,,ix) cos x dx = p a\. 

Jo 


Esto es resultado del hecho de que 


f2p 


cos px cos px dx = p 


rip 

cos px cos qx dx = / cos px sen mx dx = 


r-2p 


sen px sen qx dx = 0 
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siempre que p, q y m sean enteros y p no sea iguala a q (ejercicios 9 a 13). Si multiplica- 
mos la ecuacion (1) por sen x e integramos de 0 a 2p, obtenemos 


f2p 


f„(x) sen x dx = pb \ . 


Procediendo de manera similar con 


cos 2x, sen 2x, . . . , cos nx, sen nx 

cada vez, obtenemos solo un termino distinto de cero, el termino con un seno al cuadrado 
o un coseno al cuadrado. Para resumir. 


'*2p 


fn(x) dx = 2 poo 


-2p 


f„(x ) cos kx dx = pa k , k = 


»2p 


f n (x ) sen kx dx = pb k , k = 


Elegimos /„ de modo que las integrales de la izquierda permanezcan iguales cuando /„ se 
reemplace por f, por lo que podemos utilizar estas ecuaciones para determinar ao, a\, an, 
. . . a n y b\, bn, ■ ■ ■ , b n a partir de /: 



2p 


f(x) dx 


( 2 ) 


2p 

f(x) cos kx dx, k=\,...,n (3) 


1 f 2p 

b k = p- / f(x) sen kx dx, k=l,...,n (4) 

La unica condicion necesaria para poder determinar estos coeficientes, es que las integra- 
les anteriores existan. Si hacemos n — > oo y utilizamos estas reglas para obtener los coefi- 
cientes de una serie infinita, la suma resultante se denomina serie de Fourier para fix), 

OO 

ao + 2( a £ cos kx + b k sen kx). (5) 

k=\ 



EJ EMPLO 1 Determinacion de un desarrollo en serie de Fourier 

La serie de Lourier puede utilizarse para representar algunas funciones que no pueden re- 
presentarse por medio de series de Taylor; por ejemplo, la funcion escalon/que se muestra 
en la figura 11.16a. 


fix) 


J 1, si 0 < x s p 
\2, si p < x < 2p . 
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2tt 


-277 -77 0 


(a) 


FI GU RA 11.16 (a) La funcion escalonada 


f(x ) = 


1, 0 < x < p 

2, p < x < 2p 


J I I |_ 


77 277 377 477 

(b) 


(b) La grafica de la serie de Fourier para/es periodica y tiene valor 3/2 en cada punto de disconti- 
nuidad (ejemplo 1). 


Los coeficientes de la serie de Fourier de / se calculan por medio de las ecuaciones (2), 

(3) y (4). 


«o 




"2P 


fix ) dx 


2p 


C2p 


1 dx + 


2 dx = 


-2p 


Clk = 


fix) cos kx dx 


i r 2p 

cos kxdx+ 2 cos r/x 


sen ^x 


+ 


Jo 


2 sen £x 


2p 

JP 


= 0, k > 1 


f2p 


bk = 


f(x) sen kx dx 


rip 

sen kxdx+ 2 sen kx dx 


cos kx 
k 


+ 


Jo 


2 cos kx 
k 


2p 

JP 


Por lo que 


cosfcp — 1 _ (~1) ~ 1 
kp ~ kp 


do 


T 


d\ = a 2 


= 0, 


11.11 Series de Fourier 837 


y 


b\ 


p% bi = 0, 



b 5 


J2_ 

5p’ 


b 6 = 0, . . . 


La serie de Fourier es 


3 

2 


2 ( , sen 3x , sen 5x , 

p lsenx + ^ + ^ + --- 


Observe que en x = p , donde la funcion f(x) salta de 1 a 2, todos los terminos con seno 
se anulan, dejando 3/2 como el valor de la serie. Este no es el valor de f en p , ya que 
/(p) = 1 . Ademas, la serie de Fourier da 3/2 en x = 0 y en x = 2p . De hecho, todos los 
terminos de la serie de Fourier son periodicos, de periodo 2p, y el valor de la serie en 
x + 2p es el mismo que su valor en x. La serie que obtuvimos representa la funcion perio- 
dica que se grafica en la figura 11.16b, con dominio igual a toda la recta real y un patron 
que se repite en todos los intervalos de ancho 2p . La funcion tiene una discontinuidad de 
salto en x = np, n = 0, ±1, ±2, ... y en estos puntos tiene un valor de 3/2, el valor pro- 
medio de los lfmites laterales. La convergencia de la serie de Fourier de f se muestra en la 
figura en la figura 11.17. 






FIGURA 11.17 Las aproximaciones de Fourier f i, f 3 , /s, fg, y f 15 para la funcion /(x) 



0 < x < p 
p < x < 2p 


del ejemplo 1 . 
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Convergencia de la serie de Fourier 

La serie de Taylor se calcula a partir del valor de una funcion y sus derivadas en un solo 
punto, x = a, y no puede reflejar el comportamiento de una funcion discontinua, como la 
funcion / del ejemplo 1, mas alia de la discontinuidad. La razon de que la serie de Fourier 
pueda usarse para representar tales funciones, radica en que las series de Fourier de una 
funcion dependen de la existencia de ciertas integrates, mientras que la serie de Taylor de- 
pende de las derivadas de una funcion alrededor de un solo punto. Una funcion puede te- 
ner cambios “bruscos”, e incluso discontinuidades, y aun asf ser integrable. 

Los coeficientes utilizados para construir la serie de Fourier son precisamente aque- 
llos que deben elegirse para minimizar la integral del cuadrado del error al aproximar f 
por f„ . Esto es, 

lf(x) ~ f„(x)] 2 dx 

se minimiza eligiendo ao, a\, ao, . . . a„ y b\, b 2 , • • • , b„ tal como hicimos. Mientras que las 
series de Taylor son utiles para aproximar una funcion y sus derivadas cerca de un punto, 
las series de Fourier minimizan un error que esta distribuido por todo un intervalo. 

A continuacion enunciamos, sin demostracion, un resultado concerniente a la conver- 
gencia de series de Fourier. Una funcion es continua por pedazos en un intervalo I, si tie- 
ne un numero finito de discontinuidades en el intervalo, y en cada punto de discontinuidad 
los lfmites laterales existen. (Vea el capftulo 5, ejercicios adicionales 11a 18). 



TEOREMA 24 Sea fix) una funcion tal que f y f son continuas por pedazos 
en el intervalo [0, 2p]. Entonces f es igual a su serie de Fourier en todos los 
puntos en donde f es continua. En un punto, c, en donde / tiene una discontinui- 
dad, la serie de Fourier converge a 

/(c + ) + fjc~) 

2 

en donde /(c + ) y f(c ) son los lfmites por la derecha y por la izquierda de f en c. 


EJERCICIOSll.il 


Determination de series de Fourier 


En los ejercicios 1 a 8, determine la serie de Fourier asociada con la 
funcion dada. Haga un bosquejo de cada funcion. 


1. f{x) =1 0 < x < 2p . 


2. fix) = 



0 < x < p 
p < x < 2p 


6. fix ) 
7- fix) 
8. fix) 


(e\ 0 < x < p 

\o, p < x < 2p 

f cos x, Osrs p 

\o, p < x < 2p 

( 2 , 0<x<p 

\-x, p < x < 2p 


3. fix) = 

4. fix) = 

5. fix) = 


lx, 0<x<p 

\x — 2p, p < x < 2p 
fx 2 , 0<x<p 
\o, p < x < 2p 

e x 0 < x < 2p . 


Teoria y ejemplos 


Establezca los resultados de los ejercicios 9 a 13, en donde p y q son 
enteros positivos. 

r-p 


Jo 


9. 


cos px dx = 0 para toda p . 


11.11 Series de Fourier 839 



r- p 

10 . 

l 


[2p 

11 . 

l 


sen px dx = 0 para toda p . 
cos px cos qx dx = 


0, si p A q 

p , si p = q 

(Sugerencia: cos A cos B — (l/2)[cos(A + B) 

1 , [ 2P , /0, sip A q 

12. / sen px sen qx dx = < 

Jo IP, Sip = q 

(. Sugerencia : senAsenB = (l/2)[cos(A — B ) 

r-p 

13. / sen px cos qx dx — 0 para toda p y q . 


( Sugerencia : sen A cos B = (l/2)[sen(A + 6) 


+ cos(A — B)]). 


— cos (A + B)]). 


+ sen (A — B)]). 


14. Serie de Fourier de sumas de funciones Si tanto/como g sa- 
tisfacen las condiciones del teorema 24: ^,Es la serie de Fourier de 
/ + g en [0, 2p] la suma de la serie de Fourier de/y la serie de 
Fourier de gl Justifique su respuesta. 

15. Diferenciacion termino a termino 

a. Utilice el teorema 24 para verificar que la serie de Fourier 
para f(x) del ejercicio 3 converge en f(x) para 0 < x < 2p . 

b. Aunque f (x) = 1 , demuestre que la serie obtenida derivando 
termino a termino la serie de Fourier del inciso (a) diverge. 

16. Utilice el teorema 24 para hallar el valor de la serie de Fourier del 

2 oo i 

ejercicio 4 y demuestre que - 2 ? . 


Capitulo Preguntas de repaso 


1. iQue es una sucesion infinita? ^Que significa que una sucesion 
converja? r,Que quiere decir que una sucesion diverja? Proporcio- 
ne ejemplos. 

2. r.Que es una sucesion no decreciente? ^En que circunstancias 
tiene limite una sucesion no decreciente? Proporcione ejemplos. 

3. ^De que teoremas disponemos para calcular llmites de sucesio- 
nes? De ejemplos. 

4. ^Que teorema nos permite usar algunas veces la regia de L'Ho- 
pital para calcular el limite de una sucesion? Proporcione un 
ejemplo. 

5. ^Cuales son los seis llmites de sucesiones que se presentan co- 
munmente cuando trabajamos son sucesiones y series? 

6. l.Que es una serie infinita? l.Que significa que una serie de este ti- 
po converja? que diverja? Proporcione ejemplos. 

7. r.Que es una serie geometrica? ^Cuando converge una serie de ese 
tipo? ^Cuando diverge? Si converge, ^cual es su suma? Cite ejem- 
plos. 

8. Ademas de las series geometricas, l.que otras series convergentes 
y divergentes conoce? 

9. ^Cual es la prueba del n-esimo termino para la divergencia? ^En 
que idea se basa? 

10. r,Q u s se puede decir acerca de las sumas y restas, termino a termi- 
no, de series convergentes? acerca de los multiplos constantes 
de series convergentes y divergentes? 

11. r,Q u e P as a si se suma un numero finito de terminos a una serie 
convergente? ^Y si se suma a una divergente? l,Que ocurre si se 
elimina un numero finito de terminos de una serie convergente? 
lY si se eliminan de una divergente? 

12. ('.Como se renumeran los Indices de una serie? !,Con que proposi- 
to podrla querer hacerlo? 

13. ^En que circunstancias converge una serie infinita de terminos no 
negativos? ^En cuales diverge? ^Por que estudiamos series de ter- 
minos no negativos? 


14. iCual es la prueba de la integral? ^En que razonamiento se basa? 
Proporcione un ejemplo de su uso. 

15. ^Cuando convergen las series p? ^.Cuando divergen? ^Como lo 
determina? Cite ejemplos de series p convergentes y series p di- 
vergentes. 

16. ^Cuales son la prueba de comparacion directa y la prueba de 
comparacion del limite? ^En que razonamientos se basan? Pro- 
porcione ejemplos de su uso. 

17. ^Cual es el criterio de la razon y el de la ralz? ^Le proporcionan 
siempre la informacion que necesita para determinar la conver- 
gencia o la divergencia? Cite algunos ejemplos 

18. l.Que es una serie alternante? l,Que teorema nos permite determi- 
nar la convergencia de esas series? 

19. ^Como se estima el error en el que se incurre al aproximar el va- 
lor de la suma de una serie alternante con una de las sumas par- 
ciales de la serie? ^En que razonamiento se basa esa estimation? 

20. l.Que es la convergencia absoluta? ^Y la convergencia conditio- 
nal? iComo se relacionan entre si? 

21. l.Que sabe acerca del reacomodo de los terminos de una serie ab- 
solutamente convergente? lY de una serie condicionalmente con- 
vergente? Proporcione ejemplos. 

22. l.Que es una serie de potencias? ^Como se prueba la convergencia 
de una serie de potencias? ^Cuales son los resultados posibles? 

23. ^Cuales son los hechos basicos respecto de 

a. la diferenciacion termino a termino de series de potencias? 

b. la integration termino a termino de series de potencias? 

c. la multiplication de series de potencias? 

Proporcione ejemplos. 

24. ^Cual es la serie de Taylor generada por una funcion f(x) en un 
punto x = n? l,Que informacion se necesita acerca de f para 
construir la serie? De un ejemplo. 

25. l.Que es una serie de Maclaurin? 
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26. ^Siempre converge una serie de Taylor a su funcion generadora? 
Explique. 

27. r,Que son los polinomios de Taylor? ^Cuales son sus aplica- 
ciones? 

28. ^Cual es la formula de Taylor? ^Que nos dice acerca de los erro- 
res en los que se incurre al usar polinomios de Taylor para aproxi- 
mar funciones? En particular, ^que dice la formula de Taylor acer- 
ca del error en la linealizacion? ^y sobre la aproximacion cuadra- 
tica? 

29. r,Que es una serie binomial? ^En que intervalo converge? ^Como 
se usa? 

30. ^Como pueden usarse las series de potencias para resolver proble- 
mas con valor inicial? 


31. ^Como pueden usarse las series de potencias para estimar los va- 
lores de integrales definidas no elementales? 

32. ^Cuales son las series de Taylor para 1/(1 — x), 1/(1 + x),e x , 
sen x, cos x. In ( 1 + jt), ln[(l + jc)/(1 — x )] , y tan -1 x? ^Como 
se estiman los errores resultantes al sustituir estas series por sus 
sumas parciales? 

33. r,Que es una serie de Fourier? ^Como se calculan los coeficientes 

de Fourier ao, y b\, bi , . . . para una funcion f(x) defini- 

da en el intervalo [0, 2p] ? 

34. Enuncie el teorema de la convergencia de las series de Fourier pa- 
ra f(x) cuando f y f son continuas por pedazos en [0, 2p] 


Capftulo 


Ejercicios de practica 


Sucesiones convergentes 
o sucesiones divergentes 

^Cuales de las sucesiones, cuyos n-esimos terminos aparecen en los 
ejercicios 1 a 18, convergen y cuales divergen? Determine el lfmite de 
todas las sucesiones convergentes. 

(-D" 


1. a„ — 1 + 

3. a„ = 

5. a n = sen 

7. a n 

9. a n = 

11 . On = 


2. a„ = 


1 - (- 1 )" 


1 - 2 " 
2 ” 

np 
2 

In (n 2 ) 
n 

n + In 77 
n 

n — 5 


2 n 

4. a n = 1 + (0.9)" 
6. a„ = sen up 

In (2 n + 1) 


n 


8. a„ 

10. a n 

12. a„ = I 1 + 


In (2/7 3 + 1) 


13. a n ^ n 

15. an = n(2 1 /" - 1) 


14. a n = I 77 


i In 


17. a„ = 


(n + 1)! 


16. a„ = 2 2n + I 
(-4)" 

18. On = — 


Series convergentes 

Determine las sumas de las series indicadas en los ejercicios 19 a 24. 

' v "' OO 

1 „„ -2 


19. 2 


21. 2 


«=3 ( 2 n - 3 )( 2 n ~ 1 ) 

9 

( 3 n - 1 )( 3 n + 2 ) 


20. 2 


22. 2 


= 2 n(n + 1) 
-8 


23. 2 e_ 

n = 0 


n=3 (4 n - 3X4/7 + 1) 


24. 2(-D"^ 

n = 1 ^ 


Series convergentes o series divergentes 

^ Cuales de las series de los ejercicios 25 a 40 convergen absolutamen- 
te, cuales convergen condicionalmente y cuales divergen? Justifique 
sus respuestas. 


25. 2- L 

n= 1 2 n 

OO 

28 - S/j 

n= l 2 n 


26- 2 ,/ 

n= 1 


OO ( _ 1)n 


29. 2 


27. 2 

n= l z n 

(- 1 )" 00 1 

1 ’ 30. 2 — 


31. 2^ 

n= 1 n 


33. 2 


(-D" 


35. 2 


n=i n 2 n 2 + 1 
77-1-1 


n= 1 


n\ 


oo / oyi 

37- 2^ 

n' 

n= 1 n ' 


39. 2 


1 In (n + 1) ~2 n (In nj 2 

OO - 

*2 V ln/2 
' “ 3 In (In n) 

34-2^ 

, 1 = i n + 1 

36 .| (-W +1) 

^ l 2 ir + n — 1 

50 on on 

,1= I 11 


40. 2 


1 


» = 2 77 2 77 2 — 1 


» — i 2 77(7 ? + 1 )(t7 + 2) 

Series de potencias 

En los ejercicios 41a 50, (a) determine el radio y el intervalo de con- 
vergencia de las series. Identifique despues los valores de x para los 
que la serie converge (b) absolutamente y (c) condicionalmente. 


41. 2 


(x + 4)" 


43. 2 

n= 1 
oo 

45. 2 : 


«3" 

(— 1)" *(3jc - 1)" 


42. 2 


(x - l) 2 


44. 2 


■=i (2» - 1)! 

(n + l)(2x + 1) ,J 


n =0 ( 2/2 + 1 ) 2 ” 


46. 2^- 

» = 1 2 77 
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47. 2 


( n + l)x 2 

1"” 


49. 2( csc h«)-^" 


OO 


48. 2 

n = 0 


(-l)"(x - l) 2n+1 
2n + 1 


50. 


OO 


2 (coth n)x n 

n— 1 


Series de Maclaurin 

Cada una de las series senaladas en los ejercicios 51 a 56 es el valor de 
la serie de Taylor en x = 0 de una funcion f(x) en un punto especffi- 
co. ^Cual es la funcion y cual es el punto? ^Cual es la suma de la 
serie? 


Integrales no elementales 

Por medio de series, aproxime los valores de las integrales de los ejer- 
cicios 77 a 80, con un error de magnitud menor que 1(T 8 . (En la sec- 
cion de respuestas estan los valores de las integrales, redondeados a 
10 decimales). 



r 1/2 j 


77. 

/ e * dx 

78. 


Jo 


79. 

f /2 tan -1 x j 
/ x dx 

80. 


l 

x sen (x 3 ) dx 


tan" 1 * 

Jo 2 x 


51. 

52. 

53. 

54. 


1~U^« 

4 16 


2 _ 
3 

P - 

1 - 




18 81 

p! + p! 

3! 5! 


9-2! 81-4! 


+ (- 1)— 1 

• + (-D" 


-21 + .. 
n3" 

p 2,l + 1 

(2 n + 1)! 


— + (-ir 


3 2 "(2n)! 


55. 1 + In 2 + 



(In 2)” 

— r~ + 
n ! 


Formas indeterminadas 


En los ejercicios 81 a 86: 

a. Utilice series de potencias para evaluar el limite. 

b. Use despues una calculadora grafica (o su equivalente) para res- 
paldar sus calculos. 


81. lim 


7 sen x 
0 e 2 * — I 


82. Urn— — — 

u-»o U — sen U 


83. lfm 


t—>o \2 — 2 cos t 


(senh)/h — cos h 

84. lfm 

h—* 0 h 1 


56.^-^ + ^ 

2 3 92 3 452 3 


+ (- 1 )‘ 


n- 1 


(2 n ~ 1)( 2 3) 2 


85. lfm 


1 — cos 2 z 


>o In ( 1 — z) + sen z 


86 . 


lfm : : 

y — >o cos y — cosh y 


87. Represente sen 3x por medio de una serie y halle valores de r y s 
para los cuales 


Determine la serie de Taylor en x = 0 para las funciones listadas en 
los ejercicios 57 a 64. 


57. 

1 

58. 

1 

1 - 2x 

1 + x 3 


59. 


60. 

2x 

sen px 

Sen ~3~ 

61. 

cos (x 5 ^ 2 ) 

62. 

cos 2 5x 

63. 

e (pJt/2) 

64. 

e-* 


Series de Taylor 

En los ejercicios 65 a 68, determine los cuatro primeros terminos dis- 
tintos de cero de la serie de Taylor generada por/en x = a . 

65. f{x) = 23+x 2 en x = —1 

66. f(x) = 1/(1 — x) en x = 2 

67. f(x) = \/{x + 1) en jc = 3 

68. f(x) = l/x en x = a > 0 

Problemas con valor inicial 


Utilice series de potencias para resolver los problemas con valor ini- 


cial de los ejercicios 69 a 76. 

69. y 1 + y = 0, y(0) = — 1 

71. y' + 2y = 0, y(0) = 3 
73. y' - y = 3x, y(0) = - 1 
75. y' ~ y = x, y(0) = 1 


70. y' — y = 0, y(0) = ~3 

72. y' + y = 1, y(0) = 0 

74. y' + y = x, y(0) = 0 

76. y 1 — y = —x, y(0) = 2 


lfm 

x—*0 


( sen 3x 



= o. 


88. a. Demuestre que la aproximacion cscx ~ l/x + x/ 6 del ejem- 

plo 9 de la seccion 11.10, conduce a la aproximacion senx ~ 
6x/(6 + x 2 ). 

b. Compare la precision de las aproximaciones sen x ~ xy 
senx ~ 6x/(6 + x 2 ) comparando las graficas de 
/(x) = senx — xyg(x) = senx — (6x/(6 + x 2 )). Descri- 
ba lo que encuentre. 

Teoria y ejemplos 

89. a. Demuestre que la serie 

% ( sen i ” sen 2trrr) 

converge. 

b. Estime la magnitud del error al usar la suma de senos, hasta 
n — 20 como aproximacion de la suma de la serie. ^La apro- 
ximacion es demasiado grande o demasiado pequena? Justifi- 
que su respuesta. 

00 / i | \ 

90. a. Demuestre que la serie >, tan tan - — ■ — - converge. 

«= i V 2n 2n + 1 J 

b. Estime la magnitud del error cuando se usa la suma de tan- 
gentes, hasta —tan (1/41) como aproximacion de la suma de 
la serie. ^La aproximacion es demasiado grande o demasiado 
pequena? Justifique su respuesta. 


842 Capftulo 11: Sucesiones y series infinitas 


91. Determine el radio de convergencia de la serie 


Demuestre que la serie 


2 • 5 • 8 • 


■On - 1) 


2-4-6 (2 n) 

92. Determine el radio de convergencia de la serie 


OO 


2 

n= 1 


3- 5-7 (2 n + 1) 

4- 9-14 (5n — 1) ' 


If. 


rq «2 03 

12 3 


diverge. 

103. Utilice el resultado del ejercicio 102 para demostrar que 


00 

1 + 2 


n = 2 


1 

n In n 


93. Halle una formula, en forma cerrada, para calcular la H-esima 
suma parcial de la serie 2, J= 2 In ( 1 — (1/n 2 )) y utilicela para 
determinar la convergencia o la divergencia de esa serie. 

94. Evalue 2^=2 ( 1 /(^ 2 — 1)) calculando el limite de la n-esima su- 
ma parcial de la serie conforme n—> oo. 

95. a. Determine el intervalo de convergencia de la serie 


v = 1 + -jc 3 H — x 6 + • • • 

y 6 180 

1-4-7 On - 2) 

On)'- 


b. Demuestre que la funcion definida por la serie satisface una 
ecuacion diferencial de la forma 



y encuentre los valores de las constantes ay b. 

96. a. Determine la serie de Maclaurin para la funcion x 2 / (1 + x) . 
b. ^.La serie converge en x = 1 ? Explique. 

97. Si i a„ y b n son series convergentes de numeros no 
negativos, ^que se puede decir acerca de 2 n =i a nb„7 Justifique 
su respuesta. 

98. Si 2^1 1 a n y b n son series divergentes de numeros no ne- 
gativos, r,que se puede decir acerca de 2„=i a„ b n ? Justifique su 
respuesta. 

99. Demuestre que la sucesion {x„} y la serie (xr+ 1 — xr) son 
ambas convergentes o ambas divergentes. 

100. Demuestre que 2,^ i (o n /(l + fl„)) converge si a„ > 0 parato- 
da n y si 2„=i o„ converge. 

101. ( Continuation del ejercicio 27, seccion 4.7). Si resolvio el 
ejercicio 27 de la seccion 4.7, habra visto que, en la practica, el me- 
todo de Newton termina demasiado lejos de la rafz de 
/( x) = (x — l) 40 para proporcionar una estimacion util de su va- 
lor, x = 1 . Demuestre que, sin embargo, la sucesion de aproxima- 
ciones xo, Xi, X 2 , ■ ■ ■ , x n , . . . generadas por el metodo de Newton, 
converge a 1 con cualquier valor initial xo t 4 1 . 

102. Suponga que a i, 02, 03 , ... , a„ son numeros positivos que satis- 
facen las siguientes condiciones: 

i. a, > a, & fl3 & ■ ■ ■; 

ii. la serie 02 + a 4 + #8 + ai6 + • ■ ■ diverge. 


diverge. 

104. Suponga que deseamos obtener una estimacion rapida para el 

valor de J Q x 2 e x dx. Existen varias formas de hacerlo. 

a. Use la regia del trapecio con n = 2 para estimar f} x 2 e x dx. 

b. Escriba los tres primeros terminos diferentes de cero de la se- 
rie de Taylor en x = 0 de x 2 e x para obtener el polinomio de 
Taylor de cuarto orden P(x) de x 2 e x . Use f 0 P{x) dx para ob- 
tener otra estimacion de L x 2 e x dx. 

c. La segunda derivada de f(x) = x 2 e x es positiva para toda 
x > 0 . Explique por que esto le permite concluir que la esti- 
mation de la regia del trapecio obtenida en (a) es demasiado 
grande. (Sugerencia: iQue indica la segunda derivada acerca 
de la grafica de una funcion? ^Que relation tiene esto con la 
aproximacion por medio de los trapecios del area que esta de- 
bajo de esta grafica?) 

d. Todas las derivadas de f(x) = x 2 e x son positivas para x > 0 . 
Explique por que esto le permite concluir que todas las apro- 
ximaciones polinomiales de Maclaurin a f(x) parax en [0,1] 
resultaran demasiado pequenas. (Sugerencia: f(x) = P„(x) 
+ Rn(x)). 

e. Use integration por partes para evaluar [1 x 2 e x dx . 

Series de Fourier 

Determine la serie de Fourier para las funciones indicadas en los ejer- 

cicios 105 a 108. Haga un bosquejo de cada funcion. 


105. f{x) 

106. fix) 

107. fix) 

108. fix) 


( 0, 0 < X < p 

\ 1, p < x < 2p 

fx, 0<x<p 
1 1, P < x < 2p 

fp-x, 0<x£p 
\x — 2p, p < x < 2p 

| senx| , 0 < x < 2p 
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Convergencia o divergencia 

^Cuales de las series ^ /? | a„ definidas por las formulas en los ejerci- 
cios 1 a 4 convergen y cuales divergen? Justifique sus respuestas. 


!• 2 — 

n= l (3 n 


l 

2^n+(l/2) 


oo 


2 . 2 

n= 1 


(tan 1 n) 2 
n 2 + 1 


3. 


OO 


2 

n= 1 


(— 1) /J tanh 


n 


oo 


4- 2 

ii = 9 


log„(n!) 


^Cuales de las series 2„=i a„ definidas por las formulas en los ejerci- 
cios 5 a 8 convergen y cuales divergen? Justifique sus respuestas. 


5. ci\ 1) 


n(n +1) 

(n + 2)(/t + 3) 


1 + 777 H y H y H r H 7 H 7 H y 

10 10 2 10 3 10 4 10 5 10 6 10 7 

3 7 

H 7 J 7 + • • ' . 

10 8 10 9 

17. E value 



1 

1 + jc 2 


dx. 


18. Determine todos los valores de x para los que 


OO 


2 

n=\ 


(n + 1)(2jc + 1)" 


(Sugerencia: Escriba varios terminos, vea cuales factores se can- 
celan y luego generalice). 


6. G\ — (Xn — 7, G n + 1 — 

7. ai = Cl2 — 1, Qfl + 1 = 


(n - 1 )(n + 1) n 
1 


a„ sin ^ 2 


1 + ci„ 


si n a 2 


8. a n = 1/3" si n es impar, a„ = n/3" si n es par. 

Eleccion de centros para las series de Taylor 

La formula de Taylor 

f(x) = f(a) + f'(a)(x - a) + 'Q^ix - a) 2 + ■■■ 


+ 


f W( a) 


af + 


f (n + D {c) 

( n + 1)! 




expresa el valor de/en x en terminos de los valores defy sus deriva- 
das en jc = a. Por lo tanto, en calculos numericos necesitamos que a 
sea un punto en donde conozcamos los valores de / y sus derivadas. 
Tambien es necesario que a este lo suficientemente cerca de los valo- 
res de/que nos interesen, de modo que (x — a) n+1 sea tan pequeno 
que podamos despreciar el residuo. 

En los ejercicios de 9 al 14, c,que serie de Taylor elegirfa para re- 
presentar la funcion cerca del valor dado de jc? (Hay mas de una res- 
puesta correcta). Escriba los primeros cuatro terminos distintos de ce- 
ro de la serie que elija. 

9. cos x cerca de jc = 1 10. sen x cerca de x = 6.3 

11. e x cerca de x = 0.4 12. In jc cerca de r x = 1.3 

13. cos x cerca de jc = 69 14. tan -1 x cerca de jc = 2 


converge absolutamente. 

19. Generalization de la constante de Euler La figura siguiente 
muestra la grafica de una funcion / decreciente, dos veces dife- 
renciable y positiva, cuya segunda derivada es positiva en (0, 00 ) . 
Para cada n, el numero A„ es el area de la region en forma de luna 
entre la curva y el segmento de recta que une los puntos ( n , /(«)) 
y (n + 1, f(n + 1)). 

a. Utilice la figura para demostrar que 2^°=i A„ < U/2)(/(l) 
-/( 2)). 

b. Despues demuestre la existencia de 



£(/(!) + /(«)) 


/(jc) dx 


c. Luego demuestre la existencia de 

lim 2 /W “ [ /( x ) dx ■ 

«-*• 00 L i ^\ J 1 J 

Si f(x) = 1/jc, el lfmite del inciso (c) es la constante de Eu- 
ler (ejercicio 41 de la seccion 11.3). ( Fuente : “Convergence with 
Pictures”, por P. J. Rippon, American Mathematical Monthly, 
volumen 93, numero 6, 1986, pp. 476 a 478.) 


Teoria y ejemplos 

15. Sean a y b constantes con 0 < a < b. ^La sucesion 
{(a" + b ")'/"} converge? De ser asi, ^.cual es el limite? 

16. Determine la suma de la serie infinita 
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y 



23. Determine un valor para la constante b que hara que el radio de 
convergencia de la serie de potencias 

b n x n 

In n 

sea igual a 5. 

24. i Como se sabe que las funciones sen x. In x y e x no son polino- 
mios? Justifique su respuesta. 

25. Determine el valor de a para el que el limite 

sen (ax) — sen x — x 
11m ^ 

jc—0 x 3 


2 

n — 0 


es finito y evalue el limite. 

26. Determine los valores de a y b para los que 


11m 

jc— » o 


cos (ax) — b 
lx 1 


- 1 . 


20. Este ejercicio se refiere al triangulo equilatero con lados de lon- 
gitud 2b en la figura siguiente. Del triangulo original se quitan los 
triangulos equilateros que estan “de cabeza”, como sugiere la su- 
cesion de figuras. La suma de las areas eliminadas del triangulo 
original forma una serie infinita. 

a. Determine esta serie infinita. 

b. Determine la suma de esta serie infinita y, a partir de ello, en- 
cuentre el area total eliminada del triangulo original. 

c. iSe eliminan todos los puntos del triangulo original ? ^Por 
que? 



27. Criterio de Raabe (o de Gauss) El criterio siguiente, que 
enunciamos sin demostracion, es una extension del criterio de la 
razon. 

Criterio de Raabe: Si 2„=i u„ es una serie de constantes po- 
sitivas y existen constantes C, Ky N tales que 


u„ C f(n) 

u „+ 1 1 + n + n 2 


( 1 ) 


donde |/(n)| < K para n £ N, entonces2„=i u n converge si 
C > 1 y diverge si C s 1 . 

Demuestre que los resultados del criterio de Raabe coinci- 
den con los que conoce respecto de las series 2 „=i(l /n 2 ) y 

2 “td /»)• 

28. (Continuation del ejercicio 27). Suponga que los terminos 
de 2„=i u„ se definen de manera recursiva por medio de las 
formulas 


(2 n - l) 2 
(2n)(2n +1) ' 


21. a. ^Cree que el valor de 

cos (a/n) \" 


11m ( 1 - 

n — >oo 


a constante , 


depende del valor de a? De ser asl, ^como? 
b. ^.Cree que el valor de 

cos (a/n)\" 


11m ( 1 - 

H-* oo 


bn 


, a y b constantes, b 7= 0, 


depende del valor de bl De ser asl, ^como? 
c. Use calculo para confirmar sus conjeturas en los incisos (a) 
y (b). 

22. Demuestre que si a n converge, 

^ (l + sen (a n ) V 
0=1 


converge. 


Aplique el criterio de Raabe para determinar si la serie converge. 

29. Si 2^1 1 a n converge, y si a„ 7 1 1 y a„ > 0 para toda n, 

a. Demuestre que 2^1 1 a n 2 converge. 

b. ^Converge la serie u n /(\ — a„) ? Explique. 

30. (Continuation del ejercicio 29). Si a n converge y si 

1 > a„ > 0 para toda n, demuestre que 2„=i ln(l — a„) 
converge. (Sugerencia: Primero demuestre que | In ( 1 — a„) \ £ 

Un/( 1 tin)). 

31. Teorema de Nicole Oresrne Demuestre el teorema de Nico- 
le Oresme, el cual afirma que 

1 + — • 2 + — • 3 + • • ■ H 7 + • • • = 4 . 

2 4 2" _1 

(Sugerencia: Derive ambos lados de la ecuacion 1/(1 — x) = 
1 + S^Li-r"). 

32. a. Demuestre que 
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n{n +1) 2x 2 

ik (x - l) 3 

para | jc | > 1 diferenciando dos veces la identidad 

V 2 

x n + l = 

1 — X 

multiplicando el resultado por x y luego reemplazando x por 
\jx. 

b. Utilice el inciso (a) para determinar la solution real, mayor 
que 1, de la ecuacion 


2 

n— 1 


= 2 


n(n +1) 


33. Una estimation rapida de P /2 Como habra visto si realizo el 
ejercicio 127 de la section 11.1, la sucesion generada iniciando 
con xo = 1 y aplicando la formula recursiva x„+i = x„ + cosx„ 
converge rapidamente a p/2. Para explicar la rapidez en la con- 
vergencia, sea e„ = (p/2) — x„. (Vea la figura siguiente). En- 
tonces 


e 


n + 1 



COS JC„ 


= e n - 




= e„ - sen e„ 




Utilice esta igualdad para demostrar que 
0 < e„+i < ^(e„) 3 . 


y 



34. Si 2,i=i a n es una serie convergente de numeros positivos, ^que 
se puede decir acerca de la convergencia de 2„=i ln(l + «„)? 
Justifique su respuesta. 

35. Control de calidad 

a. Diferencie la serie 

1 

= 1 + X + X- + ■■■ + x" + ■■ ■ 

1 — x 

para obtener una serie para 1/(1 — x) 2 . 


b. En un tiro de dos dados, la probabilidad de obtener 7 es 

p = 1/6. Si tira los dados de manera repetida, la probabili- 
dad de que 7 aparezca por primera vez en el rc-esimo tiro es 
q n ~ l p, donde q = 1 — p = 5/6. El numero esperado de ti- 
ros hasta que aparezca el 7 por primera vez es 2„=i nq"~ 1 p. 
Determine la suma de esta serie. 

c. Usted es un ingeniero encargado de aplicar control estadistico 
de calidad a una operation industrial, asf que debe inspeccionar 
artfculos tomandolos al azar de la lrnea de ensamblaje. Luego 
clasifica cada artfculo de la muestra como “bueno” o “malo”. 

Si la probabilidad de que un artfculo sea bueno es p y de que 
sea malo es q = 1 — p , la probabilidad de que el primer artf- 
culo malo se encuentre en el n-esimo artfculo inspeccionado es 
p n l q. El numero promedio de artfculos inspeccionados 
hasta e incluyendo el primer artfculo malo que se 
encuentra es 2„=i np n ~ l q. Evalue esta suma, suponiendo 
que 0 < p < 1 . 

36. Valor esperado Suponga que una variable aleatoria X puede to- 
mar los valores 1, 2, 3, . . . , con probabilidades pi,p 2 ,pi, ■ ■ ■ , 
donde p * es la probabilidad de que X sea igual a k (k = 1,2, 
3, . . . ) . Tambien suponga que pk — 0 y que 2 a-=i Pk — 1 - El va- 
lor esperado de X, denotado por E(X ), es el numero 2/, ]k?k, 
siempre y cuando la serie converja. En cada uno de los casos si- 
guientes, demuestre que 2/t=i Pk ~ 1 y determine E(X), si existe. 
(, Sugerencia : Vea el ejercicio 35). 

«*-i 

a. Pk = 2* b. p k = — r 

6 

= 1 I 1 

C ‘ Pk k{k + 1) k k + I 

37. Dosis segura y eficaz La concentration en la sangre que resulta 
de una sola dosis de cierto medicamento normalmente disminuye 
con el paso del tiempo, conforme el medicamento se elimina del 
cuerpo. Por lo tanto, las dosis necesitan repetirse de manera pe- 
riodica para evitar que la concentration descienda mas alia de 
algun nivel particular. Un modelo del efecto de las dosis repetidas 
muestra que la concentration residual justamente antes de la 
(n + l)-esima dosis es 

R„ = Coe - *' 0 + C 0 e- lk, ° + • • • + C 0 e~ nk, °, 

donde Co = al cambio en la concentration ocasionado por una 
sola dosis (mg/mL), k = constante de elimination (h _1 ), y 
to = tiempo entre las dosis (h). Vea la figura siguiente. 


C 



a. Escriba R„ en forma cerrada como una sola fraction, y deter- 
mine R = lmin-Kxj R„ . 
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b. Calcule R i y R m para Co = 1 mg/mL, k = 0. 1 h y 
to = 10 h. oQue tan buena estimation de R es R jo? 

c. Si k = 0.01 h _1 y to = 10 h, determine la n mas pequena tal 
que R n > (1/2 )R. 

( Fuente : Prescribing Safe and Effective Dosage, B. Horelick y S. 
Koont, COMAP, Inc., Lexington, MA). 

38. Tiempo entre dosis de medicamentos ( Continuation del ejer- 
cicio 37). Si se sabe que un medicamento sera ineficaz si se le ad- 
ministra en dosis menores que una concentration Cl y resulta no- 
civo si se le administra en dosis superiores a una concentration 
mas alta Ch, es necesario determinar los valores de Co y to que 
produciran una concentration segura (no superior a Ch) pero efi- 
caz (no inferior a Cf). Vea la figura siguiente. Por lo tanto, se re- 
quiere determinar los valores para Co y to para los que 

R — Cl y Co + R = Ch- 



En consecuencia, Co = Ch ~ Cl- Cuando estos valores se susti- 
tuyen en la ecuacion para R, obtenida en el inciso (a) del ejercicio 
37, la ecuacion resultante se simplifica a 


1 , C H 

t 0 = yin — . 

k C L 


Para alcanzar con rapidez un nivel eficaz, podrfa administrarse 
una dosis “cargada” que producirfa una concentration de Ch 
mg/mL. A esto podrfa seguirle una dosis cada to horas que eleve 
la concentration en Co = Ch ~ Cl mg/mL. 

a. Verifique la ecuacion precedente para to . 

b. Si k = 0.05 h _1 y la concentration mas alta segura es e veces 
la concentration eficaz mas baja, determine el intervalo de 
tiempo entre las dosis que asegurara concentraciones seguras 
y eficaces. 

c. Dado Ch — 2 mg/mL, Cl — 0.5 mg/mL, y k — 0.02 h -1 , de- 
termine un esquema para la administration del medicamento. 

d. Suponga que k = 0.2 h _1 y que la menor concentration efi- 
caz es 0.03 mg/ mL. Se administra una sola dosis que produce 
una concentration de 0. 1 mg/ mL. ^Cuanto tiempo seguira 
siendo eficaz el medicamento? 

39. Un producto infinito Se dice que el producto infinito 


OO 


11(1 + a„) 


(1 + ai)(l + af)( 1 + af)- — 


converge si la serie 


OO 


2 ln (i + «*)> 

n=i 


obtenida tomando el logaritmo natural del producto converge. De- 
muestre que el producto converge si a n > —1 para toda n y si 
2„= i | a„ | converge. ( Sugerencia : Demuestre que 

I In ( 1 + a n ) | y-yj , S 2\a n \ 

1 | &n | 


cuando 1 0.1 < 1/2). 

40. Si p es una constante, demuestre que la serie 


OO 

i + 2 


n=3 


1 

n - In if [In (In n)f 


a. converge si p > 1 , b. diverge si p < 1 . En general, si 
fi(x) = x, f„+i{x) = ln(/„(x)), y n toma los valores 1, 2, 
3, . . . , encontramos que f 2 (x) = lnx, fi(x) = In (lnx), y asf 
sucesivamente. Si f n (a ) > 1 , entonces 


dx 


fi(x)f 2 (x) ■ ■ ■ f n (x)(f„+i(x)) p 


converge si p > 1 y diverge si p £ 1 . 

41. a. Demuestre el teorema siguiente: si {c„} es una sucesion de 
numeros tales que cada suma t„ = 2jt=i ti esta acotada en- 
tonces la serie 2„=i c n /n converge y es igual a 2„=i t„/{n 
(n + 1)). 

Esbozo de demostracion: Reemplace ci por t \ y c n por 
t„ — t„- 1 para n a 2.Sii2n+i = 2it='i l Ck/k, demuestre que 


L2n+1 




( 1 1 ^ * 2 / 1+1 
+ " ' + hn \2n 2n + 1 ) + 2n + 1 


\ 1 L * 2 u + 1 

j~ t k(k +1) 2n + 1' 

Como \tk\< M para alguna constante M, la serie 


m k{k + 1) 


converge absolutamente, y s 2n + itiene lfmite conforme n 
n—> 00 . 

Por ultimo, si S 211 = 2jt=i c^/k, entonces i 2 «+i — Sin ~ 
C 2 k+i/( 2 w + 1 ) tiende a cero cuando n—* 00 ya que 
| c 2 n+i| = | * 2 /i+i — * 2 n I < 2M. De aquf que la sucesion de 
sumas parciales de la serie 2 c^/k converge y el lfmite es 

2EL1 t k /m + 1)). 
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b. Demuestre como se aplica el teorema anterior a la serie armo- 
nica alternante 



c. Demuestre que la serie 



converge. (Despues del primer termino, los signos son, dos 
negativos, dos positivos, dos negativos, dos positivos y asf su- 
cesivamente con ese patron). 

42. La convergencia de S^r[( _ l)'' l x n \/n en ( 1 + x) para 
-1 < x < 1 


c. Ifx > 0, demuestre que 


|*n + l I 



x n+2 

n + 2 ’ 


^ Sugerencia : Cuando t varfa de 0 a x, 

1+12 1 y f" +1 /(l + t) < f +1 , 


f(t ) dt 


* \ /(ok). 


d. Si — 1 < x < 0 , demuestre que 


a. Demuestre por division larga o de otra forma que 


. f-iyi+Ln 

-3—- — = 1 - t + t 2 - P + + (-1 ft" + - — — 

1 + 1 v y 1 + t 


b. Integrando la ecuacion del inciso (a) respecto de t de 0 a x, 
demuestre que 


In (1 + x) = x ~ + y _ “jT + 


+ (- 1 )" 


„n+l 


n + 1 


+ R, , 


donde 



r * t "+ 1 

\R,,+i\ =£ 

l i-W* 


(n + 2)(1 - |x[ 


Sugerencia: Si x < t £ 0 , entonces 1 1 + l| — 1 — | jc | y 


1 + 7 


i - i*i 


e. Utilice los resultados anteriores para demostrar que la serie 

x 2 x 2 x 4 , ^ (-1)V +1 

x ^ + ^ ^ + ; — j f ■ 

2 3 4 n + 1 


R„ 


= (- 1 )" 


1+7 


dt. 


converge a In ( 1 + x) para - 1 < x £ 1 . 


Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Pelota que rebota 

El modelo predice la altura de una pelota que rebota y el tiempo hasta que deja de rebotar. 

Modulo Mathematica/Maple 

Aproximaciones del polinomio de Taylor para una funcidn 

Una animation grafica muestra la convergencia de los polinomios de Taylor para funciones que tienen derivadas de todos los ordenes en un inter- 
valo en sus dominios. 



LOS VECTORES Y LA 
GEOMETRIA DEL ESFACIO 


INTRODUCCION Para aplicar el calculo a muchas situaciones reales y a las matematicas 
avanzadas, necesitamos una descripcion matematica del espacio tridimensional. En este 
capftulo presentamos los sistemas de coordenadas y los vectores tridimensionales. Con ba- 
se en nuestros conocimientos acerca de las coordenadas en el piano xy, establecemos coor- 
denadas en el espacio agregando un tercer eje que mide la distancia hacia arriba y hacia 
abajo del piano xy. Los vectores permiten estudiar la geometrfa analitica del espacio, facil- 
itando la descripcion de rectas, pianos, superficies y curvas en el espacio. En el resto del 
libro usamos estas ideas geometricas para estudiar el movimiento en el espacio y el calcu- 
lo de las funciones de varias variables, con una gran variedad de aplicaciones en la ciencia, 
la ingenierfa, la econorma y las matematicas avanzadas. 
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Sistemas de coordenadas tridimensionales 


z 



(0,0,4 


z=constante 
I (0, y, 4 


(x, 0,4 


Ol. 



P(x, y, z) 

(0, y, 0) 



y=constante 


(x,y,0) 


FIGURA 12.1 El sistema coordenado car- 
tesiano es derecho (o de mano derecha). 
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Para localizar un punto en el espacio usamos tres ejes coordenados mutuamente perpendicu- 
lares, ordenados como en la figura 12.1. Los ejes muestran que se ha escogido un sistema 
de coordenadas derecho. Tambien conocido como sistema de mano derecha, sistema coor- 
denado de mano derecha o sistema rectangular de coordenadas de mano derecha, el cual 
consiste en orientar el pulgar de la mano derecha en direccion del eje positivo z y los de- 
mas dedos estan a 90° permitiendo, por rotacion, llevar al eje positivo x a coincidir con el 
eje positivo y. Asf, al mirar hacia el piano xy desde la direccion positiva del eje z, los 
angulos positivos en el piano se miden en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
desde el eje x positivo y en torno del eje z positivo. (En un sistema de coordenadas izquier- 
do (o sistema de coordenadas de mano izquierda), el eje z positivo apunta hacia abajo en la 
figura 12.1 y los angulos en el piano son positivos si se miden en el sentido de las maneci- 
llas del reloj desde el eje x positivo. Esta no es la convencion que hemos utilizado para 
medir los angulos en el piano xy. Los sistemas de coordenadas orientados derechos e iz- 
quierdos no son equivalentes.) 

Las coordenadas cartesianas ( x , y, z) de un punto P en el espacio son los numeros rea- 
les correspondientes a las intersecciones de los ejes con los pianos que pasan por P y son 
perpendiculares a los ejes. Las coordenadas cartesianas del espacio tambien se conocen 
como coordenadas rectangulares, pues los ejes que las definen se cortan en angulo recto. 
Los puntos sobre el eje x tienen coordenadas y, z iguales a cero. Es decir, tienen coordena- 
das de la forma (x, 0, 0). De manera analoga, los puntos sobre el eje y tienen coordenadas 
de la forma (0, y, 0) y los puntos sobre el eje z tienen coordenadas de la forma (0, 0, z). 

Los pianos determinados por los ejes coordenados son el piano xy, cuya ecuacion es- 
tandar o canonica es z = 0 ; el piano yz, cuya ecuacion estandar es x = 0 ; y el piano xz, 
cuya ecuacion estandar es y = 0. Estos pianos se cortan en el origen (0, 0, 0) (figura 
12.2). Estos pianos se cortan en el origen (0, 0, 0) (figura 12.2). El origen tambien se 
identifica como 0, o con la letra O. 
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Los tres pianos coordenados x = 0,y = 0,yz = 0 dividen al espacio en ocho cel- 
das llamadas octantes. El octante donde todas las coordenadas de un punto son positivas 
se conoce como primer octante; no hay una numeration convencional para los otros siete 
octantes. 

Los puntos en un piano perpendicular al eje x tienen todos la misma coordenada x, 
que es el numero correspondiente al punto donde el piano corta al eje x. Las coordenadas y 
y z pueden ser numeros cualesquiera. De manera analoga, los puntos en un piano perpen- 
dicular al eje y tienen una coordenada y comun, y los puntos en un piano perpendicular al 
eje z tienen una coordenada z comun. Para escribir las ecuaciones de estos pianos, utiliza- 
mos el valor de la coordenada comun. El piano x = 2 es el piano perpendicular al eje x en 
x = 2. El piano y = 3 es el piano perpendicular al eje y en y = 3. El piano z = 5 es el 
piano perpendicular al eje z en z = 5. La figura 12.3 muestra los pianos x = 2, y = 3, y 
z — 5, junto con su punto de interseccion (2, 3, 5). 


z 




FIGURA 12.2 Los pianos x = 0, y = 0,yz = 0 dividen al Los pianos x = 2, y = 3,yz = 5 

espacio en ocho octantes. determinan tres rectas que pasan por el punto (2, 3, 5). 

Los pianos x = 2 y y = 3dela figura 12.3 se intersecan en una recta paralela al eje z. 
Esta recta queda descrita por el par de ecuaciones x = 2, y = 3 . Un punto (x, y, z) esta en 
la recta si y solo six = 2 y y = 3.De manera similar, la recta de interseccion de los pia- 
nos y = 3 y z = 5 queda descrita por el par de ecuaciones y = 3, z = 5 . Esta recta co- 
rre paralela al eje x. La recta de interseccion de los pianos x = 2 y z = 5, paralela al eje 
y, queda descrita por el par de ecuaciones x = 2, z = 5 . 

En los siguientes ejemplos relacionamos ecuaciones y desigualdades de coordenadas 
con el conjunto de puntos que estas definen en el espacio. 


Ej EMPLO 1 I nterpretacion geometrica de ecuaciones y desigualdades. 


(a) z > 0 

(b) x = -3 

(c) z = 0, x ^ 0, y & 0 

(d) x & 0, y & 0, z & 0 

(e) -1 < y < 1 

(f) y = —2, z = 2 


El semiespacio que comprende a los puntos que estan 
sobre y arriba del piano xy. 

El piano perpendicular al eje x en x = —3. Este piano 
es paralelo al piano yz y esta 3 unidades atras de el. 

El segundo cuadrante del piano xy. 

El primer octante. 

El bloque entre los pianos y = — 1 yy = 1 (incluyen- 
do estos pianos). 

La recta donde se intersecan los pianos y = —2 y 
z = 2 O bien, la recta paralela al eje x que pasa por el 
punto (0, —2, 2) . 


850 Capftulo 12: Los vectores y la geometria del espacio 


La circunferencia 


x 2 + y 2 = 4, z= 3 



FIGURA 12.4 La circunferencia 
x 2 + y 2 = 4 en el piano z — 3 
(ejemplo 2). 


z 


P|(*i- Yi- z,) P 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ) 



x 


FIGURA 12.5 Calculamos la distancia 
entre y P 2 aplicando el teorema de Pita- 
goras a los triangulos rectangulos P\AB y 
P l BP 1 . 


Ej EMPLO 2 Graf icaci on de ecuaciones 

(j Que puntos P(x, y, z) satisfacen las ecuaciones? 

x 2 + y 2 = 4 y z = 3? 

Solucion Los puntos estan en el piano horizontal z = 3 y, en este piano, forman la cir- 
cunferencia x 2 + y 2 = 4. A este conjunto de puntos lo llamamos “la circunferencia 
x 2 + y 2 = 4 en el piano z = 3”, o de manera mas sencilla, “la circunferencia x 2 + y 2 
= 4, z = 3” (figura 12.4). 

Distancia y esferas en el espacio 

La formula para la distancia entre dos puntos en el piano xy se extiende (es similar a la 
formula valida) en el espacio. 


La distancia entre P\(x\,y\,z\) y Pi(x 2 ,y 2 , z 2 ) es 

\P\P 2 \ = 2 (x 2 - xi) 2 + (y 2 - yi) 2 + (z 2 ~ zi) 2 


Demostracion Construimos una caja rectangular con caras paralelas a los pianos coor- 
denados y los puntos Pi y P 2 en esquinas opuestas de la caja (figura 12.5). Si A(x 2 , y\ , Zi) 
y B(x 2 , y 2 , Zi) son los vertices de la caja indicados en la figura, entonces las tres aristas de 
la caja P\A, AB, y BP 2 tienen longitudes 

\P 2 A\ = | x 2 Xi | , \AB\ = |y 2 -yi|, \BP 2 \ = \z 2 ~ Zi\ . 

Como los triangulos P\BP 2 y P \ A B son triangulos rectangulos, dos aplicaciones del teore- 
ma de Pitagoras implican que 

\PiP 2 \ 2 = \P\B\ 2 + |BP 2 | 2 and IP^] 2 = \P X A\ 2 + \AB\ 2 


(vea la figura 12.5). 
Asf, 




\P\B\ 2 + |fiP 2 | 2 


\P X A\ 2 + \AB\ 2 + | BP 2 1 2 


Se sustituye 

|P,B | 2 = |P,A | 2 + | AB 


\x 2 ~ Xi \ 2 + \y 2 - yi \ 2 + |z 2 — Zi 1 2 


= (x 2 - xi) 2 + (y 2 ~ yi) 2 + (z 2 - zi) 2 


Por lo tanto. 


|PjP 2 | = 2 (x 2 - xi) 2 + (y 2 - yi) 2 4- (z 2 - z\) 2 


EJ EMPLO 3 Calculo de la distancia entre dos puntos 

La distancia entre Pi(2, 1, 5) y P 2 ( ~ 2, 3, 0) es 

\P X P 2 \ = 2 (-2 - 2) 2 4- (3 - l) 2 + (0 - 5) 2 
= 2 16 + 4 4- 25 
= 2 45 « 6.708. 
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z 



X 


FI GU RA 12.6 La ecuacion estandar de la 
esfera de radio a con centra en el punto 
(xo.yo.Zo) es 

(x - x 0 ) 2 4 (y - y 0 ) 2 + (z - zo) 2 = a 2 . 


Podemos usar la formula de la distancia para escribir las ecuaciones de esferas en el 
espacio (figura 12.6). Un punto P{x, y, z) esta en la esfera de radio a con centra en 
PoUo, Lo, zo) precisamente cuando \PqP\ = a obien 


(x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 + (z - Zo ) 2 = a 2 . 


La ecuacion estandar de la esfera de radio a y centro (xo>yo> zo) 
(x - x 0 ) 2 + (y ~ yo ) 2 + (z - zo) 2 = a 2 


EJ EMPLO 4 Obtencion del centro y del radio de una esfera 

Determinar el centro y el radio de la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 + 3x — 4z + 1 = 0. 


Solution Podemos determinar el centro y radio de la esfera de la misma forma en que 
hallamos el centro y el radio de una circunferencia: si es necesario completamos los cua- 
drados de los terminos en x-, y- y z- y escribimos cada expresion cuadratica como el cua- 
drado de una expresion lineal. Luego, a partir de la ecuacion estandar, localizamos el cen- 
tro y el radio. Para esta esfera tenemos 

x 2 + y 2 + z 2 + 3x - 4z + 1 = 0 
(x 2 + 3x) + y 2 + (z 2 - 4 z) = -1 



+ 3x + 



+ r + 




+ 



(x + §) + y 2 + (z - 2) 2 = -1 + | + 4 = 

De la forma estandar tenemos que xo = — 3/2, yo = 0, zo = 2, y a = 2 21/2. El centro 
es (-3/2, 0,2). El radioes 2 21/2. 


Ej EMPLO 5 I nterpretacion de ecuaciones y desigualdades 


(a) x 2 + y 2 + z 2 < 4 

(b) x 2 4- y 2 4- z 2 < 4 

(c) x 2 + y 2 + z 2 > 4 

(d) x 2 + y 2 + z 2 = 4, z ^ 0 


El interior de la esfera x 2 4- y 2 + z 2 = 4 . 

La bola solida acotada por la esfera x 2 + y 2 4- 
Z 2 = 4.0 bien, la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 junto 
con su interior. 

El exterior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 . 

El hemisferio inferior obtenido al cortar la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4conelplanoxy(elplanoz = 0). 


Asf como las coordenadas polares nos proporcionan otra forma de localizar puntos en 
el piano xy (Seccion 10.5), existen otros sistemas coordenados para espacios tridimensio- 
nales, distintos de los sistemas cartesianos aquf desarrollados. Examinaremos dos de estos 
sistemas coordenados en la seccion 15.6. 
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EJERCICIOS 12.1 


Conjuntos, ecuaciones y desigualdades 


En los ejercicios 1 a 12, describa geometricamente el conjunto de pun- 
tos en el espacio cuyas coordenadas satisfacen el par de ecuaciones 
dado. 


1. x = 2, y = 3 
3. >> = 0, z = 0 
5. x 2 + y 2 = 4, z = 0 

7. x 2 + z 2 = 4, y = 0 

9. x 2 + y 2 + z 2 = 1, x = 0 

10. x 2 + y 2 + z 2 = 25, y = - 

11. jc 2 + y 2 + (z + 3) 2 = 25, 

12. x 2 + {y - 1 ) 2 + z 2 = 4, ) 


2. x = —1, z = 0 
4. x = 1, y = 0 
6. x 2 + y 2 = 4, z = -2 
8. y 2 + z 2 = 1, * = 0 

4 

z = 0 
■ = 0 


En los ejercicios 13 a 18, describa los conjuntos de puntos en el espa- 
cio cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades o las combinacio- 

nes de ecuaciones y desigualdades dadas. 

13. a. x a 0, y a 0, z = 0 b. x s 0, y £ 0, z = 0 

14. a. 0 £ < 1 b. 0 ^ < 1, 0 £ y £ 1 

c. 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < z < 1 

15. a. jc 2 + y 2 + z 2 £ 1 b. x 2 + y 2 + z 2 > 1 

16. a. x 2 -f y 2 — 1, z = 0 b. x 2 + y 2 £ 1, z = 3 

c. x 2 + y 2 £ 1, sin restriction sobre z 

17. a. x 2 + yr + z 2 = 1, z > 0 

b. x 2 + y 2 + z 2 £ 1, z a 0 

18. a. x = y, z = 0 b. x = y, sin restriction sobre z 


En los ejercicios 19 a 28, describa el conjunto dado mediante una sola 
ecuacion o un par de ecuaciones. 

19. El piano perpendicular al 

a. eje x, en (3, 0, 0) b. eje z, en (0, — 1, 0) 
c. z-eje y, en (0, 0, —2) 

20. El piano que pasa por el punto (3, — 1, 2) perpendicular al 

a. eje x b. eje y c. eje z 

21. El piano que pasa por el punto (3, — 1, 1) paralelo al 

a. piano xy b. piano yz c. piano xz 

22. La circunferencia de radio 2 con centra en (0, 0, 0), y que esta en el 

a. piano xy b. piano yz c. piano xz 

23. La circunferencia de radio 2 con centra en (0, 2, 0) y, que esta en el 

a. piano xy b. piano yz c. piano y = 2 

24. La circunferencia de radio 1 con centra en ( — 3, 4, 1), y que esta 
en un piano paralelo al 

a. piano xy b. piano yz c. piano xz 

25. La recta que pasa por el punto ( 1, 3, — 1 ) paralela al 

a. eje x b. eje y c. eje z 


26. El conjunto de puntos en el espacio, equidistantes del origen y del 
punto (0, 2, 0) 

27. La circunferencia donde el piano que pasa por el punto (1, 1, 3), 
perpendicular al eje z, corta a la esfera de radio 5 con centra en el 
origen 

28. El conjunto de puntos en el espacio que estan a 2 unidades del 
punto (0, 0, 1) y, al mismo tiempo, a 2 unidades del punto 
( 0 , 0 ,- 1 ) 

En los ejercicios 29 a 34, escriba desigualdades que determinen a los 

conjuntos de puntos dados. 

29. El bloque limitado por los pianos z = 0 y z = 1 (incluyendo a los 
pianos) 

30. El cubo solido en el primer octante, limitado por los pianos coor- 
denados y los pianos x=2, y = 2, yz = 2 

31. El semiespacio que consiste en los puntos que se encuentran so- 
bre y debajo del piano xy. 

32. El hemisferio superior de la esfera de radio 1 con centra en el ori- 
gen 

33. (a) El interior y (b) el exterior de la esfera de radio 1 con centra 
en el punto (1, 1, 1) 

34. La region cerrada acotada por las esferas de radio 1 y 2 con cen- 
tres en el origen. ( Cerrada quiere decir que las esferas estan in- 
cluidas. Si hubieramos querido descartar a las esferas, habriamos 
pedido la region abierta acotada por las esferas. Esto es analogo a 
la forma en que usamos cerrado y abierto para describir a los in- 
tervalos: cerrado quiere decir que se incluyen los extremos, y 
abierto que no se incluyen los extremos. Los conjuntos cerrados 
incluyen a sus fronteras y los abiertos las excluyen). 


Distancia 


En los ejercicios 35 a 40, calcule la distancia entre los puntos P l y Pi. 


35. Pj(l, 1, 1), 

36. Pi(-1, 1,5), 

37. ^(1,4,5), 

38. Pi(3, 4, 5), 

39. Pi( 0,0,0), 

40. Pi( 5, 3, -2), 

Esferas 


P 2 {3, 3, 0) 

P 2 ( 2, 5, 0) 

P 2 ( 4, -2, 7) 
P 2 ( 2, 3, 4) 

P 2 ( 2, - 2 , - 2 ) 
P 2 (0, 0, 0) 


Determine los centres y los radios de las esferas en los ejercicios 
41 a 44. 


41. (x + 2) 2 + y 2 + (z - 2) 2 = 8 


42. 


* + | 




+ 

~)2 


Z + j 


43. (x - 2 2) 2 + (y - 2 2) 2 + (z + 2 
l \ 2 / ,\2 


44. x 2 + I y + 


29 

9 
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Determine las ecuaciones de las esferas cuyos centros y radios estan 
dados en los ejercicios 45 a 48. 


Centro Radio 


45. (1,2,3) 2 14 

46. (0,-1, 5) 2 

47. (-2,0,0) 2 3 

48. (0, -7, 0) 7 


Determine los centros y los radios de las esferas en los ejercicios 
49 a 52. 

49. * 2 + y 2 + r + Ax - 4z = 0 

50. x 2 + y 2 + z 2 — 6y + 8z = 0 


51. 2X 2 + 2y 2 + 2z 2 +x+y+z=9 

52. 3X 2 + 3y 2 + 3z 2 + 2y - 2z = 9 

Teona y ejemplos 

53. Determine una formula para la distancia del punto P(x, y, z) al 

a. eje x b. eje y c. eje z 

54. Determine una formula para la distancia del punto P(x, y, z) al 

a. piano xy b. piano yz c. piano xz 

55. Determine el perfmetro del triangulo con vertices A{ — 1, 2, 1), 
B(l, —1, 3), y C(3, 4, 5). 

56. Muestre que el punto P{3, 1, 2) equidista de los puntos 
A(2, -1,3) yB(4, 3, 1). 



Vectores 


Algunas de las cosas que medimos estan determinadas simplemente por sus magnitudes. 
Por ejemplo, para registrar la masa, la longitud o el tiempo, solo necesitamos escribir un 
numero y el nombre de las unidades de medida adecuadas. Para describir una fuerza, 
un desplazamiento o una velocidad, necesitamos mas information. En el caso de una fuer- 
za, debemos registrar la direccion en la que actua y que tan grande es. Para describir el 
desplazamiento de un cuerpo, debemos decir en que direccion se movio y que tan lejos. 
Para describir la velocidad de un cuerpo, debemos saber hacia donde se dirige el cuerpo y 
que tan rapido va. 


Punto 

final 



FIGURA 12.7 El segmento de recta diri- 
gido AB . 


Componentes 

Una cantidad como una fuerza, un desplazamiento o una velocidad se conoce como vector 
y se representa mediante un segmento de recta dirigido (figura 12.7). La flecha apunta en 
la direccion de la accion y su longitud proporciona la magnitud de la accion en terminos 
de una unidad elegida en forma adecuada. Por ejemplo, el vector de fuerza apunta en la di- 
reccion en que esta actua; su longitud es una medida de la intensidad de la fuerza; un vec- 
tor velocidad apunta en la direccion del movimiento y su longitud es la rapidez del objeto 
movil. La figura 12.8 muestra el vector velocidad v en una posicion especffica para una 
partfcula que se mueve a lo largo de una trayectoria en el piano o el espacio. (En el capftu- 
lo 13 estudiaremos esta aplicacion de los vectores). 



FIGURA 12.8 El vector velocidad de una partfcula que se mueve a lo 
largo de una trayectoria (a) en el piano y (b) en el espacio. La punta de 
flecha sobre la trayectoria indica la direccion de movimiento de la par- 
tfcula. 
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y 



F1GURA 12.9 Las cuatro flechas en el 
piano (segmentos de recta dirigidos) que 
aquf aparecen, tienen la misma longitud y 
direction. Por tanto, representan al mismo 
vector y escribimos 
AB = CD = OP = EF. 



FIGURA 12.10 Un vector PQ en posi- 
tion estandar tiene su punto initial en el 
origen. Los segmentos de recta dirigidos 
PQ y v son paralelos y tienen la misma 
longitud. 


DEFI Nl Cl ONES Vector, punto inicial y final, longitud 

Un vector en el piano es un segmento de recta dirigido. El segmento de recta 
dirigido AB tiene un punto inicial A y un punto final B\ su longitud o magni- 

tud se denota como | AB \ . Dos vectores son iguales si tienen la misma longitud 
y direccion. 


Las flechas que utilizamos cuando trazamos vectores, representan al mismo vector si 
tienen la misma longitud, son paralelas y apuntan en la misma direccion (figura 12.9), in- 
dependientemente del punto inicial. 

En los libros de texto, los vectores se denotan generalmente mediante letras minuscu- 
las en negritas, como u, v y w. A veces se utilizan letras mayusculas en negritas como F, 
para denotar un vector de fuerza. Cuando se utilizan cursivas, se acostumbra escribir pe- 
quenas flechas sobre las letras, como por ejemplo ti, y, vP, y F. 

Necesitamos una forma algebraica para representar vectores, de modo que podamos 
precisar su direccion. 

Sea v = PQ . Existe un segmento de recta dirigido igual a PQ cuyo punto inicial es el 
origen (figura 12.10). Este es el representante de v en position estandar y es el vector que 
usamos por lo general para representar a v. Podemos especificar a v, escribiendo las coor- 
denadas de su punto final (vq, V2, V3) cuando v esta en posicion estandar. Si v es un vector en 
el piano, su punto final (vi, v 2 ) tiene dos coordenadas. 


DEFI Nl Cl ON Expresion cartesiana 0 en componentes 

Si v es un vector bidimensional en el piano igual al vector con punto inicial en el 
origen y punto final (tq, V 2 ) , entonces la expresion de v en componentes es 

V = (vi, v 2 ). 

Si v es un vector tridimensional igual al vector con punto inicial en el origen y 
punto final (vi, v 2 , v 3 ), entonces la expresion de v en componentes es 

V = (vi, v 2 , v 3 ) . 


Entonces, un vector bidimensional es un par ordenado v = (iq, v 2 ) de numeros rea- 
les, y un vector tridimensional es una terna ordenada v = (vi, v 2 , v 3 ) de numeros reales. 
Los numeros v u v 2 y v 3 son las componentes de v. 

Observe que si v = (vi, v 2 , v 3 )se representa mediante el segmento de recta dirigido 
PQ donde el punto inicial es P(x\, vq, Zi ) y el punto final es Q(x 2 , y 2 , z 2 ) , entonces 
x\ + tq = X 2 ,y 1 + v 2 = y 2 , y zi + v 3 = z 2 (Vea la figura 12.10). Asi, tq = x 2 — xq, 
v 2 = y 2 - y\ , y v 3 = z 2 — zi son los componentes de PQ. 

En resumen, dados los puntos P(x 1 , y 1 , zi) y Q(x 2 , y 2 , z 2 ) , el vector en posicion estan- 
dar v = (tq, v 2 , v 3 ) igual a es 

v = (x 2 - xu y 2 - yu Z2, ~zi) ■ 

Si v es el vector bidimensional en posicion estandar representative del vector con punto 
inicial P{x 1 , yi) y punto final Q(x 2 , y 2 ) entonces v = (x 2 — x\, y 2 — yi) . No hay un ter- 
cer componente para vectores en el piano. Una vez acordado esto, desarrollaremos el alge- 
bra de los vectores tridimensionales y simplemente eliminaremos el tercer componente 
cuando el vector sea bidimensional (un vector en el piano). 
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Dos vectores son iguales si y solo si sus vectores en posicion estandar son identicos. 
Asf, ( M i> m 2 , M3) y (vi, V 2 , V 3 ) son iguales_si y solo si u \ = Vi, M2 = V2, y M3 = V3. 

La magnitud o longitud del vector PQ , es la longitud de cualesquiera de sus repre- 
sentaciones como segmento de recta dirigido. En particular, si v = { x 2 — X\, y 2 ~ V 1 
Z 2 — Zi) es el vector en posicion estandar para PQ, entonces la formula para la distancia 
proporciona la magnitud o longitud de v, denotada mediante el sfmbolo | v | o 1 1 v 1 1 . 


La magnitud o longitud del vector v = PQ es el numero no negativo 

|v| = 2 vf + v 2 2 + v 3 2 = 2 (x 2 - xi) 2 + (y 2 ~ yi ) 2 + (22 - zi ) 2 
(Vea la figura 12 . 10 ). 


El unico vector con longitud 0 es el vector cero 0 = (0, 0) o 0 = (0, 0, 0) . Este vec- 
tor tambien es el unico vector que no tiene una direction espetifica. 


EJ EMPLO 1 Componentes y longitud de un vector 

Determinar (a) las componentes y (b) la longitud del vector con punto inicial P{— 3, 4, 1) 
y punto final Q(— 5, 2, 2) . 


Solucion 

(a) El vector en posicion canonica v que representa a PQ tiene componentes 

Vi = x 2 - X] = -5 - (-3) = -2, v 2 = y 2 - yi = 2 - 4 = -2, 


y 


V3 = Z2 - Zl = 2 - 1 = 1 . 


La expresion de PQ en componentes es 


v = (-2, -2,1). 


(b) La longitud o magnitud de v = PQ es 


y 



FIGURA 12.11 La fuerza que jala al ca- 
rro hacia delante se representa mediante el 
vector F de magnitud 20 (libras) que forma 
un angulo de 45° con la horizontal (eje x 
positivo) (ejemplo 2). 


| v | = 2 (— 2 ) 2 + (— 2 ) 2 + (l ) 2 =29 = 3. 

EJ EMPLO 2 Fuerza que mueve un carro 

Un pequeno carro es jalado (halado) a lo largo de un piso horizontal liso con una fuerza F de 
20 libras que forma un angulo de 45° con el piso (figura 12.11). / Cual es la fuerza efectiva 
que mueve el carro hacia delante? 

Solucion La fuerza efectiva es la componente horizontal de F = (a, b ) , dadapor 
a = | F | cos 45° = (20)f^j ~ 14.14 libras. 


Observe que F es un vector bidimensional. 
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Operaciones algebraicas con vectores 

Dos operaciones fundamentales que pueden realizarse con vectores son la suma de vecto- 
res y la multiplication por un escalar. Un escalar es simplemente un numero real, y los 
llamamos de esta manera cuando queremos resaltar su diferencia con los vectores. Los es- 
calares pueden ser positivos, negativos o cero. 


DEFI Nl Cl ONES Suma de vectores y multi plication de un vector por un 
escalar 

Sean u = (u\, U 2 , M3) y v = (vi, V2, V3) vectores y k un escalar. 

Suma: u + v = (u\ + vi, M 2 + V 2 , M 3 + V 3 

Multiplication escalar: k u = (ku\, kui_, ku^) 


La suma de vectores se realiza sumando los componentes correspondientes de los 
vectores. Multiplicamos un vector por un escalar, haciendo el producto de cada compo- 
nente por el escalar. Las definiciones se aplican de manera similar a los vectores en el pia- 
no, solo que estos tienen unicamente dos componentes, (mj, m 2 ) y (vi, V2) . 

La figura 12.12a ilustra geometric amente la definition de suma de vectores en el pia- 
no, donde el punto inicial de un vector se coloca en el punto final del otro. Otra interpreta- 
tion aparece en la figura 12 . 12 b (llamada ley del paralelogramo de la suma), donde la su- 
ma, llamada vector resultante, es una diagonal del paralelogramo. En ffsica, las fuerzas 
se suman vectorialmente, al igual que las velocidades, las aceleraciones, etcetera. Asf, la 
fuerza que actua sobre una partfcula sujeta a fuerzas electricas y gravitacionales se obtiene 
sumando los dos vectores de fuerza. 


y y 




FI GU RA 12,12 (a) Interpretation geometrica de la suma de vectores. (b) La ley del parale- 

logramo para la suma de vectores. 



FIGURA 12.13 Multiplos escalares de u. 


La figura 12.13 muestra una interpretation geometrica del producto ku del escalar k 
con el vector u. Si k > 0, entonces ku tiene la misma direction que u; si k < 0, entonces 
la direction de ku es opuesta a la de u. Al comparar las longitud de u y Au, vemos que 

|Au| = 2 (kill) 1 + (AM2) 2 + (AM3) 2 = 2 k 2 (uf + u 2 + u 2 ) 

= 2 k 2 2 u 2 + u 2 + u 2 = |A| | u ) . 

La longitud de Au es igual al producto del valor absoluto del escalar k por la longitud 
de u. El vector ( — l)u = — u tiene la misma longitud que u, pero apunta en la direction 
opuesta. 


12.2 Vectores 857 




FIGURA 12.14 El vector u — v, 
sumado a v, da u. 

(b) u — v = u + (— v). 


La diferencia u — v significa 

U — V = u + ( — v). 

Si u = (u i, mi, m 3 ) y v = (vi, V2, V3) , entonces 

u - V = {u\ - VI, ll 2 - V 2 , M3 - v 3 ). 

Observe que (u — v) + v = u, de modo que al sumar el vector (u — v) a v se obtiene u 
(figura 12.14a). 

La figura 12. 14b muestra la diferencia u — v como la suma u + (-v). 


EJ EMPLO 3 Operaciones con vectores 


Sean u = ( — 1, 3, 1) y v = (4, 7, 0) . Calcule 


(a) 2u + 3v (b) u - v 



Solucion 


(a) 2u + 3v = 2( — 1, 3, 1) + 3(4, 7, 0) = (-2,6,2) + (12,21,0) = (10,27,2) 

(b) u - v = (-1, 3, 1) - (4, 7, 0) = (-1 - 4, 3 - 7, 1 - 0) = (-5, -4, 1) 


(c) 



III 
2 ’ 2 ’ 2 



Las operaciones vectoriales tienen muchas de las propiedades de la aritmetica ordina- 
ria. Estas propiedades se comprueban facilmente, usando las definiciones de suma de vec- 
tores y multiplication por un escalar. 


Propiedades de las operaciones con vectores 
Sean u, v, w vectores y a, b escalares. 


1. 

U + V = V 4- u 

2. 

(u + v) + w = u + (v + w) 

3. 

u + 0 = u 

4. 

u + (-u) = 0 

5. 

Ou = 0 

6. 

lu = u 

7. 

a{b u) = (ab) u 

8. 

a(u + v) = au + a\ 

9. 

( a + b) u = au + bu 




Los vectores se aplican de manera importante en la navegacion. 

EJ EMPLO 4 Calculo de la direccion y la rapidez con respecto al suelo 

Un avion Boeing® 767® vuela tranquilamente hacia el este a 500 millas/hora y encuentra 
un viento de cola de 70 millas/hora que sopla en direccion 60° al noreste. El avion mantie- 
ne el rumbo hacia el este, pero debido al viento adquiere una nueva direccion y rapidez 
con respecto al suelo. Calcular estas cantidades. 


858 Capftulo 12: Los vectores y la geometria del espacio 


N 



NO ESTA A ESCALA 


FIGURA 12.15 Vectores que representan 
las velocidades del avion u y el viento de 
cola v del ejemplo 4. 



FIGURA 12.16 El vector de P\ para Pi 
es P l p 2 = (x 2 ~ x x )i + (y 2 ~ yi)j + 
(22 ~ zi)k. 


Solution Si u es la velocidad del avion en aire tranquilo y v es la velocidad del viento 
de cola, entonces |u| = 500 y |v| =70 (figura 12.15). La velocidad de la nave con res- 
pecto al suelo esta dada por la magnitud y direccion del vector resultante u + v. Si el eje 
x positivo representa al este y el eje y positivo representa al norte, entonces las formas por 
componentes de u y v son 

u = (500, 0) y v = (70 cos 60°, 70 sen 60°) = (35, 35 2 3) . 

Por lo tanto, 


u + v = (535, 352 3) 

|u + v| = 2 535 2 + (35 1 3) 2 ~ 538.4 

y 

U = tan -1 3 ggg 3 ~ 6.5°. Figura 12.15 

La nueva rapidez del avion con respecto al suelo es aproximadamente 538.4 millas/hora y 
su nueva direccion es cercana a 6.5° al noreste. 

Vectores unitarios 

Un vector v de longitud 1 se llama vector unitario. Los vectores unitarios estandar o 
basicos son 


i= (1,0,0), j = (0,1,0), y k= (0,0,1). 

Cualquier vector v = (vi, V2, V3) puede escribirse como una combination lineal de los 
vectores unitarios estandar como sigue: 

v = (vi, V2, V3) = (vi, 0, 0) + (0, V2, 0) + (0, 0, V3) 

= Vl ( 1,0,0) + v 2 (0, 1,0) + v 3 (0, 0, 1) 

= V| i + V 2 j + V3k. 

Llamamos al escalar (o numero) v\ el componente en i del vector v, a V2 el compo- 
nente en j y a v 3 el componente en k. La expresion en componentes del vector de 
P\{x t, y 1, zi) a P 2 {x 2 , y 2 , z 2 ) es 

P 1 P 2 = (x 2 - xi)i + (y 2 - yi)j + (z 2 - zi)k 


(figura 12.16) 

Siempre que v ^ 0, su longitud | v | no es cero y 




M = 1. 


Es decir, v/ 1 v | es un vector unitario en la direccion de v, llamado la direccion del vector 
no nulo v. 


Ej EMPL0 5 Calculo de la direccion de un vector 

Determinar un vector unitario u en la direccion del vector de Pi(l, 0, 1) a P 2 (3, 2, 0) . 
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Biografia Historica 

Hermann Grassmann 
( 1809 - 1877 ) 


Solucion Dividimos /+ entre su longitud: 

pTPi = (3 - l)i + (2 - 0)j + (0 - l)k = 2i + 2j - k 

|p7p 2 | = 2 (2 f + (2) 2 + (-1) 2 = 24 + 4+1 = 29 = 3 

P l P 2 2i + 2j — k 2. , 2. 1 , 

u = — zz — = ~ = T 1 + +J _ 

\PiPi\ _ 3 

El vector unitario u es la direccion de P\P 2 . 


EJ EMPLO 6 La velocidad como producto de la rapidez y la direccion 


Si v = 3i — 4j es un vector de velocidad, expresar a v como el producto de su rapidez por 
un vector unitario en la direccion del movimiento. 


Solucion La rapidez es la magnitud (longitud) de v: 

| v | = 2 (3) 2 + (— 4) 2 = 2 9 + 16 = 5. 
El vector unitario v/ 1 v | tiene la misma direccion que v: 


Asf, 


v = 3i - 4j 

M 5 


3 . 

5 1 



v = 3i-4j = 5 (fi-fj). 

Longitud Direccion del movimiento 
(rapidez) 

En resumen, podemos expresar cualquier vector no nulo v en terminos del producto de sus 
dos caracterfsticas fundamentales, longitud y direccion, escribiendo v = | v | — r. 


Si v + 0, entonces 


1. v — r es un vector unitario en la direccion de v; 

M 

2. La ecuacion v = | v | -p-r expresa a v en terminos de su longitud y direccion. 


EJ EMPLO 7 Un vector de fuerza 

Una fuerza de 6 newton se aplica en la direccion del vector v = 2i + 2j - k. Expresar la 
fuerza F como el producto de su magnitud y direccion. 

y 

Solucion El vector de fuerza tiene magnitud 6 y direccion — r, de modo que 


v 2i + 2j — k 2i + 2j — k 

F = 6-r-r = 6 — = = 6 


2 2 2 + 2 Z + (- 1) 2 


= 6 fi + fj-fkj. 


3 
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Punto medio de un segmento de recta 

Con frecuencia, los vectores son utiles en geometria. Por ejemplo, las coordenadas del 
punto medio de un segmento de recta se determinan con un promedio. 


El punto medio M del segmento de recta que une a los puntos P\{x\, V|, z\)y Pi 
(x 2 , y 2 , 7 . 2 ) es el punto 


x\ + x 2 yi + y 2 zi + z 2 


Pi(Xi,yi,Zi) 



Para ver por que, observe (figura 12.17) que 

OM = OP x + \{P~xP 2 ) = OP 1 + OP 2 - OPr) 

= \{OPx + OP 2 ) 

xi + x 2 . , yi + y 2 . , zi + z 2 . 

= — o — 1 + — 3 — j + —z — k. 


EJ EMPLO 8 Calculo de puntos medios 


FI GURA 1 17 Las coordenadas del pun- 
to medio son los promedios de las coorde- 
nadas de P\ y Pi . 


El punto medio del segmento que une a Pi(3, —2, 0) y P 2 {1 , 4, 4) es 


( 3 + 1 -2 + 4 0_+_4\ 
V 2 ’ 2 ’ 2 ) 


(5, 1,2). 


EJ ERCICIOS 12.2 


Vectores en el piano 

En los ejercicios 1 a 8, sean u = (3, —2) y v = { — 2, 5) . Determine 
(a) las componentes y (b) la magnitud (longitud) del vector indicado. 

1. 3u 2. — 2v 

3. u + v 4. u — v 

5. 2u - 3v 6. -2u + 5v 


_ 3 ,4 

7 ‘ 5 U+ 5 V 


s 5 , 12 

8 - “T3 U + T3 V 


En los ejercicios 9 a 16, determine las componentes del vector. 

9. El vector PQ , donde P = (1, 3) y Q= (2,-1) 

10. El vector OP, donde O es el origen y P es el punto medio del seg- 
mento RS, donde R = (2, — 1) y S = (—4, 3) 

11. El vector que va del punto A = (2, 3) al origen 

12. La suma de AB y CD, donde A = (1, — 1), B = (2,0), 
C = (— 1, 3),y D = (-2,2) 


13. El vector unitario que forma un angulo U = 2p/3 con el eje x po- 
sitivo. 

14. El vector unitario que forma un angulo U = — 3p/4 con el eje x 
positivo. 

15. El vector unitario obtenido al girar el vector (0, 1) 120° en senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj en torno del origen. 

16. El vector unitario obtenido al girar el vector (1,0) 135° en senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj en torno del origen. 

Vectores en el espacio 

En los ejercicios 17 a 22, exprese cada vector en la forma v = iqi + 

v 2 j + v 3 k. 

17. P\P 2 , si Pi , si PI es el punto (5,7, —1) y P 2 es el punto 
(2, 9, -2) 

18. P\P 2 , si Pi es el punto (1, 2, 0) y P 2 es el punto ( — 3, 0, 5) 

19. AB , si A es el punto ( — 7, —8, 1) y B es el punto ( — 10, 8, 1) 

20. AB, si A es el punto (1, 0, 3) y B es el punto (—1, 4, 5) 
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21. 5u - v si u = (1, 1, -1) y v = (2, 0, 3) 

22. — 2u + 3v si u = { — 1, 0, 2) y v = (1, 1, 1) 

Geometria y calculos 

En los ejercicios 23 y 24, dibuje los vectores u, v, yw con punto ini- 
tial y final como sea adecuado para trazar el vector indicado en cada 
caso. 



a. u + v b. u + v + w 

c. u — v d. u — w 



a. u — v b. u — v + w 

c. 2u — v d. u + v + w 


32. Determine los vectores con las longitudes y direcciones dadas. 
Trate de hacer los calculos mentalmente. 


Longitud 

Direccion 

a. 7 

“j 

- 

3 . 4 

b. 2 2 


13 

3 . 4 . 12, 

C ‘ 12 

T3 ,_ T3 J “T3 k 

d. a > 0 

1 . , 1 . 1 . 

= i H =j =k 

2 2 2 3 2 6 

33. Determine 
12i - 5k. 

un vector de magnitud 7 en la direccion de v 


34. Determine un vector de magnitud 3 en la direction opuesta a la 
direction de v = (l/2)i — ( 1 / 2 ) j — (l/2)k. 

Vectores determinados por puntos; 
puntos medios 

En los ejercicios 35 a 38, determine lo siguiente. 

a. La direction de Pi Pi. 

b. El punto medio del segmento de recta Pi P 2 ■ 


35. 

Pi(-1, 1,5) P 2 (2,5,0) 

36. 

P i(l, 4, 5) 

P 2 (4. -2, 7) 

37. 

P i(3, 4, 5) 

P 2 ( 2, 3, 4) 

38. 

3 

O 

o 

P 2 ( 2, -2, -2) 

39. 

Si AS = i 

+ 4j — 2k y B es el punto (5, 1, 3), determine A. 

40. 

Si AS = - 

-7i + 3j + 8k y A es el punto ( — 2, —3, 6), determine 


S. 



Longitud y direction 

En los ejercicios 25 a 30, exprese cada vector como producto de su 
longitud y direccion. 

25. 2i + j — 2k 26. 9i - 2j + 6k 

27. 5k 28. |i + |k 

29. — ' j ^k 30. 1 + + k 

26 26 26 23 23 23 

31. Determine los vectores con las longitudes y direcciones dadas. 
Trate de hacer los calculos mentalmente. 


Longitud Direccion 


a. 2 

b. 2 3 

1 

C. 7T 


-k 

3 . , 4. 

5 J + 5 k 

6. 2. 3. 

V~ 7 J + 7 k 


Teoria y aplicaciones 

41. Combination lineal Sean u = 2i + j,v = i+ j, y w = i 

— j . Encuentre los escalares a y b de modo que u = ay + bw . 

42. Combination lineal Sean u = i — 2j , v = 2i + 3j , Escriba 
u = Ui + U 2 , donde Ui es paralelo a v y U 2 es paralelo a w. (Vea 
el ejercicio 41.) 

43. Vector de fuerza Usted jala (hala) una maleta con una fuerzaF 
(aquf dibujada) cuya magnitud es |F| = 101b. Determine las 
componentes i- y j- de F. 



d. 7 


44. Vector de fuerza La cuerda de una cometa jala con una fuerza de 
12 libras (|F | = 12) a la cometa y forma un angulo de 45° con la 
horizontal. Determine las componentes horizontal y vertical de F. 


862 


Capftulo 12: Los vectores y la geometrfa del espacio 



45. Velocidad Un avion vuela en la direccion 25° al oeste del norte, 
a 800 km/h. Determine la forma en componentes de la velocidad 
del avion, suponiendo que el eje x positivo representa el rumbo 
este y el eje y positivo representa el rumbo norte. 

46. Velocidad Un avion vuela en la direccion 10° al este del sur, a 
600 km/h. Determine la forma en componentes de la velocidad 
del avion, suponiendo que el eje x positivo representa el rumbo 
este y el eje y positivo representa el rumbo norte. 

47. Ubicacion Un ave vuela desde su nido 5 km en la direccion 60° 
al norte del este, donde se detiene a reposar en un arbol. Luego 
vuela 10 km en direccion sureste y se para en un poste telefonico. 
Utilice un sistema de coordenadas xy de modo que el origen este 
en el nido del ave, el eje x apunte hacia el este y el eje y apunte 
hacia el norte. 

a. /En que punto se ubica el arbol? 

b. /En que punto esta el poste? 

48. Use triangulos semejantes para determinar las coordenadas del 
punto Q que divide al segmento de P i(jci, yi, z.i ) a 7*2 C* 2 , yi, zt) 
en dos longitudes cuya razon es p/q = r. 

49. Medianas de un triangulo Suponga que A, By C son las esqui- 
nas de una delgada placa triangular de densidad constante como 
muestra la siguiente figura. 

a. Determine el vector que va desde C hasta el punto medio M 
del lado AB. 

b. Determine el vector que va desde C hasta el punto que esta 
sobre la mediana CM , a dos tercios de la distancia deCaM. 


c. Determine las coordenadas del punto donde se cortan las me- 
dianas del triangulo A ABC. De acuerdo con el ejercicio 29 de 
la seccion 6.4, este punto es el centra de masa de la placa. 



50. Determine el vector que va del origen al punto de interseccion de 
las medianas del triangulo cuyos vertices son 

A(l, -1,2), £(2,1,3), y C(-l, 2, -1). 

51. Sea ABCD un cuadrilatero general en el espacio (no necesaria- 
rnente piano). Muestre que los dos segmentos que unen los puntos 
rnedios de los lados opuestos de ABCD se bisecan entre sf. ( Suge - 
rencia: Muestre que los segmentos tienen el mismo punto medio). 

52. Se trazan vectores desde el centra de un poligono regular de n la- 
dos en el piano hasta los vertices de dicho poligono. Muestre que 
la suma de los vectores es igual a cero. ( Sugerencia : /Que ocurre 
con la suma si se rota el poligono en torno de su centra?) 

53. Suponga que A, By C son los vertices de un triangulo y que a, by 
c son respectivamente los puntos rnedios de los lados opuestos. 
Muestre que Aa + Bb + Cc = 0 . 

54. Vectores unitarios en el piano Muestre que un vector unitario 
en el piano puede expresarse como u = (cos u)i + (sen u)j , a 
partir de girar i con un angulo U en direccion contraria a la de las 
manecillas del reloj. Explique por que cualquier vector unitario 
en el piano puede expresarse en esta forma. 



El producto punto 



FIGURA 12.18 La magnitud de la fuerza 
F en la direccion del vector v es la 
longitud | F | cos U de la proyeccion de 
F sobre v. 


Si se aplica una fuerza F a una partfcula que se mueve a lo largo de una trayectoria, con 
frecuencia necesitamos conocer la magnitud de la fuerza en la direccion de movimiento. 
Si v es paralelo a la recta tangente a la trayectoria en el punto donde F se aplica, entonces 
queremos la magnitud de F en la direccion de v. La figura 12.18 muestra que la cantidad 
escalar que buscamos es la longitud | F | cos U, donde U es el angulo entre los dos vectores. 

En esta seccion mostramos como calcular facilmente el angulo entre dos vectores a 
partir de sus componentes. Una parte clave del calculo es una expresion llamada el pro- 
ducto punto. El producto punto tambien se conoce como producto interno o escalar debi- 
do a que el producto da como resultado un escalar, no un vector. Despues de estudiar al 
producto punto, lo aplicaremos para determinar la proyeccion de un vector sobre otro (co- 
mo muestra la figura 12.18), y para determinar el trabajo realizado por una fuerza constan- 
te que actua a traves de un desplazamiento. 
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Angulo entre vectores 

Cuando dos vectores no nulos u y v se colocan de modo que sus puntos iniciales coinci- 
dan, forman un angulo Ucon medida 0 < U < p (figura 12.19). Si los vectores no estan 
en una misma recta, el angulo U se mide en el piano que contiene a ambos. Si estan en una 
misma recta, el angulo entre ellos es igual a cero si apuntan en la misma direccion y p si 
apuntan en direcciones opuestas. El angulo U es el angulo entre u y v. El teorema 1 pro- 
porciona una formula para determinar este angulo. 


FIGURA 12.19 El angulo entre u y v. 


TEOREMA 1 Angulo entre dos vectores 

El angulo U entre dos vectores no nulos u = (mi, m 2 , M3) y v = (vi, V2, V3) 
esta dado por 

-1 ( M1V1 + m 2 v 2 + m 3 v 3 \ 

u = cos l MM )■ 


Antes de demostrar el teorema 1 (que es consecuencia de la ley de los cosenos), nos 
concentraremos en la expresion mi \'i + m 2 v 2 + M3 V3 del calculo de U. 


DEFINICION Producto punto 

El producto punto u • v (“u punto v”) de los vectores u = (u\, m 2 , M3) y 
v = (vi, v 2 , v 3 ) es 

U • V = Ml Vl + M 2 V 2 + M3V3. 


EJ EMPLO 1 Calculo de productos punto 

(a) (1, -2, -1) • (-6, 2, -3) = (1)(— 6) + (-2)(2) + (-l)(-3) 

= -6 - 4 + 3 = -7 



FIGURA 12.20 La ley del paralelogramo 
para la suma de vectores dice que 
w = u — V. 


(b) (ji + 3j + kj-(4i - j + 2k) = (£)(4) + (3)( — 1) + (1)(2) = 1 
El producto punto de un par de vectores bidimensionales se define de manera similar: 


(mi, M 2 ) • (vi, V 2 ) = M 1 Vl + M 2 V 2 . 


Demostracion del teorema 1 A1 aplicar la ley de los cosenos [ecuacion (6) de la seccion 
1.6] al triangulo de la figura 12.20 obtenemos 

| w | " = | u | “ + | v — 2 1 u 1 1 v | cos U 
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Puesto que w = u — v, la forma en componentes de w es (u\ — Vi, «2 — V 2 , M3 — V3) . 
Asf, 

| U | 2 = (2 Ilf + Il2 + M 3 2 ) 2 = M ] 2 + M 2 2 + M 3 2 

| V ! 2 = (2 V, 2 + v 2 2 + V3 2 ) 2 = Vi 2 + v 2 2 + V3 2 

I W 1 2 = (2 (mi - Vi) 2 + (m 2 - V2) 2 + (m 3 - V3) 2 ) 2 

= (mi - Vi) 2 + (m 2 - V2) 2 + (m 3 - V3) 2 


y 


r\ 0 0 0 0 0 

= li 1 — 2 miVi + V\~ U2 ~ 2 lt 2 V 2 V2 + W3 — 2M3V3 + V3 

| u 1 2 + I v 1 2 - I w 1 2 = 2 (mi vi + m 2 v 2 + M3V3). 


Por lo tanto, 

2 1 u | | v | cos U = |u[ 2 + | v | 2 | w | 2 = 2(u l v l + U 2 V 2 + M3V3) 

|u| I V I COS U = Mj Vi + M2V2 + M3V3 

Ml Vi + M2 Vo + M3V3 
COS U = 1 | | 1 

M |v| 

Asf, 


U = cos 


Ml Vi + M2V2 + M3 1*3^ 

^Tm ) 


Con la notacion del producto punto, el angulo entre dos vectores u y v puede escribir- 
se como 


U = cos 


u • V 


Ej EMPLO 2 Calculo del angulo entre dos vectores en el espacio 

Calcular el angulo entre u = i — 2j — 2k y v = 6i + 3j + 2k. 

Solucion Utilizamos la formula anterior: 


u-v = (1)(6) + (— 2)(3) + (— 2)(2) = 6- 6- 4 = -4 


|u| = 2 (l) 2 + (— 2) 2 + (— 2) 2 =29 = 3 
| v | = 2 (6) 2 + (3) 2 + (2) 2 = 2 49 = 7 


U = cos 


1 ( U‘ V 

I u I I V I 


= cos 1 ( 1.. ) ~ 1.76 radianes. 


0)0) J 


La formula para el angulo tambien se aplica a vectores bidimensionales. 
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y 



FIGURA 12.21 El triangulo del 
ejemplo 3. 


EJ EMPLO 3 Calculo de un angulo en un triangulo 

Calcular el angulo U del triangulo ABC determinado mediante los vertices A = (0, 0), 
B = (3, 5), y C = (5, 2) (Figura 12.21). 

Solucion El angulo U es el angulo entre los vectores CA y CB . La expresion en compo- 
nentes de estos dos vectores son 

CA = (-5, -2) y CB = (-2,3). 

Primero calculamos el producto punto y las magnitudes de estos dos vectores. 

CA-CB = ( — 5 )( — 2) + (— 2)(3) = 4 

\CA\ = 2 (— 5) 2 + (— 2) 2 = 2 29 

| CB | = 2 (— 2) 2 4- (3) 2 = 2 13 
Luego aplicamos la formula del angulo para obtener 

,| CA-CB | 

U = COS r — 

(|CA||C*|) 


2 29)(2 13) 

78.1° o 1.36 radianes. 


Vectores perpendiculares (ortogonales) 

Dos vectores no nulos u y v son perpendiculares u ortogonales si el angulo entre ellos es 
p /2 . Para tales vectores tenemos que u • v = 0 pues cos ( p /2) = 0 . El recfproco tam- 
bien es cierto. Si u y v son vectores no nulos con u* v = |u| |v| cos U = 0, entonces 
cos u = 0 y u = cos -1 0 = p/2. 


DEFINICION Vectores ortogonales 

Los vectores u y v son ortogonales (o perpendiculares) si y solo si u • v = 0 . 


EJ EMPLO 4 Apl icacion de la definicion de ortogonalidad 

(a) u = (3, —2) y v = (4, 6) son ortogonales, pues u-v = (3)(4) + (— 2)(6) = 0. 

(b) u = 3i — 2j 4- k y v = 2j + 4k son ortogonales, pues U'V = (3)(0) 4- (— 2)(2) 

+ (1)(4) = 0. 

(c) 0 es ortogonal a cualquier vector u, pues 

o • u = (o, o, o) • (m, « 2 , M 3 ) 

= (0)(«i) 4- (0)(« 2 ) + (0 )(m 3 ) 


= 0 . 
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FIGURA 12.22 El vector proyeccion de u 
sobre v. 



FIGURA 12.23 Si jalamos la caja con 
una fuerza u, la fuerza efectiva que mueve 
la caja en la direction de v es la proyec- 
cion de u sobre v. 


Propiedades del producto punto y proyecciones de vectores 

El producto punto cumple varias de las leyes validas para productos ordinarios de numeros 
reales (escalares). 


Propiedades del producto punto 

Si u, v, y w son tres vectores cualesquiera y c es un escalar, entonces 

1. u • V = v • u 

2. (cu)‘V = u*(cv) = c(u*v) 

3. u • (v + w) = u • v + u • w 

4. u-u = | u | 2 

5. 0 • u = 0. 


Demostracion de las propiedades 1 y 3 Las propiedades son faciles de demostrar me- 
diante la definition. Por ejemplo, aquf estan las demostraciones de las propiedades 1 y 3. 

1 . U ' V = U\V\ + U 2 V 2 + M3V3 = V\U\ + V 2 U 2 + V3M3 = vu 
3 . U • (v + w) = (m 1, M2, M3) • (t'l + W 1, V2 + W 2, V3 + W3) 

= M 1 ( V 1 + W 1) + M2(V2 + W2) + «3(V3 + W3) 


= Mi t'l + U\W 1 + M2V2 + M2W2 + M3V3 + M3W3 


= (mivi + M2V2 + M3V3) + (Miwq + M2W2 + M3W3) 

= u • v + u • w ■ 

Ahora regresemos al problema que planteamos al initio de esta section, sobre como 
proyectar un vector sobre otro. El vector proyeccion de u = PQ sobre un vector no nulo 
v = PS (figura 12.22) es el vector PR determinado al trazar una perpendicular desde Q 
hasta la recta PS. La notation para este vector es 

proy v u (“El vector proyeccion de u sobre v”) . 

Si u representa una fuerza, entonces proy v u representa la fuerza efectiva en la direction 
de v (figura 12.23). 

Si el angulo U entre u y v es agudo, proy v u tiene una longitud | u | cos U y direction 
v/ 1 v | (figura 12.24). Si U es obtuso, cos U < 0 y proy v u tiene una longitud — | u | cos U y 
direction — v/ 1 v | . En ambos casos. 


proy v u = ( | u | cos ll) 


v 


u • V 


V 

|v| 


1 11 1 COS U 


| U | | v| COS U 


u • V 

I* 
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(a) (b) 


La longitud de proj v u es (a) | u | cos U si cos u a 0 y 
(b) | u | cos U si cos U < 0. 


El numero | u | cos U se conoce como la componente escalar de u en la direccion de v. 
En resumen. 


El vector proyeccion de u sobre v: 

fu-y\ 

proy v u = 2 v 

(1) 

V|v| J 

Componente escalar de u en la direccion de v: 

i i ,, u ‘ v v 

u cos U = , , = u • . . 

(2) 

M M 


Observe que tanto el vector proyeccion de u sobre v como la componente escalar de u so- 
bre v dependen solo de la direccion del vector v y no de su longitud (pues hacemos el pro- 
ducto punto de u con v/lvl, que es la direccion de v). 

EJ EMPLO 5 Calculo del vector proyeccion 

Determinar el vector proyeccion de u = 6i + 3j + 2k sobre v = i — 2j — 2k y la com- 
ponente escalar de u en la direccion de v. 

Solucion De la ecuacion (1) obtenemos proy v u: 

proy v u = yryv = { + 4 + 4 (l - 2j - 2k) 

g (i 2j 2k) ^ k. 

mediante la ecuacion (2) determinamos la componente escalar de u en la direccion de v: 

I U I cos U = = ( 6i + 3 J + 2k )' (i* ~ f j - f 


Las ecuaciones (1) y (2) tambien se aplican a los vectores bidimensionales. 
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Ej EMPLO 6 Calculo de vectores proyeccion y componentes escalares 

Calcular el vector proyeccion de una fuerza F = 5i + 2j sobre v = i — 3j y la compo- 
nente escalar de F en la direccion de v. 


Sol uci on El vector proyeccion es 
proj v F = 


[ F-v 

\ 


r 

VM . 

/ 

5-6 
1 + 9 

(i - 3j) 

1 . 

, 3 . 

10 1 

+ To J - 


10 


(i - 3j) 


La componente escalar de F en la direccion de v es 

F-v 5-6 


I F I cos U = 


2 1+9 


2 10 


i i 


— i 

P D 

0 

■"■"Tu 

• 1 




1 - — 

— i 

1 1 

J 1 


|F| cos u 


FIGURA 12.25 El trabajo realizado por 
una fuerza constante F durante un despla- 
zamiento D es ( | F | cos U) | D | . 


Trabajo 

En el capftulo 6 vimos que el trabajo realizado por una fuerza constante de magnitud F al 
mover un objeto a lo largo de una distancia d esta dado por W = Fd. Esa formula aplica 
solo si la fuerza esta dirigida a lo largo de la recta de movimiento. Si una fuerza F que 
mueve un objeto a traves de un desplazamiento D = PQ tiene otra direccion, el trabajo se 
realiza mediante la componente de F en la direccion de D. Si U es el angulo entre F y D 
(figura 12.25), entonces 

( componente escalar de F\ 

Trabajo = ., , _ (longitud de D) 

yen la direccion de D J 

= ( | F | cos U) | D | 

= FD. 


DEFINICION Trabajo realizado por una fuerza constante 

El trabajo realizado por una fuerza constante F que actua a traves de un despla- 
zamiento D = PQ es 

VT = F • D = | F | | D | cos U, 
donde U es el angulo entre F y D. 


EJ EMPLO 7 Apl icacion de la definicion de trabajo 

Si | F | = 40 N (newton), |D| = 3 m, y U = 60°, el trabajo realizado por F al actuar de 
Pages 

Trabajo = | F | | D | cos U 

= (40) ( 3 ) COS 60° Valores dados 

= (120)(l/2) 

= 60 J (joules). 
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En el capftulo 16 veremos problemas sobre trabajo mas desafiantes, una vez que 
aprendamos a calcular el trabajo realizado por una fuerza variable a lo largo de una trayec- 
toria en el espacio. 


Representation de un vector como la suma de vectores 
ortogonales 

Conocemos una forma de escribir un vector u = ( u\ , ui) o u = (u\, 112 , M 3 ) como la suma 
de dos vectores ortogonales: 



FIGURA 12.26 El vector u escrito como 
la suma de un vector paralelo y otro orto- 
gonal a v. 


U — U\\ + U2j O U — M|i + (U 2 J + M3k) 

(puesi-j = i-k = j-k = 0). 

Sin embargo, a veces obtenemos mas information si expresamos a u como una suma 
distinta. En mecanica, por ejemplo, con frecuencia necesitamos escribir un vector u como 
la suma de un vector paralelo a un vector dado v y un vector ortogonal a v. Asf, al estudiar 
el movimiento de una partfcula a lo largo de una trayectoria en el piano (o el espacio), es 
deseable conocer las componentes del vector aceleracion en la direccion de la tangente a la 
trayectoria (en un punto) y de la normal a la trayectoria. (Estudiaremos estas componentes 
tangencial y normal de la aceleracion en la section 13.4). El vector de aceleracion puede 
expresarse entonces como la suma de sus componentes (vectoriales) tangencial y normal 
(las cuales reflejan propiedades geometricas importantes acerca de la naturaleza de la pro- 
pia trayectoria como su curvatura). En el siguiente capftulo estudiaremos los vectores ve- 
locidad y aceleracion. 

En general, para los vectores u y v, es facil ver de la figura 12.26 que el vector 


u — proy v u 


es ortogonal al vector de proyeccion proy v u (que tiene la misma direccion que v). El si- 
guiente calculo verifica esta observation: 


(u — proy v u) • proy v u 



(u-v ) 2 (u-v ) 2 


Ecuacion (1) 


Propiedades 2 y 3 
del producto punto 


v • v = | v | 2 se cancela 


= 0 . 


De modo que la ecuacion 

u = proy v u + (u — proy v u) 
expresa a u como la suma de vectores ortogonales. 


Como escribir u como la suma de un vector paralelo a v y otro ortogonal a v 
u = proy v u + (u — proy v u) 



Paralelo a v Ortogonal a v 
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Ej EMPLO 8 Fuerza en una nave espacial 

Se aplica una fuerza F = 2i + j — 3k a una nave espacial con vector de velocidad 
v = 3i — j . Expresar F como la suma de un vector paralelo y otro ortogonal a v. 

Solucion 


F = proy v F + (F — proy v F) 


Fv 
v • V 


V + 


„ Fv 
F - 


6 - 1 
9 + 1 


v + 




J5_ 

10 


(3i - j) + 


2i + j - 3k 


— (3i 
10 v 


j) 




La fuerza (3/2)i — (l/2)j es la fuerza efectiva paralela a la velocidad v. La fuerza 
(l/2)i + (3/2)j — 3k es ortogonal a v. Para verificar que este vector sea ortogonal a v, 
calculamos el producto punto: 



+ 2 j - 3k ] • (3i — j) 



EJ ERCICIOS 12.3 


Productos punto y proyecciones 


En los ejercicios 1 a 8, determine 

a. v • u, | v| , |u| 

b. El coseno del angulo entre v y u 

c. La componente escalar de u en la direccion de v 


d. El vector proy v u . 

1. v = 2i - 4j + 2 5k, u = -2i + 4j - 2 5k 

2. v = (3/5)i + (4/5 )k, u = 5i + 12j 

3. v = lOi + 1 lj - 2k, u = 3j + 4k 

4. v = 2i + lOj — Ilk, u = 2i + 2j + k 

5. v = 5j - 3k, u = i + j + k 

6. v = — i + j, u = 2 2i + 2 3j + 2k 

7. v = 5i + j, u = 2i + 2 17j 
1 1 \ / 1 1 


8. v = 


2 2 2 3 


2 2 2 3 


□ Angulos entre vectores 

Calcule el angulo entre los vectores de los ejercicios 9 a 12 con una 
aproximacion de centesimas de radian. 

9. u = 2i + j, v = i + 2j - k 

10. u = 2i - 2j + k, v = 3i + 4k 

11. u = 2 3i - 7j, v = 2 3i + j - 2k 

12. u = i+ 2 2j — 2 2k, v = — i + j + k 

13. Triangulo Calcule la medida de los angulos del triangulo cuyos 
vertices son A = ( — 1, 0), B = (2, 1), y C = (1, —2). 

14. Rectangulo Calcule las medidas de los angulos entre las diago- 
nals del rectangulo cuyos vertices son A = (1, 0), B = (0, 3), 
C = (3, 4),yD = (4, 1). 

15. Angulos y cosenos directores Los angulos directores a, b , y g 
de un vector v = ai + b] + ck se definen como sigue: 

a es el angulo entre v y el eje x positivo (0 £ a £ p ). 
b es el angulo entre v y el eje y positivo (0 £ b £ p ). 
g es el angulo entre v y el eje z positivo (0 < g < p ) . 


12.3 El producto punto 
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a. Muestre que 

a , b c 

COS a = -[ — r, COS D = — r, COS 0 = - — - 

|v| |v| |v| 

y tambien que cos 2 a + cos 2 b + cos 2 g = 1 . Estos cosenos 
(cosa, cosb y cosg) son los cosenos directores de v. 

b. Los vectores unitarios se construyen a partir de los cose- 
nos directores Muestre que si v = ai + foj + ck es un 
vector unitario, entonces a, b y c son los cosenos directores 
de v. 

16. Construccion de un canal Un canal de agua debe construirse 
con una pendiente de 20% en direction norte y 10% en direction 
este. Determine el angulo U requerido en el canal para el giro de 
norte a este. 



Descomposicion de vectores 

En los ejercicios 17 a 19, escriba u como la suma de un vector parale- 

lo a v y uno ortogonal a v. 

17. u = 3j + 4k, v = i + j 

18. u = j + k, v = i + j 

19. u = 8i + 4j - 12k, v = i + 2j - k 

20. Suma de vectores u = i + (j + k) ya es la suma de un vector 
paralelo a i y un vector ortogonal a i. Si se utiliza v = i, en la 
descomposicion u = proy v u + (u — proy v u), £se obtendra 
que proy v u = i y (u — proy v u) = j + k? Intentelo y descubra- 
lo. 

Geometria y ejemplos 

21. Sumas y restas En la siguiente figura, parece que Vi + V 2 y 
Vi — V 2 son ortogonales. ^Es esto una coincidencia, o hay cir- 
cunstancias bajo las cuales podriamos esperar que la suma de dos 
vectores fuera ortogonal a su diferencia? Justifique su respuesta. 



22. Ortogonalidad en una circunferencia Suponga que AB es el 

diametro de una circunferencia con centra en O y que C es un 
punto en uno de los arcos que unen Ay B. Muestre que CA y CB 
son ortogonales. 



23. Diagonales de un rombo Muestre que las diagonales de un 
rombo (paralelogramo con lados de igual longitud) son perpen- 
diculares. 

24. Diagonales perpendiculares Muestre que los cuadrados son 
los unicos rectangulos con diagonales perpendiculares. 

25. ;,Cuando son los paralelogramos rectangulos? Demuestre 
que un paralelogramo es un rectangulo si y solo si sus diagonales 
tienen la misma longitud. (Los carpinteros con frecuencia aprove- 
chan este hecho). 

26. Diagonal de un paralelogramo Muestre que la diagonal indi- 
cada del paralelogramo determinado por los vectores u y v biseca 
al angulo entre uyvsi|u| = |v|. 



v 


27. Movimiento de un proyectil Una pistola con una rapidez de 
disparo de 1200 pies/s se dispara con un angulo de 8° sobre la ho- 
rizontal. Determine los componentes horizontal y vertical de la 
velocidad del proyectil. 

28. Plano inclinado Suponga que una caja se sube por un piano in- 
clinado, como muestra la figura. Calcule la fuerza w necesaria 
para que la componente de la fuerza paralela al piano inclinado 
sea igual a 2.5 libras. 


w 
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Teoria y ejemplos 

29. a. Desigualdad de Cauchy-Schwarz Utilice el hecho de que 

u • v = | u | | v | cos U para mostrar que la desigualdad 

| u • v | s | u | | v | es valida para vectores u y v cualesquiera. 
b. t.Bqj 0 que circunstancia, ocurre que | u • v | sea igual a 
| u | | v | ? Justifique su respuesta. 

30. Copie los ejes y el vector que muestra la siguiente figura. Luego 
sombree los puntos ( x , y ) para los que (xi + yj) • v £ 0. Justifi- 
que su respuesta. 

y 

n 

Jr 

V 


31. Vectores unitarios ortogonales Si ui y u> son vectores unita- 
rios ortogonales y v = aui + £> 112 , calculev-Ui. 

32. Cancelacion en productos punto En la multiplication de nu- 
meros reales, si uv 1 = uv 2 y u A 0, podemos cancelar la u y con- 
cluir que Vi = V 2 . ^Ocurre lo mismo con el producto punto? Es 
decir, si u-Vi = u-Vo y u A 0. ^podemos concluir que 
Vi = V 2 ? Justifique su respuesta. 

Ecuaciones de rectas en el piano 

33. Recta perpendicular a un vector Muestre que el vector v = 
ai + b j es perpendicular a la recta ax + by = c estableciendo 
que la pendiente de v es el reclproco negativo de la pendiente de 
la recta dada. 

34. Recta paralela a un vector Muestre que el vector v = ai + b,\ 
es paralelo a la recta bx — ay — c estableciendo que la pendiente 
del segmento de recta que representa a v es igual a la pendiente de 
la recta dada. 

En los ejercicios 35 a 38, use el resultado del ejercicio 33 para deter- 
minar una ecuacion para la recta que pasa por P y es perpendicular a 
v. Luego, trace la recta. Incluya a v en su bosquejo, como un vector 
que parte del origen. 

35. P{ 2, 1), v = i + 2j 

36. P(-l, 2), v = — 2i j 

37. P{- 2, -7), v = -2i + j 

38. P( 11, 10), v = 2i - 3j 

En los ejercicios 39 a 42, use el resultado del ejercicio 34 para deter- 
minar una ecuacion para la recta que pasa por P paralela a v. Luego, 
trace la recta. Incluya a v en su bosquejo, como un vector que parte 
del origen. 

39. P{- 2. 1), v = i — j 40. P( 0, -2), v = 2i + 3j 

41. P{ 1, 2), v = -i - 2j 42. P( 1, 3), v = 3i - 2j 


Trabajo 

43. Trabajo a lo largo de una recta Determine el trabajo realizado 
por una fuerza F = 5i (magnitud 5 N) al mover un objeto a lo lar- 
go de la recta que va del origen al punto (1, 1) (la distancia se mi- 
de en metros). 

44. Locomotora La locomotora Big Boy de Union Pacific puede 
jalar vagones de 6000 toneladas con un esfuerzo de traction de 
602,148 N (135 375 libras). Con este nivel de esfuerzo, ^aproxi- 
madamente cuanto trabajo realizo Big Boy en el trayecto (casi rec- 
to) de 605 km desde San Francisco hasta Los Angeles? 

45. Plano inclinado ^Cuanto trabajo se necesita para deslizar una 
embarcacion 20 m a lo largo de un muelle de carga, jalandola con 
una fuerza de 200 N y un angulo de 30° con la horizontal? 

46. Velero El viento que pasa sobre la vela de un bote ejerce una 
fuerza F con una magnitud de 1000 libras como muestra la si- 
guiente figura. ^Cuanto trabajo realizo el viento al mover el bote 
hacia delante una milla? Proporcione la respuesta en pies-libra. 



Angulo entre rectas en el piano 

El angulo agudo entre las rectas que no se cortan en angulo recto es 
igual al angulo determinado por los vectores normales a las rectas o 
por vectores paralelos a las mismas. 




Use este hecho y los resultados de los ejercicios 33 o 34 para calcular 
los angulos agudos entre las rectas de los ejercicios 47 a 52. 

47. 3x + y = 5, 2x — y = 4 

48. y = 2 3* - 1, y = -2 3x + 2 

49. 2 3x - y = -2, x - 2 3y = 1 

50. x + 2 3y = 1, (l - 2 3)x + (l + 2 3)y = 8 

51. 3x — 4y = 3, x - y = 7 

52. 12* + 5y = 1 , 2x - 2y = 3 

Angulo entre curvas diferenciables 

Los angulos entre dos curvas diferenciables en un punto de intersec- 
cion son los angulos entre las rectas tangentes de las curvas en estos 
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puntos. Calcule los angulos entre las curvas de los ejercicios 53-56. 
Observe que si v = a\ + b j es un vector en el piano, entonces el vec- 
tor tiene una pendiente b/a siempre que a # 0. 

53. y = (3/2) — x 2 , y = x 2 (dos puntos de la intersection) 


54. x = (3/4) — y 2 , x = y 2 — (3/4) (dos puntos de la interseccion) 

55. y = x\ x = y 2 (dos puntos de la interseccion) 

56. y = — x 1 , y = 1 x (dos puntos de la interseccion) 
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El producto cruz 



Cuando estudiamos las rectas en el piano, para describir la inclinacion de una recta usamos 
los conceptos de pendiente y angulo de inclinacion. En el espacio queremos describir la forma 
en que se inclina un piano. Logramos esto cuando multiplicamos dos vectores en el piano 
para obtener un tercer vector perpendicular al piano. La direction de este tercer vector nos in- 
dica la “inclinacion” del piano. El producto que usamos para multiplicar los vectores es el 
producto vectorial o producto cruz, el segundo de los metodos de multiplication vectorial que 
usamos en calculo. 

El producto cruz se utiliza con frecuencia para describir el efecto de las fuerzas cuan- 
do se estudia la electricidad, el magnetismo, el flujo de fluidos y la mecanica orbital. Esta 
section presenta las propiedades matematicas del producto cruz que son utiles en estos 
campos. 


El producto cruz de dos vectores en el espacio 

Comencemos con dos vectores no nulos u y v en el espacio. Si u y v no son paralelos, en- 
tonces determinan un piano. Elegimos un vector unitario n perpendicular al piano median- 
te la regia de la mano derecha. Esto significa que elegimos n como el vector (normal) 
unitario que apunta en la forma que el dedo pulgar apuntaria si doblamos los dedos 
restantes con el angulo U de u a v (figura 12.27). Entonces el producto cruz u X v (“u 
cruz v”) es el vector que se define como sigue. 


FIGURA 12.27 La construction de 

U X V. 


DEFINICI ON 

Producto cruz 


u X v = ( u 1 1 v sen u) n 


A diferencia del producto punto, el producto cruz da como resultado un vector. Por esta ra- 
zon se llama producto vectorial de u y v, y solo se aplica a vectores en el espacio. El vec- 
tor u X v es ortogonal tanto a u como a v, pues es un multiplo escalar de n. 

Como el seno de 0 y el seno de p dan cero, tiene sentido definir el producto cruz de 
dos vectores paralelos no nulos como 0 (el vector nulo o cero). Si u o v o ambos son nulos, 
tambien definimos u X v como 0. De esta forma, el producto cruz de dos vectores u y v 
es igual al vector cero si y solo si u y v son paralelos, o bien si uno o ambos vectores son 
nulos (vector cero). 


Vectores paralelos 

Los vectores no nulos u y v son paralelos si y solo si u X v = 0 . 


Ahora analizamos las siguientes propiedades del producto cruz. 
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FIGURA 12.28 La construction de 
V X u. 


Propiedades del producto cruz 

Si u, v y w son vectores cualesquiera y r, s son escalares, entonces 

1. (ru) X (sv) = (rs)(u X v) 

2. uX(v + w)=uXv + uXw 

3. (v + w)Xu = vXu + wXu 

4. v X u = -(u X v) 

5. 0 X u = 0 


z 



FIGURA 12.29 Los productos cruz por 
pares formados con i, j, yk. 


Por ejemplo, para visualizar la propiedad 4, observe que cuando los dedos de una ma- 
no derecha se doblan con el angulo Ude v a u, el pulgar apunta en la direction opuesta y el 
vector unitario elegido para formar v X u es el negativo del elegido para formar v X u 
(figura 12.28). 

La propiedad 1 puede verificarse al aplicar la definicion del producto cruz a ambos 
lados de la ecuacion y comparar los resultados. La propiedad 2 se demuestra en el apendi- 
ce 6. La propiedad 3 se obtiene multiplicando los dos lados de la ecuacion de la propiedad 
2 por —1 e invirtiendo el orden de los productos, usando la propiedad 4. La propiedad 5 es 
una definicion. El producto cruz no es asociativo , de modo que (u X v) X w en general 
no es igual a u X (v X w). (Vea el ejercicio adicional 15). 

Cuando aplicamos la definicion para calcular los productos cruz por pares de i, j y k, 
vemos que (figura 12.29) 

i X j = -(j X i) = k 
j X k = -(k X j) = i 
kXi = -(iXk)=j 

y 



Diagrama para 
recordar estos 
productos 


iXi=jXj = kXk = 0. 


u x v es el area de un paralelogramo 

Como n es un vector unitario, la magnitud de u X v es 


Area = base • altura 



|u X v| = | u | | v | | sen u| | n | = |u||v|senU. 


Esta es el area del paralelogramo determinado por u y v (figura 12.30), donde |u| es la 
base y | v | | sen u| es la altura del paralelogramo. 


FIGURA 12.30 El paralelogramo deter- 
minado por u y v. 


Formula del determinante para u x v 

Nuestro siguiente objetivo es calcular u X v a partir de las componentes de u y v con res- 
pecto a un sistema de coordenadas cartesianas. 
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Determinantes 

Los determinantes de2X2y3X3se 
evaluan como sigue: 

a b 


= ad — be 


EJ EMPLO 


Supongamos que 

u = u i i + u 2 j + m 3 k, v = tqi + V 2 j + v 3 k. 

Entonces, las leyes distributivas y las reglas para la multiplication de i, j y k nos dicen que 

u X v = (wii + u 2 j + « 3 k) X (vi i + v 2 j + v 3 k) 


2 

-4 


= (2)(3) - (1)(— 4) 


= 6 + 4 = 10 

Cl\ Cl2 CI3 

bi b 2 b 2 

ci c 2 c 3 

b i - J , 

— CI2 1 ^3 

Cl C 3 

EJ EMPLO 



b 2 

b 2 

= a\ 




c 2 

C3 


b\ b 2 
ci c 2 


= tqvii X i + u iv 2 i X j + m 1 v 3 i X k 
+ w 2 vij X i + u 2 v 2 j x j + M 2 v 3 j X k 
+ t < 3 v 1 k X i + m 3 v 2 k X j + m 3 v 3 k X k 

= (w 2 v 3 - w 3 v 2 )i - («iv 3 - w 3 V|)j + («iv 2 - w 2 Vi)k. 

Los terminos de la ultima lfnea son los mismos que los terminos en el desarrollo del 
determinante simbolico 


-5 

3 

1 

= (-5) 

1 1 

2 

1 

1 

3 1 

-4 

3 

1 



- 0 ) 


+ ( 1 ) 


2 

-4 


2 1 

-4 1 

= -5(1 - 3) - 3(2 + 4) 
+ 1(6 + 4) 

= 10 - 18 + 10 = 2 


i j k 

u 1 u 2 « 3 

Vl v 2 v 3 

Por tanto, tenemos la siguiente regia. 


(Para mayor information, vea el sitio en 
Internet de este libro.) 

Calculo del producto cruz mediante determinantes 

Si u = Mj i + M 2 j + u 3 kyv = vi i + v 2 j + v 3 k, entonces 



i j k 



u X v = 

U\ «2 W 3 




Vi V 2 v 3 



EJ EMPLO 1 Calculo del producto cruz mediante determinantes 


z 



FiGURA 12.31 El area del triangulo PQR 
es la mitad de | PQ X PR \ (ejemplo 2). 


Calcular uXvyvXusiu = 2i+j + kyv = 

Solucion 


— 4i + 3j + k. 


u X v = 


1 j k 

2 1 1 

-4 3 1 


1 1 
3 1 


2 1 

-4 1 


j + 


2 1 
-4 3 


= — 2i - 6j + 10k 
v X u = -(u X v) = 2i + 6j - 10k 


EJ EMPLO 2 Calculo de vectores perpendiculares a un piano. 

Determinar un vector perpendicular al piano de P(l, — 1, 0), Q{2, 1, — 1), y R( — 1, 1, 2) 
(figura 12.31). 
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Solucion El vector PQ X PR es perpendicular al piano, pues es perpendicular a am- 
bos vectores. En terminos de componentes tenemos que 


PQ = ( 2 - l)i + (1 + Dj + (-1 - 0)k = i + 2j - k 

PR = (-1 - l)i + (1 + l)j + (2 - 0)k = — 2i + 2j + 2k 



i j 

k 












2 -1 


1 -1 


1 2 

PQX PR = 

1 2 

-1 

— 

2 2 

* “ 

-2 2 

j + 

-2 2 


-2 2 

2 








= 6i + 6k. 

Ej EMPLO 3 Calculo del area de un triangulo 

Calcular el area del triangulo con vertices P(l, —1, 0), <2(2, 1, — 1), y R( — 1, 1, 2) (figura 
12.31). 

Solucion El area del paralelogramo de la figura P, Q y R es 
| PQ X PR | = 1 6i + 6k | 

= 2 (6) 2 + (6) 2 = 2 2-36 = 62 2. 

El area del triangulo es la mitad de este valor, es decir, 3 2 2. 


EJ EMPLO 4 Obtenci on de un vector unitario normal a un piano 

Encontrar un vector uni tario perpendicular al piano definido por P(l, —1, 0), Q{ 2, 1, — 1), 

y*(-i, 1,2). 

Solucion Como PQ X PR es perpendicular al piano, su direccion n es un vector unita- 
rio perpendicular al piano. Con los valores de los ejemplos 2 y 3, tenemos 



Componente de F 
perpendicular a r. 
Su longitud es |F| 


Torque 


FIGURA 12.32 El vector torque describe 
la tendencia de la fuerza F para mover el 
tornillo hacia delante. 


PQX PR 6i + 6k I . , 1 , 

| PQ X PR | 62 2 2 2 2 2 

Para facilitar el calculo del producto cruz mediante determinantes, por lo general es- 
cribimos los vectores en la forma v = tqi + V 2 j + V 3 k en vez de escribirlos como tercias 
V = (vi, v 2 , v 3 ). 


Torque 

Al girar un tornillo aplicando una fuerza F a una Have (figura 12.32), el torque producido 
actua a lo largo del eje del tornillo para mover este hacia delante. La magnitud del torque 
depende de que tan lejos se aplica la fuerza en la Have y de que tan perpendicular al brazo 
de la palanca es la fuerza sobre la Have en el punto de aplicacion. El numero que utiliza- 
mos para medir la magnitud del torque es el producto de la longitud del brazo de la palan- 
ca r y la componente escalar de F perpendicular a r. Con la notation de la figura 12.32, 


Magnitud del vector torque = | r | | F | sen U, 
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o | r X F | . Si n es el vector unitario a lo largo del eje del tornillo en la direccion del tor- 
que, entonces la descripcion completa del vector torque es r X F, o bien 

Vector torque = ( | r | | F | sen ll) n. 

Recuerde que hemos tenemos u X v igual a 0 cuando u y v son paralelos. Esto es consis- 
tente con la interpretacion del vector torque. Si la fuerza F de la figura 12.32 es paralela a 
la Have, lo que significa que tratamos de dar vuelta al tornillo empujando o jalando a lo 
largo de la lfnea del asa de la Have, entonces el torque producido es cero. 


P[ 


barra de 3 pies 


70° 


o 


y Fuerza con 
p / magnitud 
/ de 20 libras 


FIGURA 12.33 La magnitud del torque 
ejercido por F en P es aproximadamente 
56.4 pies-libra (ejemplo 5). 


EJ EMPLO 5 Calculo de la magnitud de un torque 

La magnitud del torque generado por la fuerza F en el punto pivote P de la figura 12.33 es 

\PQ X F| = \PQ\ | F | sen 70° 

~ (3)(20)(0.94) 

~ 56.4 pies-libra 


Triple producto escalar o producto caja 

El producto (u X v) • w se conoce como triple producto escalar de u, v y w (en ese or- 
den). Como puede se puede deducir de la formula, 

| (u X v) • W I = I U X V | | w 1 1 cos u| , 

el valor absoluto del triple producto escalar es el volumen del paralelepfpedo (una caja cu- 
yas caras son paralelogramos) determinado por u, v y w (figura 12.34). El numero 
|u X v| es el area del paralelogramo de la base y el numero |w| |cos u| es la altura del 
paralelepfpedo. Debido a esta interpretacion geometrica, (u X v) • w tambien se conoce 
como producto caja de u, v y w. 



V ol umen = area de I a base ■ al tura 
= u x v| |wj |cose| 

= |(ux v) ■ w| 


FIGURA 12.34 El numero | (u X v) • w | es el volumen de un paralelepfpedo. 


El producto punto y el producto cruz 
pueden intercambiarse en un triple pro- 
ducto escalar sin alterar su valor. 


Al considerar los pianos devywydewyu como bases del paralelepfpedo determi- 
nado por u, v y w, vemos que 

(u X v) • w = (v X w) • u = (w X u) • V. 


Como el producto punto es conmutativo, tambien tenemos 

(u X v) • w = u • (v X w) . 
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El triple producto escalar puede evaluarse como un determinante: 
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Calculo del triple producto escalar 



U\ 

u 2 

U 3 

(u X v) • w = 

Vl 

V 2 

v 3 


W 1 

w 2 

w 3 


EJ EMPLO 6 El volumen de un paraleleplpedo 

Calcular el volumen de la caja (paralelepfpedo) determinada por u = i + 2j — k, 
v = -2i + 3k, y w = 7j - 4k. 


Solution A1 usar la regia para el calculo de determinantes, tenemos 


(u X v) • w = 


1 2 -1 

-2 0 3 

0 7-4 


-23. 


El volumen por lo tanto es | (u X v) • w | =23 unidades cubicas . 


EJ ERCICIOS 12.4 

Calculos con el producto cruz 

En los ejercicios 1 a 8, determine la longitud y direction (si esta defi- 
nida) de u X v y v X u. 

1. u = 2i — 2j — k, v = i — k 

2. u = 2i + 3j, v = -i + j 

3. u = 2i — 2j + 4k, v = — i + j — 2k 

4. u = i + j - k, v = 0 

5. u = 2i, v = — 3j 

6. u = i X j, v = j X k 

7. u = — 8i — 2j — 4k, v = 2i + 2j + k 

8. u = |i — |j + k, v = i + j + 2k 


En los ejercicios 9 a 14, trace los ejes coordenados y a continuation in- 
cluya los vectores u, v y u X v como vectores que parten del origen. 

9. u = i, v = j 

10. u = i — k, v = j 

11. u = i — k, v = j + k 

12. u = 2i — j, v = i + 2j 

13. u = i + j, v = i - j 

14. u = j + 2k, v = i 

Triangulos en el espacio 

En los ejercicios 15 a 18 realice lo que se pide. 

a. Calcule el area del triangulo determinado por los puntos P, Q, 

y R- 

b. Determine un vector unitario perpendicular al piano PQR. 
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15. 6(1, -1,2), g(2, 0,-1), 6(0, 2, 1) 

16. 6(1, 1, 1), 0(2, 1,3), 6(3, —1, 1) 

17. P(2, —2, 1), 2(3, -1,2), 6(3, -1, 1) 

18. P{ -2, 2,0), 2(0, 1,-1), R(~ 1,2, -2) 

Triple producto escalar 

En los ejercicios 19 a 22, verifique que (u X v) • w = (v X w) • u = 
(w X u) • v y calcule el volumen del paralelepfpedo (caja) determina- 
do por u, v y w. 

U V w 


19. 2i 

20. i — j + k 

21. 2i + j 

22. i + j - 2k 


2j 

2i + j — 2k 

2i - j + k 
-i - k 


2k 

— i + 2j — k 
i + 2k 
2i + 4j — 2k 


Teoria y ejemplos 

23. Vectores paralelos y perpendiculares Sean u = 5i — j + k, 

v = j — 5k, w = — 15i + 3j — 3k. ^Cuales de estos vectores 
son (a) perpendiculares entre si? (b) ^Cuales son paralelos? Justi- 
fique sus respuestas. 

24. Vectores paralelos y perpendiculares Sean u = i + 2j — k, 

v = — i + j + k, w = i + k, r = — (p/2)i - pj + (p/2)k. 
^Cuales de estos vectores son (a) perpendiculares entre si? (b) 
^Cuales son paralelos? Justifique sus respuestas. 

En los ejercicios 25 y 26, calcule la magnitud del torque ejercida por F 
sobre el tornillo en P si | PQ | = 8 pulgadas y | F | =30 libras . De la 
respuesta en pies-libra. 

25. 26. 



27. ^Cuales de las siguientes igualdades son siempre ciertas, y cudles 
no siempre lo son ? Justifique sus respuestas. 

a. | u | = 2 u • u b. u • u = | u | 

c. u X 0 = 0 X u = 0 d. u X (— u) = 0 

e. uXv = vXu 

f. uX(v + w) = uXv + uXw 

g. (u X v) • v = 0 

h. (u X v) • w = u • (v X w) 

28. ^Cuales de las siguientes igualdades son siempre ciertas, y cudles 
no siempre lo son ? Justifique sus respuestas. 

a. u-v = v-u b. u X v = — (v X u) 


d. (cu) • v = u • (cv) = c(u • v) ( c arbitrario) 

e. c(u X v) = (cu) X v = u X (cv) ( c arbitrario) 

f. u-u = | u | “ g. (u X u)-u = 0 

h. (u X v) • u = v • (u X v) 

29. Dados los vectores no nulos u, v y w, use las notaciones de los 
productos punto y cruz para describir lo siguiente. 

a. El vector proyeccion de u sobre v 

b. Un vector ortogonal a u y v 

c. Un vector ortogonal a u X v y w 

d. El volumen del paralelepfpedo determinado por u, v, y w 

30. Dados los vectores no nulos u, v y w, use las notaciones para los 
productos punto y cruz para describir lo siguiente. 

a. Un vector ortogonal auXv yuXw 

b. Un vector ortogonal au + v y u — v 

c. Un vector de longitud | u | en la direccion de v 

d. El area del paralelogramo determinado por u y w 

31. Sean u, v y w vectores. ^Cuales de las siguientes expresiones tie- 
nen sentido y cuales no? Justifique sus respuestas. 

a. (u X v) • w b. u X (v • w) 

c. u X (v X w) d. u • (v • w) 

32. Producto cruz de tres vectores Muestre que excepto en casos 
degenerados, (u X v) X w esta en el piano de u y v, mientras 
que u X (v X w) esta en el piano de v y w. ^Cuales son los ca- 
sos degenerados? 

33. Cancelacion en el producto cruz Si u X v — u X w y 

u # 0, ^entonces es cierto que v = w? Justifique su respuesta. 

34. Doble cancelacion Si u # 0 y si uXv = uXw y 
u-v = u • w, £es verdad que v = w? Justifique su respuesta. 

Area en el piano 

Determine el area de los paralelogramos cuyos vertices estan dados en 
los ejercicios 35 a 38. 

35. A(1,0), 6(0,1), C(-1,0), D(0, - 1 ) 

36. A(0, 0), 6(7, 3), C(9, 8 ), D( 2, 5) 

37. A( — 1, 2), 6(2,0), C(7, 1), D(4, 3) 

38. A(-6,0), 6(1, -4), C(3, 1), D(-4,5) 

Calcule el area de los triangulos cuyos vertices estan dados en los 
ejercicios 39 a 42. 

39. A(0, 0), B(- 2,3), C(3, 1) 

40. A(-l, -1), 6(3, 3), C(2, 1) 

41. A(-5, 3), 6(1, -2), C( 6 , —2) 

42. A(-6,0), 6(10, -5), C(-2,4) 

43. Area de un triangulo Determine una formula para el area del 
triangulo en el piano xy con vertices en ( 0 , 0 ), («i, 02 ) , y (b\, fco) ■ 
Explique su desarrollo. 

44. Area de un triangulo Encuentre una formula concisa para el 
area de un triangulo con vertices (a 1 , 02 ), ( 61 , ^ 2 ), y (ci, C 2 ). 


c. (-u) X v = -(u X v) 
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Rectas y pianos en el espacio 


En el calculo de funciones de una variable, usamos nuestro conocimiento sobre rectas para 
estudiar curvas en el piano. Analizamos las tangentes y vimos que al ampliarlas cada vez 
mas, las curvas diferenciables parecen localmente funciones lineales. 

Para que en el siguiente capitulo estudiemos el calculo de funciones de mas de una 
variable, comenzaremos con los pianos y usaremos nuestro conocimiento sobre ellos para 
estudiar las superficies correspondientes a las graficas de funciones en el espacio. 

Esta section muestra la forma de utilizar los productos escalar y cruz para escribir 
ecuaciones de las rectas, de segmentos de recta y de pianos en el espacio. 


Z 



FIGURA 12.35 Un punto P esta en la 
recta L que pasa por Pq paralela a v si y 
solo si PqP es un multiplo escalar de v. 


Rectas y segmentos de recta en el espacio 

En el piano, una recta queda determinada por un punto y un numero que representa la pen- 
diente de la recta. En el espacio, una recta queda determinada por un punto y un vector que 
indica la direction de la recta. 

Suponga que L es una recta en el espacio que pasa por un punto Pq{xq, yo, zo) y que es 
paralela a un vector v = vii + V 2 .j + V 3 k. Entonces L es el conjunto de todos los puntos 
P(x, y, z ) tal que PqP es paralelo a v (figura 12.35). Asf, donde t es un parametro escalar. 
El valor de t depende de la posicion del punto P a lo largo de la recta, y el dominio de t es 
( — oo, oo ) . La forma desarrollada de la ecuacion PqP = tv es 

(x - x 0 )i + (y - yo)j + (z - zo)k = t(v\i + v 2 j + v 3 k), 
que puede escribirse como 

xi + yj + ~k = x 0 i + y 0 j + Zok + f(v 3 i + v 2 j + v 3 k). (1) 

Si r(f) es el vector de posicion de un punto P(x, y, z.) sobre la recta y r 0 es el vector de 
posicion del punto Pq(xq, yo, zo), entonces la ecuacion ( 1 ) da la siguiente forma vectorial 
para la ecuacion de una recta en el espacio. 


Ecuacion vectorial de una recta 

Una ecuacion vectorial para la recta L que pasa por Po(*o,yo, Zo) paralela a 
v es 

r (t) = r 0 + fv, -oo < t < oo, (2) 

donde r es el vector de posicion de un punto P(x, y, z) en L y ro es el vector de 
posicion de vector Pq(xq, yo, Zo) • 


Al igualar los componentes correspondientes a los dos lados de la ecuacion (1) obte- 
nemos tres ecuaciones escalares con el parametro t: 

x = x 0 + tv i, y = yo + tv 2 , z = zo + fv 3 . 

Estas ecuaciones nos dan la parametrizacion estandar de la recta en el intervalo 

— 00 < t < oo . 
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FI GURA 12.36 Algunos valores del para- 
metro y los puntos correspondientes sobre 
la recta x = — 2 + 2t, y = 4f, z = 4 — 2t. 
Las flechas indican la direction en que t 
crece (ejemplo 1). 



P(- 3, 2, -3) 

FIGURA 12.37 En el ejemplo 3 deduji- 
mos una parametrizacion del segmento de 
recta PQ. La flecha indica la direction en 
que t crece. 


Ecuaciones parametricas de una recta 

La parametrizacion estandar de la recta que pasa por Po(*o, yo, Zo)v que es 
paralelaav = vii + V 2 J + t^kes 

x = xq + tv i, y = yo + tv 2 , z = zo + tV 3 , -00 < t < 00 (3) 


EJ EMPLO 1 Parametrizacion de una recta que pasa por un punto y que es paralela a 
un vector 

Determinar las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por (—2, 0, 4) y que es para- 
lela a v = 2i + 4j — 2k (figura 12.36). 

Solution Con Po(xq, >’o, Zo) igual a (—2,0,4) y tqi + V 2 j + V 3 k igual a 
2i + 4j — 2k, las ecuaciones (3) quedan como 

x = —2 + 2 1, y = 4 1, z = 4 — 2t. 

EJ EMPLO 2 Parametrizacion de una recta que pasa por dos puntos 

Determinar las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por P( — 3, 2, —3) y 

Gd, - 1 , 4 ). 


Solution El vector 

PQ = (1 - ( 3))i + (-1 - 2)j + (4 - (— 3))k 
= 4i - 3j + 7k 

es paralelo a la recta, y las ecuaciones (3) con (xo, yo. Zo) = (~ 3, 2, —3) dan 

x = — 3 + 4f, y = 2 — 3t, z = —3 + It. 

Podrfamos haber elegido Q{ 1, —1,4) como “punto base” y escribir 

x = 1 + 4t, y = — 1 — 3t, z = 4 + It. 

Estas ecuaciones nos sirven igual que las primeras, solo que nos colocan en un punto dis- 
tinto en la recta para un valor dado de t. 

Observe que las parametrizaciones no son unicas. No solo puede variar el “punto ba- 
se”, sino tambien el parametro. Las ecuaciones x = — 3 + 4r\ y = 2 — 3t ‘\ y 
z = — 3 + 7r 3 tambien parametrizan la recta del ejemplo 2. 

Para parametrizar un segmento de recta que une dos puntos, primero parametrizamos 
la recta que pasa por los dos puntos, luego encontramos los valores de t para los extremos 
y restringimos t al intervalo cerrado limitados por estos valores. Las ecuaciones de la rec- 
ta, junto con esta restriction adicional, parametrizan al segmento. 

EJ EMPLO 3 Parametrizacion de un segmento de recta 

Parametrizar el segmento de recta que une a los puntos P(— 3, 2, —3) y 2(1, —1, 4) (figu- 
ra 12.37). 

Solution Comenzamos con las ecuaciones para la recta que pasa por P y Q, tomando- 
las, en este caso, del ejemplo 2: 

x = —3 +4 1, y = 2 — 3f, z = —3 + It. 
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Observamos que el punto 

(x,y, z) = (-3 + At, 2 - 3 t, -3 + It) 

sobre la recta pasa por P(— 3, 2, —3) en t - 0, y por Q( 1, — 1, 4) en t = 1 . Agregamos la 
restriccion 0 < f < 1 para parametrizar el segmento: 

x = —3 + 4 1, y = 2 — 3t, z = ~ 3 + It, 0£(£ 1 . 

La forma vectorial [ecuacion (2)] de una recta en el espacio es mas ilustrativa si pen- 
samos en ella como la trayectoria de una partfcula que parte de la posicion Pq{xq, yo, zo) y 
se mueve en la direccion del vector v. Escribimos la ecuacion (2) como 


r (t) = r 0 + tv 


= r 0 + f|v| - 

/ /\ 


Posicion Tiempo Rapidez 
inicial 


Direccion 


(4) 


En otras palabras, la posicion de la partfcula en el instante t es su posicion inicial mas la 
distancia recorrida (rapidez X tiempo) en la direccion v/ 1 v | de su movimiento rectilf- 
neo. 

EJ EMPLO 4 Vuelo de un hel icoptero 

Un helicoptero vuela directamente desde un helipuerto ubicado en el origen, en la direc- 
cion del punto (1, 1, 1) con una rapidez de 60 pies/s ^Cual es la posicion del helicoptero 
despues de 10 s? 

Solucion Colocamos el origen en la posicion inicial (helipuerto) del helicoptero. En- 
tonces el vector unitario 


u = =i + =j + =k 

2 3 2 3 2 3 

proporciona la direccion de vuelo del helicoptero. De acuerdo con la ecuacion (4), la posi- 
cion del helicoptero en cualquier instante t es 

r(f) = ro + f(rapidez)u 

= 0 + t(60)l — -i + — — j + — -k ] 

V 2 3 2 3 2 3 / 

= 202 3f(i + j + k). 


Cuando t = 10 sec. 


r(10) = 2002 3 (i + j + k) 

2002 3,2002 3,2002 3 

Despues de 10 segundos de vuelo desde el origen hacia el punto (1, 1, 1), el helicoptero se 
localiza en el punto (2002 3, 2002 3, 2002 3) del espacio por lo que ha recorrido una 
distancia de(60 pies/seg)( 10 seg) = 600 pies, que es la longitud del vector r(10). 



12.5 Rectas y pianos en el espacio 883 


s 



FIGURA 12.38 La distancia de 5 a la 
recta que pasa por P y que es paralela a v 
es PS\ sen U, donde U es el angulo entre 
PS y v. 


Plano M 



FIGURA 12.39 La ecuacion estandar 
para un piano en el espacio se define en 
terminos de un vector normal al piano: un 
punto P esta en el piano que contiene a P 0 
y es normal a n si y solo si n • PqP = 0 . 


La distancia de un punto a una recta en el espacio 

Para calcular la distancia de un punto S a una recta que pasa por un punto P, paralela a un 
vector v, hallamos el valor absoluto de la componente escalar de PS en la direccion de 
un vector normal a la recta (figura 12.38). Con la notation de la figura, el valor absoluto 
de la 

, — , \PSXv\ 

componente escalar es \PS\ sen U, o bien . — . . 


Distancia de un punto S a una recta que pasa por P y que es paralela a v 


d = 


| PS X v | 


(5) 


EJ EMPLO 5 Calculo de la distancia de un punto a una recta 

Calcular la distancia del punto 5(1, 1, 5) a la recta 

L: x = 1 + t, y = 3 - t, z = 2f. 


Solution A partir de las ecuaciones de L vemos que esta recta pasa por P( 1, 3, 0) y que 
es paralela a v = i — j + 2k. Con 


y 


PS = (1 - l)i + (1 - 3)j + (5 - 0)k = — 2j + 5k 


PS X v = 


0 

1 


j k 

-2 5 
-1 2 


i + 5j + 2k, 


la ecuacion (5) a 


d = 


\PS X v | 


2 1 + 25 + 4 = 2 30 
2 1 + 14-4 26 


La ecuacion de un piano en el espacio 

Un piano en el espacio queda determinado si conocemos un punto en el piano y su “incli- 
nation” u orientation. Esta “inclination” se define especificando un vector perpendicular 
o normal al piano. 

Supongamos que el piano M pasa por un punto P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) y que es normal al vector 
no nulo n = ,4 i + Bj + C k. Entonces M es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z) pa- 
ra los que PqP es ortogonal a n (Figura 12.39). Asf, el producto punto n • PqP = 0. Esta 
ecuacion es equivalente 

(Ai + Bj + Ck) • [(x - x 0 )i + {y ~ >'o).j + (z ~ zo)k] = 0 
o bien 


A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z - Zo) = 0. 
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Ecuacion de un piano 

El piano que pasa por Vo. Zo). normal a n = Ai + Bj + Ck se describe 

igualmente por cada una de las siguientes ecuaciones 

Ecuacion vectorial: 

n • P 0 P = 0 

Ecuacion cartesiana: 

A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z ~ Zo) = 0 

Ecuacion cartesiana 


simplificada: 

Ax + By + Cz = D, donde 

D = Ax 0 + By 0 + Czo 


EJ EMPLO 6 Obtencion de la ecuacion de un piano 

Determinar una ecuacion para el piano que pasa por Pq( — 3, 0, 7) perpendicular a 

n = 5i + 2j — k. 

Solucion La ecuacion cartesiana es 

5(x - (-3)) + 2 (y - 0) + ( l)(z - 7) = 0. 

A1 simplificar obtenemos 


5x + 15 + 2y — z + 7 = 0 

5x + 2 y — z = —22. ■ 

Observe que en el ejemplo 6 las componentes de n = 5i + 2j — k se convirtieron en 
los coeficientes de x, y, z en la ecuacion 5x + 2 y — z = —22. y tenemos que el vector 
n = Ai + Bj + Ck es normal al piano Ax + By + Cz = D . 

EJ EMPLO 7 La ecuacion de un piano que pasa portres puntos 

Determinar una ecuacion para el piano que pasa por A(0, 0, 1), B(2, 0, 0) y C(0, 3, 0). 


Solucion Encontramos un vector normal al piano y lo usamos con uno de los puntos 
(no importa cual) para escribir una ecuacion del piano. 

El producto cruz 


AB X AC = 


1 j k 

2 0-1 

0 3-1 


3i + 2j + 6k 


es normal al piano. Sustituimos las componentes de este vector y las coordenadas de A(0, 
0, 1) en la ecuacion cartesiana para obtener 


3(x - 0) + 2 (y - 0) + 6(z - 1) = 0 


3x + 2y + 6z 


= 6 . 


Rectas de intersection 

Asf como las rectas son paralelas si y solo si tienen la misma direccion, dos pianos son pa- 
ralelos si y solo si sus vectores normales son paralelos, es decir, ni = £112 para cierto es- 
calar k. Dos pianos no paralelos se intersecan en una recta. 
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FIGURA 12.40 Relation entre la recta de 
interseccion de dos pianos y los vectores 
normales a dichos pianos (ejemplo 8). 


EJ EMPLO 8 Obtencion de un vector paralelo a la recta de interseccion de dos pianos 

Determinar un vector paralelo a la recta de interseccion de los pianos 3x — 6y — 2z = 15 
y 2x + y - 2z = 5 . 

Solucion La recta de interseccion de dos pianos es perpendicular a los dos vectores 
normales n; y 112 (figura 12.40) y por tanto es paralela a n t X n 2 . Visto de otra manera, 
ni X n 2 es un vector paralelo a la recta de interseccion de los pianos. En nuestro caso, 


ni X n 2 


1 j k 

3 -6 -2 

2 1 -2 


14i + 2j + 15k. 


Cualquier multiplo escalar no nulo deni X n 2 nos sirve de la misma forma. 


EJ EMPLO 9 Parametrizacion de la recta de interseccion de dos pianos 

Determinar las ecuaciones parametricas para la recta de interseccion de los pianos 
3x — by — 2z = 15 y 2x + y — 2z = 5. 

Solucion Hallamos un vector paralelo a la recta y un punto sobre la recta, para usar las 
ecuaciones (3). 

El ejemplo 8 identifica a v = 14i + 2j + 15k como un vector paralelo a la recta. Pa- 
ra hallar un punto sobre la recta, podemos considerar cualquier punto comun a ambos pia- 
nos. A1 sustituir z = 0 en las ecuaciones de los pianos y resolver simultaneamente el siste- 
ma en terminos de x y y, vemos que uno de estos puntos es (3, —1,0). La recta es 

x = 3 + 14 1, y = — 1 + 2t, z = 15f. 

La election z = 0 es arbitraria y podrfamos haber elegido tambien z=loz = — 1.0 
bien hacer x = 0 y resolver el sistema en terminos de y y z. Las distintas opciones nos hu- 
bieran dado distintas parametrizaciones de la misma recta. 

En ocasiones queremos determinar si una recta y un piano se intersecan. Por ejemplo, 
si observamos una placa delgada y un segmento de recta que la atraviesa, podrfa interesar- 
nos conocer la parte del segmento que no es visible por quedar oculta por la placa. Esta 
aplicacion se utiliza en los graficos por computadora (ejercicio 74). 

EJEMPLO 10 La interseccion de una recta y un piano 

Determinar el punto donde la recta 


x = ^ + 2f, y = — It, z = 1 + t 
interseca al piano 3x + 2y + 6z = 6. 

Solucion El punto 


y + 2 1, - 2 1, 1 + t 
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esta en el piano si sus coordenadas satisfacen la ecuacion del piano; es decir, si 



8 + 6f — At + 6 + 6f — 6 


8 ? = -8 


t = - 1. 


El punto de interseccion es 


(x, y, z)|, ; 


|- 2 , 2,1 -1 



La distancia de un punto a un piano 

Si P es un punto en un piano con vector normal n, entonces la distancia de cualquier pun- 
to S al piano es la longitud del vector proyeccion de PS sobre n. Es decir, la distancia de S 
al piano es 


n 


( 6 ) 


d = PS- 


donde n = Ai + Bj + Ck es normal al piano. 

EjEMPLO 11 Calculo de la distancia de un punto a un piano 

Calcular la distancia de 5(1, 1, 3) al piano 3x + 2y + 6z = 6. 

Hallamos un punto P en el piano y calculamos la longitud del vector pro- 
yeccion de PS sobre un vector n normal al piano (figura 12.41). Los coeficientes de la 
ecuacion 3x + 2y + 6z = 6 dan 


n 


3i + 2j + 6k. 



n = 3i + 2j + 6k 
S(l. 1,3) f 


3x+ 2y+ 6z= 6 


Distancia de 
S al piano 


X 


FIGURA 12.41 La distancia de S al piano es la longitud del 
vector proyeccion de PS sobre n (ejemplo 11). 
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Los puntos del piano que son mas faciles de determinar a partir de su ecuacion son las 
intersecciones con los ejes. Sea el punto P (0, 3, 0) la interseccion con el eje y, entonces 

PS = (1 — 0)i + (1 ~ 3)j + (3 - 0)k 

= i - 2j + 3k, 

| n | = 2 (3) 2 + (2) 2 + (6) 2 = 2 49 = 7. 

La distancia de S al piano es 



(i - 2j + 3k) • 



+ 



3 4 18 
7 7 + 7 


17 

7 ' 


longitud de proyn PS 


FIGURA 12.42 El angulo entre dos pia- 
nos se obtiene a partir del angulo entre sus 

normales 171 angulo entre dos pianos que se cortan se define como el angulo (agudo) determinado 

por sus vectores normales (figura 12.42). 


EJ EMPLO 1‘ Calcular el angulo entre los pianos 3x - 6y - 2z = 15 y 2x + y 

- 2z = 5. 


Solucion Los vectores 

ni = 3i — 6j — 2k, 112 = 2i + j — 2k 

son normales a los pianos. El angulo entre ellos es 

nj • n 2 


U = cos 


= cos 


n l I I n 2 | 


1.38 radianes. 


Aproximadamente 79 grados. 


EJERCICIOS 12.5 


Rectas y segmentos de recta 

En los ejercicios 1 a 12 determine las ecuaciones parametricas de las 
rectas . 

1. La recta que pasa por el punto P( 3, —4, — 1) y es paralela al vec- 
tor i + j + k 

2 . La recta que pasa por P( 1,2, — 1) y Q(— 1, 0, 1) 

3 . La recta que pasa por P{— 2, 0, 3) y Q{ 3, 5, —2) 

4 . La recta que pasa por P(l, 2, 0) y <2(1, 1, —1) 


5. La recta que pasa por el origen y es paralela al vector 2j + k 

6. La recta que pasa por el punto (3, —2, 1) y es paralela a la recta 
x = 1 + 2t, y = 2 — t, z = 3f 

7. La recta que pasa por (1, 1, 1) y es paralela al eje z 

8. La recta que pasa por (2, 4, 5) y es perpendicular al piano 
3 jt + 7y — 5z = 21 

9. La recta que pasa por (0, —7, 0) y es perpendicular al piano 
x + 2y + 2z = 13 
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10. La recta que pasa por (2, 3, 0) y es perpendicular a los vectores 
u = i + 2j + 3k y v = 3i + 4j + 5k 

11. Elejex 12. El eje z 

Determine las parametrizaciones de los segmentos de recta que unen a 
los puntos de los ejercicios 13 a 20. Trace los ejes coordenados y trace 
cada segmento, indicando la direction en que t crece para la parame- 
trizacion que ha elegido. 


13. (0,0,0), 

( 1 , 1 . 3 / 2 ) 

14. (0,0,0), 

(1,0, 0) 

15. (1,0,0), 

(1, 1,0) 

16. (1, 1,0), 

(1, 1,1) 

17. (0, 1, 1), 

(0,-1, 1) 

18. (0,2,0), 

(3, 0, 0) 

19. (2,0,2), 

(0, 2, 0) 

20 . (1,0, -1), 

(0, 3, 0) 


Pianos 

Determine las ecuaciones de los pianos en los ejercicios 21a 26. 

21. El piano que pasa por Po(0, 2, — 1 ) normal a n = 3i — 2j — k 

22. El piano que pasa por (1,— 1 , 3 ) y es paralelo al piano 

3x + y + z = 7 

23. El piano que pasa por (2, 4, 5), (1, 5, 7), y ( — 1, 6, 8) 

24. El piano que pasa por (2, 4, 5), (1, 5, 7), y ( — 1, 6, 8) 

25. El piano que pasa por Pq(2, 4, 5) y es perpendicular a la recta 

x = 5 + t, y = 1 + 3 1, z — 4t 

26. El piano que pasa por A(l, —2, 1) y que es perpendicular al vec- 
tor que va del origen al punto A 

27. Determine el punto de intersection de las rectas x = 2 1 + 1, 

y = 3t + 2, z = 4t + 3 , y x = s + 2, y = 2s + 4, z — 

— 4s — 1 , y despues encuentre el piano que determinan estas rec- 
tas. 

28. Determine el punto de intersection de las rectas x = t,y = 
—t + 2,z — t+ 1, y x = 2s + 2, y = s + 3, z = 5i + 6, y 
despues encuentre el piano que determinan estas rectas. 

En los ejercicios 29 y 30, encuentre el piano determinado por las rec- 
tas que se intersecan 


29. 

LI: 

x = -1 + t, y = 2 + t. 

z = 1 - 

t; -oo < t < oo 


L2: 

x =1 — 4.S', y = 1 + 2 s. 

z = 2 - 

2s; -oo < s < oo 

30. 

LI: 

ts> 

CO 

1 

CO 

II 

H 

= -2 - t 

-oo < t < oo 


L2: 

x = 1 + s, y = 4 + s, z 

= —1 + 

; -OO < s < OO 


31. Encuentre el piano que pasa por Po(2, 1, — 1) y que es perpen- 
dicular a la recta de intersection de los pianos 2x + y — 
z=3,x+2y + z = 2. 

32. Encuentre el piano que pasa por los puntos Pi(l, 2, 3), 7*2(3, 2, 1) 
y que es perpendicular al piano 4x — y + 2z = 7 . 

Distancias 

En los ejercicios 33 a 38, calcule la distancia del punto a la recta. 

33. (0, 0, 12); x = 4 1 , y = -It, z = 2t 

34. (0, 0, 0); x = 5 + 3 f, y = 5 + 4t, z = -3 - 5 1 

35. (2, 1,3); x = 2 T 2t, y = 1 + 6 1, z = 3 


36. (2, 1,-1); x = 2f, y=l + 2 1, z = 2t 

37. (3, - 1 , 4); x = 4 - t, y = 3 + 2 1 , z = -5 + 3 1 

38. (-1,4, 3); x = 10 + 4 1, y = -3, z = 4t 

En los ejercicios 39 a 44, calcule la distancia del punto al piano. 


39. 

(2, -3, 4), 

x + 2y + 2z : 

= 13 

40. 

(0, 0, 0), 

3x + 2y + 6z = 

= 6 

41. 

(0, 1, 1), 

4y + 3z = -12 


42. 

(2, 2, 3), 

2x + y + 2z = 

4 

43. 

(0, —1, 0), 

2x + y + 2z : 

= 4 

44. 

(1,0, -1), 

— 4x + y + z 

= 4 

45. 

Calcule la 

distancia del 

piano x + 2v + 6z = 


x + 2y + 6z = 10. 


46. 

Calcule la 

distancia de la 

recta x = 2 + t,y = 


— (1/2) — ( 1/2)? al piano x + 2y + 6z = 10. 


Angulos 

Calcule los angulos entre los pianos de los ejercicios 47 y 48. 

47. x + y = 1, 2x + y — 2z = 2 

48. 5x + y - z = 10, x - 2y + 3z = -1 

[] Use una calculadora para determinar los angulos agudos entre los pia- 
nos de los ejercicios 49 a 52, con una precision de una centesima de 
radian. 

49. 2x + 2y + 2z = 3, 2x — 2y — z = 5 

50. x + y + z = 1, z = 0 (el piano xy) 

51. 2x + 2y — z = 3, x + 2y + z = 2 

52. 4y + 3z = —12, 3x + 2y + 6z = 6 

Intersection de rectas y pianos 

En los ejercicios 53 a 56, encuentre el punto en donde el piano corta a 
la recta. 

53. x = 1 — f, y = 3 1, z=l+t; 2x — y + 3z = 6 

54. x = 2, y = 3 + 2 1, z = —2 — 2 t; 6x + 3y — 4z = —12 

55. x = 1 + 2 1, y = 1 + 5t, z = 3t; x + y + z = 2 

56. x = — 1 + 3 1 , y = —2, z = 5 f; 2x — 3z = 7 

Determine parametrizaciones para las rectas en donde se cortan los 
pianos de los ejercicios 57 a 60. 

57. x + y + z = 1, x + y = 2 

58. 3x — 6y — 2z = 3, 2x + y — 2z = 2 

59. x — 2v + 4z = 2, x + y — 2z = 5 

60. 5x - 2y = 11, 4y - 5z = -17 

Considere dos rectas en el espacio, ya sean paralelas, oblicuas, o que 
se corten (imagine, por ejemplo, las trayectorias de vuelo de dos avio- 
nes). En los ejercicios 61 y 62 se dan tres rectas. En cada ejercicio, de- 
termine si las rectas, tomadas por pares, son paralelas, se cortan o son 
oblicuas. Si se cortan, determine el punto de intersection. 


12.5 Rectas y pianos en el espacio 889 


61. LI: x = 3 + 2f, y = —1 + At, z - 2 — t; -oo < t < oo 

L2: x = 1 + 4s, y = 1 + 2s, z = — 3 + 45-; —oo<s<oo 

Li: x — 3 + 2r, y = 2 + r, z = — 2 + 2r; — oo < r < oo 

62. LI: x = 1 + 2t, y = -1 - t, z = 3 1; -oo < t < oo 

L2: x = 2 — s, y — 3 s, z = 1 + s; —oo<s<oo 

Li: x = 5 + 2r, y — 1 — r, z = 8 + 3r; — oo < r < oo 

Teoria y ejemplos 

63. Use las ecuaciones (3) para generar una parametrizacion de la 
recta que pasa por P( 2, —4, 7) y que es paralela a Vi = 
2i — j + 3k. Luego genere otra parametrizacion de la recta 
usando el punto P 2 (~ 2 , —2, 1) y el vector Vt = — i + ( l/2)j 

- (3/2)k. 

64. Use la formula cartesiana para generar una ecuacion del piano 
que pasa por P\(A, 1, 5) y es normal a ni = i — 2j + k. Luego 
genere otra ecuacion para el mismo piano usando el punto 
Piii, — 2,0) y el vector normal n 2 = — 2 2i + 22 2j — 2 2k. 

65. Encuentre los puntos donde la recta x = 1 + 2f, y = — 1 — t, 
z — it corta a los pianos coordenados. Describa el razonamiento 
de su respuesta. 

66. Determine las ecuaciones de la recta en el piano z = 3 que forma 
un angulo de p/6 radianes con i y un angulo de p /3 radianes con 
j. Describa el razonamiento de su respuesta. 

67. ^Es cierto que la recta x = 1 — 2t,y = 2 + 5t, z = — 3fes para- 
lela al piano 2x + y — z = 8 ? Justifique su respuesta. 

68. ^Como podrfa decidir si dos pianos A t x + B\y + C\z = D i y 
A 2 X + Biy + C 2 Z — P >2 son paralelos? ^Perpendiculares? Justi- 
fique su respuesta. 

69. Encuentre dos pianos distintos cuya interseccion sea la recta 
x=l + t,y = 2 — t, z=3 + 2t. Escriba las ecuaciones para 
cada piano en la forma Ax + By + Cz = D. 

70. Encuentre un piano que pase por el origen y que corte al piano 
M: 2x + 3y + z = 12 en angulo recto. ^Como sabe que su pia- 
no es perpendicular a M? 

71. Para cualesquiera numeros no nulos a , b, y c, la grafica de 
( x/a ) + (y/b) + ( z/c ) = 1 es un piano. ^Cuales pianos tienen 
una ecuacion de esta forma? 


72. Suponga que L\ y Lt son rectas no paralelas disjuntas (que no se 
cortan). ^,Es posible que un vector no nulo sea perpendicular a 
ambas rectas? Justifique su respuesta. 

Graf i cos por computadora 

73. Graficos por computadora en perspectiva En los graficos 
por computadora y el dibujo en perspectiva necesitamos represen- 
tar objetos vistos por el ojo en el espacio como imagenes en un 
piano bidimensional. Supongamos que el ojo esta en E{x 0 , 0, 0) 
como muestra la siguiente figura, y que queremos representar un 
punto P i(xi, yi, zi) como un punto en el piano yz. Podemos hacer 
esto proyectando Pi sobre el piano con un rayo desde E. El punto 
P] se representa mediante el punto P( 0, y, z). El problema para 
nosotros como disenadores graficos consiste en determinar y y z, 
dados Ey P\. 

a. Escriba una ecuacion vectorial que sea valida entre EP y EP 1 . 
Use esta ecuacion para expresar y y z en terminos de * 0 , x\, yi , 

y zi- 

b. Compruebe las formulas para y y z obtenidas en la parte (a), 
investigando su comportamiento en x\ = 0 y x\ = xq y obser- 
ve tambien que ocurre cuando xq —* 00 . ^Que sucede? 



x 


74. Rectas ocultas He aquf otro problema ti'pico de los graficos por 
computadora. Su ojo esta en (4, 0, 0). Usted observa una placa 
triangular cuyos vertices estan en (1, 0, 1), (1, 1, 0), y (—2, 2, 2). 
El segmento de recta que va de (1, 0, 0) a (0, 2, 2) pasa por la pla- 
ca. ,i,Que parte del segmento de recta oculta la placa de su vista? 
(Este es un ejercicio de localizacion de intersecciones de rectas y 
pianos.) 
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Cilindros y superficies cuadricas 


Hasta ahora hemos estudiado dos tipos especiales de superficies: esferas y pianos. En esta 
seccion ampliamos nuestro inventario para incluir una variedad de cilindros y superficies 
cuadricas. Estas ultimas son superficies definidas por ecuaciones de segundo grado en x, y 
y z. Las esferas son superficies cuadricas, pero hay otras de igual interes. 


Cilindros 

Un cilindro es una superficie generada al mover una lfnea recta paralela a una recta fija 
dada a lo largo de una curva plana dada. La curva se conoce como curva generatriz del 
cilindro (figura 12.43). En geometrfa solida, donde cilindro significa cilindro circular. 
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las curvas generatrices son circunferencias, pero ahora permitiremos que las curvas ge- 
neratrices sean arbitrarias. El cilindro de nuestro primer ejemplo es generado por una 
parabola. 

A1 graficar manualmente un cilindro u otra superficie, o al analizar una superficie ge- 
nerada por computadora, es util analizar las curvas que se forman al cortar la superficie 
con pianos paralelos a los pianos coordenados. Estas curvas se conocen como secciones 
transversales o trazas. 

EJ EMPLO 1 El cilindro parabolico y = x 2 

Determinar una ecuacion para el cilindro formado por las rectas paralelas al eje z que pa- 
san por la parabola y = x 2 , z = 0 (figura 12.44). 


Z Curva generatriz 



z 




FIGURA 12.45 Todo punto del cilindro 
de la figura 12.44 tiene coordenadas de la 
forma ( xo , Xq 2 , z) . Le llamamos “el cilin- 
dro y = x 1 


FI GURA 12.43 Un cilindro y una curva 
generatriz. 


FIGURA 12.44 El cilindro formado por 
las rectas que pasan por la parabola y = x‘ 
en el piano xy y que son paralelas al eje z 
(ejemplo 1). 


Suponga que el punto Pq{xq, xo 2 , 0) esta sobre la parabola y = x 2 en el piano 
xy. Entonces, para cualquier valor de z, el punto Q(x o, xo 2 , z) estara sobre el cilindro, pues 
esta en la recta x = xo, y = xq 2 que pasa por Pq paralela al eje z. Recfprocamente, cual- 
quier punto Q(x o, xq 2 , z) cuya coordenada y sea el cuadrado de su coordenada x esta sobre 
el cilindro, pues se encuentra sobre la recta x = xo, y = xo 2 que pasa por Pq paralela al eje 
z (figura 12.45). 

Asf, independientemente del valor de z, los puntos sobre la superficie son aquellos cu- 
yas coordenadas satisfacen la ecuacion y = x 2 . Esto hace de y = x 2 una ecuacion para el 
cilindro. Por esto llamamos a esta superficie “el cilindro y = x 2 . ” 

Como sugiere el ejemplo 1, cualquier curva f(x, y) = c en el piano xy define un ci- 
lindro paralelo al eje z cuya ecuacion tambien es f(x, y) = c . La ecuacion x 2 + y 2 = 1 
define al cilindro circular formado por las rectas paralelas al eje z que pasan por la circun- 
ferencia x 2 + y 2 = 1 en el piano xy. La ecuacion x 2 + 4y 2 = 9 define al cilindro elfpti- 
co formado por las rectas paralelas al eje z que pasan por la elipse x 2 + 4y 2 = 9 en el 
piano xy. 

De manera similar, cualquier curva g (x, z) = c en el piano xz define un cilindro 
paralelo al eje y cuya ecuacion espacial es tambien g (x, z) = c (figura 12.46). Cualquier 
curva h{y, z) = c define un cilindro paralelo al eje x cuya ecuacion espacial es tambien 
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Traza eliptica 



FIGURA 12.46 El cilindro eli'ptico 
x 2 + 4z 2 = 4 esta formado por rectas pa- 
ralelas al eje y que pasan por la elipse 
x 2 + 4z 2 = 4 en el piano xz. Las secciones 
transversales o “trazas” del cilindro en los 
pianos perpendiculares al eje y son elipses 
congruentes con la elipse generatriz. El 
cilindro se extiende a lo largo de todo el 
eje y. 


h(y, z) = c (figura 12.47). Sin embargo, el eje de un cilindro no tiene que ser paralelo a 
un eje coordenado. 




FIGURA 12.47 El cilindro hiperbolico y 2 — z 2 — 1 esta formado por rectas paralelas al eje 
x que pasan por la hiperbola y 2 — z 1 = 1 en el piano yz. Las secciones transversales del cilin- 
dro en los pianos perpendiculares al eje x son hiperbolas congruentes con la hiperbola genera- 
triz. 


Superficies cuadricas 

El siguiente tipo de superficies que estudiaremos es el de las superficies cuadricas. Estas 
superficies son el analogo tridimensional de las elipses, parabolas e hiperbolas. 

Una superficie cuadrica es la grafica en el espacio de una ecuacion de segundo gra- 
do en x, y y z. La forma mas general es 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Jz + K = 0, 

donde A, B, C, etcetera, son constantes reales. Sin embargo, esta ecuacion se puede simpli- 
ficar mediante traslaciones y rotaciones, como en el caso bidimensional. Solo estudiare- 
mos las ecuaciones mas sencillas. Aunque definidos de otro modo, los cilindros de las fi- 
gures 12.45 a 12.47 tambien son ejemplos de superficies cuadricas. Las superficies 
cuadricas basicas son los elipsoides, los paraboloides, los conos elipticos y los hiperbo- 
loides. (Consideramos a las esferas como elipsoides especiales). Ahora presentaremos 
ejemplos de cada tipo. 


EJEMPL0 2 Elipsoides 

El elipsoide 


( 1 ) 


(figura 12.48) corta a los ejes coordenados en (± a, 0, 0), (0, ± b, 0), y (0, 0, ± c) los 
numeros reales positivos a, b y c se llaman semiejes del elipsoide. Este se encuentra dentro 
de la caja rectangular definida por las desigualdades |x| < a, |y| s b,y \z\ ^ c. La 
superficie es simetrica con respecto a cada uno de los pianos coordenados, ya que en la 
ecuacion que la define, cada variable esta elevada al cuadrado. 
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z z 



FIGURA 12.48 Elelipsoide 



del ejemplo 2 tiene secciones transversales elfpticas en cada uno de los tres pianos coordena- 
dos. 


Las curvas donde los tres pianos coordenados cortan a la superficie son elipses. Por 
ejemplo, 

x 2 y 2 

— H — t = 1 cuando z = 0. 
a 2 b 2 

La section determinada en la superficie por el piano z = Zo , | Zo | < c, es la elipse 

x 2 y 2 

a 2 ( 1 - (z 0 /c) 2 ) b\ 1 - (z 0 /c) 2 ) 

Si cualesquiera dos de los semiejes a, b y c son iguales entre si, la superficie es un 
elipsoide de revolucion. Si los tres son iguales, la superficie es una esfera. 


EJ EMPLO 3 Paraboloides 

El paraboloide elfptico 



( 2 ) 


es simetrico con respecto a los pianos x = 0 y v = 0 (figura 12.49). La unica interseccion 
con los ejes es el origen. Excepto por este punto, la superficie esta completamente por 
arriba (si c > 0) o completamente debajo (si c > 0) del piano xy, segun el signo de c. Las 
secciones transversales que cortan los pianos coordenados son 


x = 0: la parabola z = ^yy 2 
b 

y = 0: la parabola z = -^x 2 


z = 0: 


el punto (0, 0, 0) . 
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FIGURA 12.49 El paraboloide elfptico {x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = z/c del ejemplo 3, para c > 0. 
Las secciones perpendiculares al eje z por arriba del piano xy son elipses. Las secciones trans- 
versales con los pianos que contienen al eje z son parabolas. 


Cada piano z = Zo por arriba del piano xy, corta a la superficie en la elipse 



EJEMPLO 4 Conos 

El cono elfptico 



(3) 


es simetrico con respecto a los tres pianos coordenados (figura 12.50). Las secciones que 



FIGURA 12.5 El cono elfptico (jc/fl 2 ) + (y 2 /b 2 ) = {z^/c 2 ) del 
ejemplo 4. Los pianos perpendiculares al eje z cortan al cono en 
elipses por arriba y por debajo del piano xy. Los pianos verticales 
que contienen al eje z lo cortan en pares de rectas que se intersecan. 
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cortan los pianos coordenados son 

x = 0: las lmeas z = ± t y 
b • 

y = 0: las lmeas z = ± ^ x 
z = 0: el punto (0, 0, 0) . 

Las secciones que cortan los pianos z = Zo por arriba y por abajo del piano xy son elipses 
con centra en el eje z y cuyos vertices estan sobre las rectas dadas arriba. 

Si a = b, el cono es un cono circular recto. 


EJ EMPLO E Hiperboloides 

El hiperboloide de una hoja 

^+ 1 - 1 = ! 

2 1 2 2 
a b c 

es simetrico con respecto a cada uno de los tres pianos coordenados (figura 12.51). 


Parte de la hiperbola 
en el piano yz 


£ 

b 2 



FIGURA 12.51 El hiperboloide (^/a 1 ) + ( y 2 /b 2 ) — ( z 2 /c 2 ) = 1 del ejemplo 5. Los 
pianos perpendiculares al eje z cortan al hiperboloide en elipses. Los pianos verticales que 
contienen al eje z lo cortan en hiperbolas. 


Las secciones determinadas por los pianos coordenados son 

y 2 z 2 

x = 0: la hiperbola — — —z = 1 
b c 


y = 0: la hiperbola = 1 

a c 

x 2 y 1 

Z = 0: la elipse — r + = 1 . 

a b 
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El piano z = Zo corta a la superficie en una elipse con centra en el eje z y vertices en una 
de las secciones hiperbolicas anteriores. 

La superficie es conexa, lo que significa que es posible viajar de un punto en ella a 
otro, sin dejar la superficie. Por esta razon, se dice que tiene una hoja, en contraste con el 
hiperboloide de dos hojas del siguiente ejemplo. 

Si a = b, el hiperboloide es una superficie de revolution. 


EJEMPLO 6 Hiperboloides 

El hiperboloide de dos hojas 



(5) 


es simetrico con respecto a los tres pianos coordenados (figura 12.52). El piano z = 0 no 
corta a la superficie; de hecho, para que un piano horizontal corte a la superficie, debemos 
tener | z | & c. Las secciones hiperbolicas 



tienen sus vertices y focos en el eje z. La superficie queda separada en dos partes, una por 
arriba del piano z = c y la otra por debajo del piano z = — c.Esto justifica su nombre. 


x 2 y 2 

La elipse —z + — r 
a - hr 


a2 ■ ^ 
en el piano Z = Cv 2 


z 


La hiperbola 




(0, 0, C) z^ _ 

n Vertice c 2 i -2 


en el piano XZ 



FIGURA 12.52 El hiperboloide (z 2 /c 2 ) — (. x 2 /a 2 ) — ( y 2 /b 2 ) = 1 del ejemplo 6. Los 
pianos perpendiculares al eje z por arriba y por debajo de los vertices cortan al hiperboloi- 
de en elipses. Los pianos verticales que contienen al eje z lo cortan en hiperbolas. 
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Las ecuaciones (4) y (5) tienen un numero diferente de terminos negativos. El numero 
en cada caso es igual al numero de hojas del hiperboloide. Si reemplazamos 1 por 0 en el 
lado derecho de cualquiera de estas ecuaciones, obtenemos la ecuacion 



de un cono elfptico (ecuacion 3). Los hiperboloides son asintoticos a este cono (figura 
12.53), de la misma forma en que las hiperbolas 



son asintoticas a las rectas 



en el piano xy. 


Ambos hiperboloides son 
asintoticos al cono (ejemplo 6). 


EJ EMPLO 7 Un punto silla 

El paraboloide hiperbolico 


T_ 

b 2 


c > 0 


( 6 ) 


tiene simetrfa con respecto a los pianos x = 0 y y = 0 (figura 12.54). Las secciones en 
estos pianos son 


x = 0: la parabola z = y 2 ■ 
b 

y = 0: la parabola z = ~ 

a 


(7) 

( 8 ) 




FIGURA 12.54 El paraboloide hiperbolico (y 2 /b 2 ) — (jc 2 / a 2 ) = z/c,c > 0. Las secciones transversales en los pianos perpendi- 
culares al eje z por arriba y por debajo del piano xy son hiperbolas. Las secciones transversales en pianos perpendiculares a los otros 
ejes son parabolas. 
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En el piano x = 0,1a parabola se abre hacia arriba desde el origen mientras que la parabo- 
la en el piano y = 0 se abre hacia abajo. 

Si cortamos la superficie con un piano z = zo > 0, la seccion es una hiperbola. 



con su eje focal paralelo al eje y y sus vertices sobre la parabola de la ecuacion (7). Si zo es 
negativo, el eje focal es paralelo al eje x y los vertices estan sobre la parabola de la ecua- 
cion (8). 

Cerca del origen, la superficie tiene la forma de una silla de montar o de un paso de 
montana. A una persona que viaja a lo largo de la superficie en el piano yz, el origen le pa- 
rece un mi'nimo, pero a una persona que viaja por la superficie en el piano xz, el origen 
parece un maximo. A este tipo de punto se le llama punto silla (o punto de silla) de una 
superficie. 


USO DE LA TECNOLOGI A Visualization en el espacio 

Una herramienta de graficacion puede ayudar a visualizar las superficies en el espacio. 
Esta puede obtener las trazas en distintos pianos, y muchos sistemas de graficacion por 
computadora pueden girar una figura para verla como si fuese un modelo fisico al que 
pudiera dar vueltas con la mano. Los algoritmos de rectas ocultas (vea el ejercicio 74 de 
la seccion 12.5) se utilizan para simular graficamente partes de la superficie que no se 
verfan desde el punto de vision actual. Un sistema podrfa requerir que las superficies 
fuesen introducidas en forma parametrica, como explicaremos en la seccion 16.6 (tam- 
bien vea los ejercicios 57 a 60 de la seccion 14.1). A veces, usted debera modificar el 
tamano de la reticula (grilla) para ver todas las partes de una superficie. 


EJERCICIOS 12.6 


Relacion de ecuaciones y superficies 


c. 



z 


d. 


z 


En los ejercicios 1 a 12, relacione la ecuacion con la superficie defini- 
da por ella. Ademas, identifique el tipo de cada superficie (paraboloi- 
de, elipsoide, etcetera). Las superficies estan etiquetadas de (a)— ( 1). 


1. x 2 + y 1 + 4z 2 = 10 



X 


3. 9y 2 + z 2 = 16 
5 . x = y 2 - z 2 
7. x 2 + 2r = 8 



4. y 2 + z 2 = x 2 
6. x = —y 2 - z 2 


e. 



z 


f. 


z 



a. 



y 


X‘ 
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1. z 



Trazado de superficies 

Trace las superficies de los ejercicios 13 a 76. 


14. x 2 + z 2 = 4 
16. x = y 2 


CILINDROS 

13. x 2 + y 2 = 4 

15. z = r - 1 

17. x 2 + 4z 2 = 16 

19. z 2 - y 2 = 1 

ELIPSOIDES 

21. 9X 2 + y 2 + z 2 = 9 

23. 4X 2 + 9y 2 + 4 z 2 = 36 

PARABOLOIDES 

25. z = x 2 + 4y 2 

27. z = 8 — x 2 — y 2 

29. x = 4 - 4y 2 - z 2 

CONOS 

31. x 2 + y 2 = z 2 
33. 4X 2 + 9z 2 = 9y 2 

HIPERBOLOIDES 

35. x 2 + y 2 - z 2 = 1 


18. 4x 2 + y 2 = 36 

20. yz = 1 

22. 4X 2 + 4y 2 + z 2 = 16 
24. 9x 2 + 4v 2 + 36z 2 = 36 

26. z = x 2 + 9y 2 
28. z = 18 - x 2 - 9y 2 
30. y = 1 - x 2 - z 2 

32. y 2 + z 2 = x 2 
34. 9X 2 + 4y 2 = 36 z 2 

36. y 2 + z 2 - x 2 = 1 


(x 2 /4) = 1 
(z 2 / 9) = 1 


37. (y 2 /4) + (z 2 /9) - 

38. (x 2 /4) + (y 2 /4) - 

39. z 2 - x 2 - y 2 = 1 
41. x 2 - y 2 ~ (z 2 /4) = 1 

PARABOLOIDES HIPERBOUCOS 

43. y 2 - x 2 = z 

Dl VERSOS 

45. x 2 + y 2 + z 2 = 4 
47. z = 1 + y 2 - x 2 
49. y = -(x 2 + z 2 ) 

51. 16x 2 + 4y 2 = 1 
53. x 2 + y 2 - z 2 = 4 
55. x 2 + z 2 = y 
57. x 2 + z 2 = 1 
59. 16v 2 + 9z 2 = 4x 2 
61. 9X 2 + 4y 2 + z 2 = 36 
63. x 2 + y 2 — 16 z 2 = 16 
65. z = -(x 2 + y 2 ) 

67. x 2 - 4y 2 = 1 

69. 4y 2 + z 2 - 4X 2 = 4 

71. x 2 + y 2 = z 

73. yz = 1 

75. 9X 2 + 16y 2 = 4z 2 

Teoria y ejemplos 


40. (y 2 /4) - (.y 2 /4) - z 2 = 1 
42. (x 2 /4) - y 2 - (z 2 /4) = 1 

44. x 2 - y 2 = z 

46. 4x 2 + 4y 2 = z 2 

48. y 2 - z 2 = 4 

50. z 2 - 4X 2 - 4y 2 = 4 

52. z = x 2 + y 2 + 1 

54. x = 4 - y 2 

56. z 2 - (x 2 / 4) ~ y 2 = 1 

58. 4x 2 + 4y 2 + z 2 = 4 

60. z = x 2 — y 2 — 1 

62. 4x 2 + 9z 2 = y 2 

64. z 2 + 4y 2 = 9 

66. y 2 - x 2 - z 2 = 1 

68. z = 4.x 2 + y 2 - 4 

70. z = 1 - x 2 

72. (x 2 /4) + y 2 - z 2 = 1 

74. 36x 2 + 9y 2 + 4Z 2 = 36 

76. 4z 2 - x 2 - y 2 = 4 


77. a. Exprese el area A de la section transversal del elipsoide 


determinada por el piano z — c como funcion de c. (El area 
de una elipse con semiejes a y b es p ab). 

b. Use rebanadas perpendiculares al eje z para calcular el volu- 
men del elipsoide de la parte (a). 

c. Ahora calcule el volumen del elipsoide 


x 2 f z~ 

^ ^ ^ = 1 . 


Su formula, ^proporciona el volumen de una esfera de radio 
a, si a = b = c? 

78. El barril que muestra la siguiente figura tiene la forma de un 
elipsoide de cuyos extremos se cortan partes iguales mediante 
pianos perpendiculares al eje z. Las secciones transversales per- 
pendiculares al eje z son circulares. El barril tiene 2 h unidades de 
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altura, el radio de la seccion media es R y el radio en ambos ex- 
tremos es r. Determine una formula para el volumen del barril. 
Luego verifique dos cosas. Primero, suponga que los lados del 
barril se enderezan de modo que este se convierta en un cilindro 
de radio R y altura 2 h. Su formula, ^proporciona el volumen del 
cilindro? En segundo lugar, suponga que r = 0 y h = R de mo- 
do que el barril sea una esfera. Su formula, ^proporciona el volu- 
men de la esfera? 


z 



79. Muestre que el volumen del solido limitado por el paraboloide 



y el piano z = h es igual a la rnitad de la base del solido multipli- 
cada por su altura. La figura 12.49 muestra el solido para el caso 
especial de h = c. 

80. a. Calcule el volumen del solido acotado por el hiperboloide 



y los pianos z — 0 y z = h, h > 0. 

b. Exprese la respuesta de la parte (a) en terminos de h y las 
areas A 0 y A h de las regiones determinadas en el hiperboloide 
por los pianos z = 0 y z = h . 

c. Muestre que el volumen en la parte (a) tambien esta dado por 
la formula 

V = — (A 0 + 4A,„ + A;,) , 

donde A m es el area de la region determinada en el hiperboloi- 
de por el piano z = h/2. 

81. Si el paraboloide hiperbolico ( y 2 /b 2 ) — (x^/a 2 ) = z/c se corta 
con el piano y = yi , la curva resultante es una parabola. Encuen- 
tre su vertice y su foco. 


82. Supongamos que en la ecuacion 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Eyz + 

Fxz + Gx + Hy + Jz + K = 0 

se hace z — 0 para obtener una curva en el piano xy. ^Como se 
vera esa curva? Justifique su respuesta. 

83. Cada vez que hallamos la traza de una superficie cuadrica en un 
piano paralelo a alguno de los pianos coordenados, resulto ser una 
seccion conica. ^Fue una mera coincidencia? ^Debfa ocurrir? Jus- 
tifique su respuesta. 

84. Suponga que corta una superficie cuadrica con un piano que no 
sea paralelo a uno de los pianos coordenados. ^Como sera la traza 
en el piano? Justifique su respuesta. 

□ Exploraciones con un graficador 

Trace las superficies de los ejercicios 85 a 88 en los dominios dados. 
De ser posible, gire las superficies para obtener varias perspectivas. 

85. z = y 2 , ~2 < jc < 2, ~0.5 < y < 2 

86. z = 1 — y 2 , -2 < x < 2, -2 < y < 2 

87. z = x 2 + y 2 , -3 £ i £ 3, -3 < y < 3 

88. z — x 2 + 2y 2 sobre 

a. -3 £ x £ 3, -3 £ y £ 3 

b. -1 < x < 1, -2 < y < 3 

c. -2 < x < 2, -2 < y < 2 

d. -2 < x ^ 2, -1 < y < 1 


EXPLORACIONES CON C0MPUTAD0RA 

Trazo de una superficie 


Use una herramienta de graficacion para trazar las superficies de los 
ejercicios 89 a 94. Identifique el tipo de superficie cuadrica mediante 
la grafica. 


89. 





91. 5X 2 = z 2 ~ 3 v 2 



92. 



x 2 

~9 


+ z 


94. y — 2 4 - z 2 = 0 


Capitulo Preguntas de repaso 

3. ^Como se encuentra la magnitud y direccion de un vector? 

4. Si un vector se multiplica por un escalar positivo, ^,cual es la rela- 
cion del resultado con el vector original? ^Que ocurre si el escalar 
es cero? {Y si es negativo? 


1. ^Cuando representan los segmentos de recta dirigidos en el piano 
al mismo vector? 

2. ^.Corno se suman o se restan geometricamente los vectores? iY 
algebraic arnente ? 
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5. Defina el producto punto (producto escalar ) de dos vectores. 
^Cuales leyes algebraicas satisface el producto punto? De algunos 
ejemplos. ^Cuando es cero el producto punto de dos vectores? 

6. ,-Que interpretacion geometrica tiene el producto punto? De 
ejemplos. 

7. ^Cual es el vector proyeccion de un vector u sobre un vector v? 
^Como escribirfa a u como la suma de un vector paralelo a v y 
otro ortogonal a v? 

8. Defina el producto cruz (producto vectorial ) de dos vectores. 
^Cuales leyes algebraicas satisface el producto cruz, y cuales no? 
De ejemplos. ^Cuando es cero el producto cruz de dos vectores? 

9. ^,Que interpretacion geometrica tiene el producto cruz? De ejem- 
plos. 

10. ^Cual es la formula del determinante para el calculo del producto 
cruz de dos vectores con respecto al sistema de coordenadas car- 
tesianas i, j, k? Utilicela en un ejemplo. 


11. ^Como se determinarfan las ecuaciones para rectas, segmentos de 
recta y pianos en el espacio? De ejemplos. ^Es posible expresar 
una recta en el espacio mediante una sola ecuacion? ^Un piano? 

12. ^Como se calcula la distancia de un punto a una recta en el espa- 
cio? iY de un punto a un piano? De ejemplos. 

13. ^,Que es el triple producto escalar o producto caja? ^Que signifi- 
cado tiene? ^Como se evalua? De un ejemplo. 

14. ^Como se determina la ecuacion de una esfera en el espacio? De 
ejemplos. 

15. ^Como se determina la intersection de dos rectas en el espacio? 
^De una recta y un piano? ^,De dos pianos? De ejemplos. 

16. ^Que es un cilindro? De ejemplos de ecuaciones que definan ci- 
lindros en coordenadas cartesianas. 

17. ^,Que son las superficies cuadricas? De ejemplos de distintos ti- 
pos de elipsoides, paraboloides, conos e hiperboloides (ecuacio- 
nes y graficas). 
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Calculo con vectores en dos dimensiones 

En los ejercicios 1 a 4, sean u = ( — 3, 4} y v = (2, —5) . Determine 
(a) la expresion cartesiana del vector y (b) su magnitud. 

1. 3u - 4v 2. u + v 

3. — 2u 4. 5v 

En los ejercicios 5 a 8, encuentre la expresion cartesiana del vector. 

5. El vector obtenido al girar (0, 1) un angulo de 2p/3 radianes 

6. El vector unitario que forma un angulo de p/6 radianes con el eje 
x positivo 

7. El vector de 2 unidades de longitud en la direccion 4i — j 

8. El vector de 5 unidades de longitud en la direccion opuesta a la 
direccion de (3/5 )i + (4/5 )j 

Exprese los vectores de los ejercicios 9 a 12 en terminos de sus longi- 
tudes y direcciones. 

9. 2 2i + 2 2j 10. -i - j 

11. Vector velocidad v = ( — 2senf)i + (2 cos f)j cuando t = p/2. 

12. Vector velocidad v = (e'cos t — e'sentji + ( e'sent + e' cos ?)j 
cuando t = In 2. 

Calculo con vectores en tres dimensiones 

Exprese los vectores de los ejercicios 13 y 14 en terminos de sus lon- 
gitudes y direcciones. 

13. 2i — 3j + 6k 14. i + 2j - k 

15. Determine un vector de 2 unidades de longitud en la direccion de 
v = 4i - j + 4k. 


16. Encuentre un vector de 5 unidades de longitud en la direccion 
opuesta a la direccion de v = (3/5)i + (4/5 )k. 

En los ejercicios 17 y 18, calcule| v| , |u| , v • u, u • v, v X u, u X v, 

| v X u | , el angulo entre v y u, la componente escalar de u en la direc- 
cion de v y el vector proyeccion de u sobre v. 

17. v = i + j 18. v = i + j + 2k 

u = 2i + j — 2k u = — i — k 

En los ejercicios 19 y 20, escriba u como la suma de un vector parale- 
lo a v y otro ortogonal a v. 

19. v = 2i + j - k 20. u = i - 2j 

u = i + j — 5k v = i+ .j + k 

En los ejercicios 21 y 22, trace los ejes coordenados y luego u, v y 
u X v como vectores iniciando en el origen. 

21. u = i, v = i+ j 22. u = i — j, v = i+ j 

23. Si | v | = 2, |w| = 3, y el angulo entre yywes P/3, calcule 
| v — 2w | . 

24. ^Para cuales valores de a ocurre que los vectores u = 2i + 4j 

— 5k y v = — 4i — 8j + ok son paralelos? 

En los ejercicios 25 y 26, calcule (a) el area del paralelogramo deter- 
minado por los vectores u y v, y (b) el volumen del paralelepipedo de- 
terminado por los vectores u, v y w. 

25. u = i + j - k, v = 2i + j + k, w = -i - 2j + 3k 

26. u = i+j, v = j, w = i + j + k 
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Rectas, pianos y di stand as 

27. Suponga que n es normal a un piano y que v es paralelo al mis- 
mo piano. Describa como encontrarfa un vector n que sea per- 
pendicular a v y paralelo al piano. 

28. Determine un vector en el piano, paralelo a la recta ax + by = c . 

En los ejercicios 29 y 30, calcule la distancia del punto a la recta. 

29. (2, 2, 0); x = ~t, y = t, z = -1 + t 

30. (0, 4, 1); x = 2 + t, y = 2 + t, z = t 

31. Parametrice la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y que es para- 
lela al vector v = — 3i + 7k. 

32. Parametrice el segmento de recta que une a los puntos P(l, 2, 0) y 
2(1, 3,-1). 

En los ejercicios 33 y 34, calcule la distancia del punto al piano. 

33. (6, 0, —6), x — y = 4 

34. (3, 0, 10), 2x + 3y + z = 2 

35. Determine una ecuacion del piano que pasa por el punto (3, —2, 1) 
normal al vector n = 2i + j + k. 

36. Determine una ecuacion del piano que pasa por el punto 
(—1,6,0) y es perpendicular a la recta x = — 1 + t, y = 6 — 2t, 
z = 3 1 . 

En los ejercicios 37 y 38, encuentre una ecuacion para el piano que 

pasa por los puntos P, Q, y R. 

37. P(l, -1,2), 2(2, 1,3), /?( — 1, 2, — 1) 

38. P( 1,0,0), 2(0, 1,0), R( 0,0,1) 

39. Encuentre los puntos donde la recta x = 1 + 2t, y = — 1 — t, 
z = 3t corta a los tres pianos coordenados. 

40. Determine el punto donde la recta que pasa por el origen y es per- 
pendicular al piano 2x — y — z — 4 corta al piano 3x — 5y + 
2z = 6. 

41. Calcule el angulo agudo entre el piano x = 7 y el piano x + y + 

2 2 z = -3. 

42. Calcule el angulo agudo entre los pianos x + y = lyy + z= 1. 

43. Determine las ecuaciones parametricas de la recta dada por la in- 
tersection de los pianos x + 2y + z = 1 yx - y + 2z = — 8 

44. Muestre que la recta de intersection de los pianos 

x + 2y — 2z = 5 y 5x — 2y — z = 0 
es paralela a la recta 

x = — 3 + 2t, y = 3t, z = 1 + 4 1. 

45. Los pianos 3x + 6z = 1 y 2x + 2y — z = 3 se cortan en una 
recta. 

a. Muestre que los pianos son ortogonales. 

b. Determine las ecuaciones de la recta de la intersection de los 
pianos. 

46. Determine una ecuacion del piano que pasa por el punto (1, 2, 3) 
y que es paralelo au = 2i + 3j + kyv = i— j + 2k. 


47. El vector v = 2i — 4j + k ^tiene alguna relation especial con el 
piano 2x + y = 5 ? Justifique su respuesta. 

48. La ecuacion n • PqP = 0 representa al piano que pasa por Pq y 
que es normal a n. ^Que conjunto de puntos en el espacio repre- 
senta a la desigualdad n • P 0 P> 0 ? 

49. Calcule la distancia del punto P( 1, 4, 0) al piano que pasa por 
A(0, 0, 0), B( 2, 0, - 1) y C(2, -1,0). 

50. Calcule la distancia del punto (2, 2, 3) al piano 2x + 3y + 
5z = 0. 

51. Encuentre un vector paralelo al piano 2x — y — z = 4 y ortogo- 
nal a i + j + k. 

52. Determine un vector unitario ortogonal a A en el piano de B y C 
si A = 2i — j + k, B = i + 2j + k, y C = i + j — 2k. 

53. Determine un vector de magnitud 2 paralelo a la recta de intersec- 
cion de los pianos ;t + 2y + z— l = 0yjc — y + 2z+7 = 0. 

54. Encuentre el punto en donde la recta que pasa por el origen y que 
es perpendicular al piano 2x — y — z = 4 corta al piano 3x 

- 5y + 2z = 6. 

55. Encuentre el punto en donde la recta que pasa por P(3 , 2, 1) y que 
es normal al piano 2x — y + 2z = —2 corta al mismo. 

56. ^Que angulo forma la recta de intersection de los pianos 
2x + y — z = 0 yx + x + y + 2z = 0 con el eje x positivo? 

57. La recta L 

L: x = 3 + 2t, y — 2 1, z — t 

corta al piano x + 3y — z — —4 en un punto P. Encuentre las 
coordenadas de P y de las ecuaciones de la recta en el piano que 
pasa por P y es perpendicular a L. 

58. Muestre que para cualquier numero real k el piano 

x — 2y + z + 3 + k( 2x — y — z + 1) = 0 
contiene a la recta de intersection de los pianos 

x — 2y + z + 3 = 0 y 2 jc — y — z+l=0. 

59. Determine una ecuacion para el piano que pasa por A{— 2, 0, —3) 
y fi(l, — 2, 1) que sea paralelo a la recta que pasa por 
C(-2, -13/5, 26/5) y D(16/5, -13/5, 0). 

60. La recta x = 1 +2 t,y = —2 + 3t, z = —5 1 ^tiene alguna rela- 
tion especial con el piano — Ax — 6y + lOz = 9? Justifique su 
respuesta. 

61. ^Cuales de las siguientes ecuaciones describen al piano que pasa 
por los puntos P( 1, 1, —1), 2(3, 0, 2), y R(— 2, 1,0)? 

a. (2i — 3j + 3k) ■ ((jc + 2)i + (y — l)j + zk) = 0 

b. x = 3 — t, y = — Ilf, z = 2 — 3 1 

c. {x + 2) + ll(y — 1) = 3z 

d. (2i — 3j + 3k) X ((jr + 2)i + (y — l)j + zk) = 0 

e. (2i — j + 3k) X (— 3i + k)-((jc + 2)i + (y — l)j + zk) 

= 0 

62. El paralelogramo que aparece en la siguiente figura tiene vertices 
en A(2, — 1, 4), B(l, 0, — 1), C(l, 2, 3), Determine 
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D 



a. Las coordenadas de D, 

b. El coseno del angulo interno en B, 

c. El vector proyeccion de BA sobre BC, 

d. El area del paralelogramo, 

e. Una ecuacion para el piano del paralelogramo, 


f. Las areas de las proyecciones ortogonales del paralelogramo 
sobre los tres pianos coordenados. 

63. Distancia entre rectas Calcule la distancia entre la recta L t que 
pasa por los puntos A(1,0, — 1) y B(— 1, 1, 0) y la recta L 2 
que pasa por los puntos C(3, 1, — 1) yD(4, 5, —2). La distancia 
se mide a lo largo de la recta perpendicular a ambas rectas. Pri- 
mero encuentre un vector n perpendicular a ambas rectas. Luego 
proyecte AC sobre n. 

64. ( Continuation del ejercicio 63.) Calcule la distancia entre la recta 
que pasa por los puntos A( 4, 0, 2) y 5(2, 4, 1) y la recta que pasa 
por los puntos C(l, 3, 2) y D( 2, 2, 4). 

Superficies cuadricas 

Identifique y trace las superficies de los ejercicios 65 a 76. 


65. 

x 2 + y 1 + 

z 2 = 

4 

66. 

x 2 + 

(y - 

l) 2 + z 2 = 1 

67. 

4jT + 4y 2 

+ z 2 

= 4 

68. 

36x 2 

+ 9y 

2 + 4z 2 = 36 

69. 

z = -(x 2 

+ /) 


70. 

y = 

-(x 2 

+ z 2 ) 

71. 

II 

C4 

+ 

* 

z 2 


72. 

jt + 

z 2 = 

y 2 

73. 

x 2 + y 2 - 

z 2 = 

4 

74. 

4y 2 + z 2 - 

II 

<N 

75. 

1 

1 

C4 

z 2 = 

1 

76. 

Z 2 - 

x 2 - 

y 2 = 1 


Capftulo Ejercicios adicionales y avanzados 


1. Caza de submarinos Dos barcos maniobran tratando de deter- 
minar el curso de un submarino para preparar un ataque aereo. 
Como se muestra, el barco A esta en (4, 0, 0), mientras que el bar- 
co B esta en (0, 5, 0). Todas las coordenadas estan dadas en miles 
de pies. El barco A localiza al submarino en la direccion del vec- 
tor 2i + 3j — (l/3)k, y el barco B lo localiza en la direccion del 
vector 18i — 6j — k. Cuatro minutos antes, el submarino se en- 
contraba en (2, — 1, — 1/3) . El ataque estara preparado en 20 mi- 
nutos. Si el submarino se mueve en lfnea recta con velocidad 
constante, ^hacia que position deben dirigir los barcos el ataque? 


z 



\ 

. Submarino 

NO ESTA A ESCALA 


2. Rescate de un helicoptero Dos helicopteros, H\ y H 2 . vuelan 
juntos. En el instante t — 0, se separan y siguen distintas trayec- 
torias rectas dadas por 

Hi: x = 6 + 40/, y = —3 + 10/, z = —3 + 2/ 

H 2 : x = 6 + 110/, y = -3 + 4/, z = -3 + /. 

El tiempo t se mide en horas y todas las coordenadas se miden en 
millas. Debido a fallas mecanicas, H 2 detiene su vuelo en (446, 
13, 1) y, en un intervalo de tiempo despreciable, aterriza en 
(446, 13, 0). Dos horas despues, H\ recibe un aviso del aterrizaje 
forzoso de H 2 y se dirige hacia /^2 a 150 mi/h. ^Cuanto tiempo 
tardara H\ en alcanzar a H 2 ? 

3. Torque El manual del usuario de la podadora Toro, de 21 pul- 
gadas indica que “debe apretarse la bujfa hasta 15 pies-libra (20.4 
N • m).” Si usted esta instalando la bujfa con una Have que tiene 
un brazo de 10.5 pulgadas y coloca su mano a 9 pulgadas del eje 
de la bujfa, (,que tan fuerte debe jalar? De su respuesta en libras. 
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4. Cuerpo en rotacion La recta que pasa por el origen y el punto 
A(l, 1, 1) es el eje de rotacion de un cuerpo recto que gira con una 
rapidez angular constante de 3/2 rad/s. La rotacion se da en el 
sentido de las manecillas del reloj, al mirar al origen desde A. 
Calcule la velocidad v del punto del cuerpo que esta en la posi- 
cion B( 1, 3, 2). 





8. En esta figura, D es el punto medio del lado AB del triangulo 
ABC , y E esta a un tercio de la distancia entre C y B. Use vectores 
para probar que F es el punto medio del segmento de recta CD. 

C 



9. Use vectores para mostrar que la distancia de Pi(x\, yi) a la recta 
ax + by = c es 

\ax\ + by i — c| 

d ~ 2 

10. a. Use vectores para mostrar que la distancia de P\(x\, y\, zi) al 
piano Ax + By + Cz — D es 


5. Determinantes y pianos 

a. Muestre que 


x, ~ x y, - y 
X 2 ~ x y 2 ~ y 
x 3 - x y 3 - y 


zi — z 

Z2 ~ Z 
Z 3 ~ Z 


= 0 


es una ecuacion para el piano que pasa por los tres puntos no 
colineales P\(x\, yi, zi), P 2 (x 2 , y 2 , z.i) , y P 3 (x 3 , y 3 , z 3 ). 

b. ^Que conjunto de puntos en el espacio queda descrito por la 
ecuacion 


X 

y 

Z 

1 

Xi 

yi 

Z 1 

1 

X 2 

yi 

Z2 

1 

x 3 

ys 

Z3 

1 


6. Determinantes y rectas Muestre que las rectas 

x = ais + b\, y = a 2 s + b 2 , z = a 3 s + b 3 , — oo < s < oo , 


y 


\Axi + By i + Czi ~ D \ 

2 A 2 + B 2 + C 2 

b. Encuentre una ecuacion de la esfera que es tangente a los pia- 
nos x + y + z = 3yx + y + z = 9silos pianos 
2x — y = 0 y 3 jc — z = 0 pasan por el centro de la esfera. 

11. a. Muestre que la distancia entre los pianos paralelos Ax + By 
+ Cz = £>i y Ax + By + Cz = D 2 es 

\Di-Di\ 

|Ai + + Ck| 

b. Calcule la distancia entre los pianos 2x + 3y — z = 6 y 
2x + 3y — z = 12. 

c. Determine una ecuacion para el piano paralelo al piano 

2x — y + 2z = —4 si el punto (3, 2,-1) equidista de ambos 
pianos. 

d. Escriba ecuaciones para los dos pianos paralelos al piano 
x — 2y + z — 3 ,y que estan a 5 unidades de distancia del 
mismo. 


x = ci t + d\, y = c 2 t + d 2 , z = c 3 t + d 3 , — oo < t < oo , 
se cortan o son paralelas si y solo si 


a\ 

Cl 

bi 

~ d { 


a 2 

C2 

b 2 

— d2 

= 0 

a 3 

C 3 

b 3 

— J3 



7. Paralelogramo La siguiente figura muestra al paralelogramo 
ABCD y el punto medio P de la diagonal BD. 

a. Exprese BD en terminos de AB y AD . 

b. Exprese AP en terminos de AB y AD . 

c. Demuestre que P es tambien el punto medio de la diagonal 
AC. 



12. Demuestre que cuatro puntos A, B, C, y D son coplanares (estan 
en un mismo piano) si y solo si AD • (AB X BC) = 0 . 

13. La proyeccion de un vector sobre un piano Sean P un piano 
en el espacio y v un vector. El vector proyeccion de v sobre el 
piano P, proypv, puede visualizarse como sigue. Suponga que 
el sol brilla de modo que sus rayos son normales al piano P, en- 
tonces proypV es la “sombra” de v sobre P. Si P es el piano 
x + 2y + 6z = 6 y v = i + j + k, calcule proy P v. 

14. La siguiente figura muestra los vectores no nulos v,wyz, con z 
ortogonal a la recta L; v yw forman angulos iguales b con L. Su- 
poniendo que | v | = | w | , calcule w en terminos de v y z. 


z 
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15. Triple producto oscular Por lo general, los triples productos 
escalares (u X v) X w y u X (v X w) no son iguales, aunque 
las formulas para calcularlos mediante sus componentes sean si- 
milares: 


(u X v) X w = (u-w)v — (vw)u. 

u X (v X w) = (u-w)v — (u-v)w. 

Verifique cada formula para los siguientes vectores, evaluando 
ambos lados de la igualdad y comparando los resultados. 


u 

a. 2i 

b. i - j + k 

c. 2i + j 

d. i + j — 2k 


2j 

2i + j — 2k 

2i - j + k 
-i - k 


w 

2k 

— i + 2j — k 

i + 2k 

2i + 4j — 2k 


16. Productos cruz y punto Muestre que si u, v, w y r son vectores 
cualesquiera, entonces 

a. u X (v X w) + v X (w X u) + w X (u X v) = 0 


b. u X v = (u • v X i)i + (u • v X j)j + (u • v X k)k 


c. (u X v) ■ (w X r) 


u • w v • w 
u • r v • r 


17. Productos cruz y punto Determine si la siguiente formula es 
correcta o incorrecta 


u X (u X (u X v)) • w = — |u| 2 u-v X w. 


18. Forme el producto cruz de dos vectores adecuados y deduzca la 
identidad trigonometrica 

sen (A — B) = sen A cos B — cos A sen B. 


19. Utilice vectores para probar que 

(a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) > ( ac + bd) 2 

para cualesquiera cuatro numeros a, b, c, y d. (Sugerencia: Sean 
u = ca + b] y v = ci + dy) 

20. Suponga que los vectores u y v no son paralelos y que 
u = w + r, donde w es paralelo a v y r es ortogonal a v. Exprese 
w y r en terminos de u y v. 

21. Muestre que |u + v| £ |u| + |v| para vectores u y v cuales- 
quiera. 

22. Muestre quew = | v | u + | u | v biseca el angulo entre u y v. 

23. Muestre que |v|u + |u|v es ortogonal a|v|u — |u|v. 

24. El producto punto es definido positivo Muestre que el pro- 
ducto punto de vectores es definido positivo; es decir, muestre 
que u • u a 0 para todo vector u, y que u • u = 0 si y solo si 

u = 0. 

25. Masas puntuales y gravitacion En fisica, la ley de gravitacion 
dice que si P y Q son masas (puntuales) con masas M y m, respec- 
tivamente, entonces P es atraida hacia Q con la fuerza 


F = 


donde r es el vector que va de P a Q y G es la constante de gravi- 
tacion universal. Ademas, si Qi, ■ ■ ■ , Qk son masas (puntuales) 
con masa m \, . . . , m*, respectivamente, entonces la fuerza sobre P 
debida a todos los <2, es 


F= 2 


GMm , 

. r, 


donde r,- es el vector de P a <2, . 


y 





P( o, d) 



Q-n 

Q-2 

0-1 

Oo 0\ 

Qi 

On 


-rid ... -2d -d 0 d 2d ... rid 


a. Sea P un punto con masa M, localizado en el punto (0, d), 
d > 0, en el piano coordenado. Para i = —n, —n + 1, . . . , 
— 1,0, 1, . . . , n , sea Qj localizado en el punto (id, 0) con una 
masa mi. Calcule la magnitud de la fuerza gravitacional sobre 
P debida a todos las Qj’ s. 

b. El limite de la magnitud de la fuerza sobre P, ^es finito cuan- 
do n —■ * oo ? ^Por que si, o por que no? 

26. Sumas relativistas Dicho de manera informal, la teoria de re- 
latividad especial de Einstein establece que con respecto a un 
sistema (marco) de referencia (sistema de coordenadas), ningun 
objeto material puede viajar tan rapido como c, la velocidad de 
la luz. Asi, si if x y y son dos velocidades tales que | x \ < c y - 
| y | < c, entonces la suma relativista x © y de x y y debe tener 
una longitud menor que c. La teoria de la relatividad especial de 
Einstein dice que 


)y = 


X + y ,1 g.v ix(ixj) 


1 + 


x-y c 2 9v + i 


1 + 


x-y 


donde 


Se puede mostrar que si |x|<cy |y| < c, entonces 
| x © y | < c . Este ejercicio analiza dos casos particulares. 

a. Demuestre que si x y y son ortogonales, | x \ < c, \ y \ < c, 
entonces | x © y \ < c. 

b. Demuestre que si x y y son paralelos, |x| < c, | y | < c, en- 
tonces |x © y | < c. 

c. Calcule lim c ->co x © y . 


GMmr 
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Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo de Mathematica/ Maple 

IS so de vectores para representar rectas y calcular distancias 

Partes I y II: Aprenda las ventajas de la interpretation de rectas como vectores. 

Parte III: Use vectores para calcular la distancia de un punto a una recta. 

Modulo de Mathematica/ Maple 

Poner una escena en tres dimensiones sobre un lienzo bidimensional 

Use el concepto de pianos en el espacio para obtener una imagen bidimensional. 

Modulo de Mathematica/ Maple 

Iniciandose en la graficacion en tres dimensiones 

Parte I: Use la definition vectorial de las rectas y los pianos para generar graficas y ecuaciones y comparar las distintas formas de las ecuaciones 
de una sola recta. 

Parte II: Grafique funciones definidas en forma impllcita. 



Funciones con valores 

VECTORI ALES Y MOVI Ml ENTO 
EN EL ESPACIO 


INTRODUCCI ON Cuando un cuerpo (u objeto) viaja por el espacio, las ecuaciones 
x = /(f), , y = git), y z = h(t ) que dan las coordenadas del cuerpo como funciones del 
tiempo sirven como ecuaciones parametricas para el movimiento y trayectoria del cuerpo. 
Con la notacion vectorial podemos condensar esto en una ecuacion r(f) = /(f)i + g(f)j 
h{t) k, la cual proporciona la posicion del cuerpo como una funcion vectorial del tiempo. 
Para un objeto que se mueve en el piano xy, la funcion componente h(t) se anula para todo 
tiempo (es decir, es identicamente nula). 

En este capftulo usamos el calculo para estudiar las trayectorias, velocidades y acele- 
raciones de los cuerpos en movimiento. Nuestro trabajo respondera a las preguntas comu- 
nes sobre las trayectorias y movimientos de proyectiles, planetas y satelites. En la ultima 
section usaremos el calculo vectorial para deducir las leyes de Kepler sobre el movimien- 
to de los planetas a partir de las leyes de Newton sobre el movimiento y la gravitation. 


13.1 


Funciones vectoriales 


Cuando una partfcula se mueve a traves del espacio durante un intervalo de tiempo I, pen- 
samos en las coordenadas de la partfcula como funciones definidas en /: 


x = f(t), y = git), z = Ht), tel. (1) 


z 



FIGURA 13.1 El vector posicion r = OP 
de una partfcula que se mueve en el espa- 
cio es una funcion del tiempo. 

906 


Los puntos (x, y, z) = if it), git), hit)), tel, forman la curva en el espacio que llamare- 
mos la trayectoria de la partfcula. Las ecuaciones e intervalo de la ecuacion (1) parame- 
trizan la curva. Una curva en el espacio tambien puede representarse en forma vectorial. 
El vector 


r(f) = OP = /(f)i + g(f)j + hit) k (2) 

del origen a la posicion de la partfcula P(f{t), g(t), h(t )) en el instante 1 es el vector posi- 
cion de la partfcula (figura 13.1). Las funciones/ g y h son las funciones componentes 
del vector de posicion. Consideremos la trayectoria de la partfcula como la curva descrita 
por r durante el intervalo de tiempo I. La figura 13.2 muestra varias curvas en el espacio 
generadas por un programa de computo para graficacion. No serfa facil trazar estas curvas 
a mano. 

La ecuacion (2) define a r como una funcion vectorial de la variable real t en el inter- 
valo I. Mas en general, una funcion vectorial o una funcion con valores vectoriales sobre 
un conjunto dominio D es una regia que asigna un vector en el espacio a cada elemento en 
D. Por ahora, los dominios seran intervalos de numeros reales que produciran una curva en 
el espacio. Posteriormente, en el capftulo 16, los dominios seran regiones en el piano. Las 
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Z 



X 


FIGURA 13.3 La mitad superior de la 
helice r(f) = (cos ?)i + (sen f)j + fk 
(ejemplo 1). 


funciones vectoriales representaran entonces superficies en el espacio. Las funciones vec- 
toriales en un dominio del piano o del espacio tambien dan lugar a “campos vectoriales”, 
que son importantes para estudiar el flujo de un fluido, los campos gravitacionales y los 
fenomenos electromagneticos. En el capftulo 16 analizaremos los campos vectoriales y 
sus aplicaciones. 


z 



r(r) = (sen3r)(cosr)i + 
(sen3r)(senr)j + rk 

(a) 


z z 




r(t) = (cosr)i + (senr)j + (sen2r)k r(r) = (4 + sen20r)(cosr)i + 

(4 + sen20r)(senr)j + 
(cos20r)k 

(b) (c) 


FIGURA 13.2 Las curvas en el espacio, generadas por computadora, se definen mediante 
los vectores posicion r (r). 


Nos referiremos a las funciones con valores reales como funciones escalares, para 
distinguirlas de las funciones vectoriales. Los componentes de r son funciones escalares 
de t. Cuando definimos una funcion con valores vectoriales mediante sus funciones com- 
ponentes, suponemos que el dominio de la funcion vectorial es el dominio comun de los 
componentes. 

EJEMPLO 1 Graficacion de una helice 

Grafique la funcion vectorial 

r(f) = (cos f)i + (senf)j + fk. 

Solucion La funcion vectorial 

r(f) = (cos f)i + (senf)j 4- fk 

esta definida para todos los valores reales de 1. La curva descrita por r es una helice (de 
una palabra del griego antiguo para “espiral”) que gira en el cilindro circular x 2 + y 2 = 1 
(figura 13.3). La curva esta sobre el cilindro, pues los componentes de r en i y j , al ser las 
coordenadas x y y de la punta de r, satisfacen la ecuacion del cilindro: 

x 2 + y 2 = (cos t ) 2 + (sen t) 2 = 1 . 

La curva sube cuando el componente en k, z = t aumenta. Cada vez que t aumenta en 
2p „ la curva completa una vuelta, en el piano xy, alrededor del cilindro. Las ecuaciones 

x = cos t, y = sen t, z = t 


parametrizan a la helice, donde se sobrentiende el intervalo — oo < t < cxj Se pueden ver 
mas helices en la figura 13.4. 
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r (/) = (cos t ) i + (sen f)j + Jk 


r (f) = (cos ;)i + (sen r)j + 0.3(k 


FIGURA 13.4 Helices trazadas por computadora. 



Limites y continuidad 

La forma en que definimos los h'mites de funciones con valores vectoriales es similar a 
como definimos los h'mites de funciones con valores reales. 


DEFINICION limite de funciones vectoriales 

Sea r(t) = f(t)i + g(t)] + h(t)k una funcion vectorial y L un vector. Decimos 

que r tiene un limite L cuando t tiende a fo y escribimos 

Km r(f) = L 
t~*to 

si para todo numero e > 0, existe un numero correspondiente d > 0 tal que 
para toda t 

0 < \ t — fo| < d => |r(f) — L| < e. 


Si L = L \ i + Lij + Lak. entonces lim,^, 0 r(t) = L precisamente cuando 

lfm /(f) = L\, Km g(t) = L2, y Km h(t) = L3. 
t^to r— >r 0 r-*to 

La ecuacion 

K'm r(f) = ( lrm/(f))i + ( lfm g(t) )j + ( Km h(t) )k ( 3 ) 

t-*t 0 \t-*to J \t-*t 0 J \r— »r 0 / 

proporciona una manera practica para calcular K'mites de funciones vectoriales. 


EJ EMPLO 2 Calculo de limites de funciones vectoriales 


Si r(f) 


(cos f)i + (sen f)j + fk, entonces 


K'm r(f) 
t~* P/4 


K'm cos t i + 
V-»P/ 4 J 


K'm sen t j + 

V-p/4 r 


( K'm 
V^P/4 



2 2 . 

2 1 




Definimos la continuidad para funciones vectoriales de la misma forma en que definimos 
la continuidad para funciones escalares. 
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DEFINICION Continuidad en un punto 

Una funcion vectorial r (t) es continua en un punto t = to dc su dominio si 
I fm, — rit) = r(fo)- La funcion es continua si si cumple con ser continua en 
cada punto de su dominio. 


De la ecuacion (3), vemos que r(f) es continua enr = to si, y solo si, cada funcion 
componente es continua en tal punto. 

EJ EMPLO 3 Continuidad de curvas espaciales 

(a) Todas las curvas espaciales de las figuras 13.2 y 13.4 son continuas, pues sus fun- 
ciones componentes son continuas en cada valor de 1 en ( — oo, oo) . 

(b) La funcion 


g (0 = (cosf)i + (sen f)j + [t Jk 

es discontinua en cada entero, pues ahf la funcion maximo entero t J es discontinua. 


z 



Derivadas y movimiento 

Suponga que r(f) = /(f)i + g(f)j + h{t) k es el vector posicion de una partfcula que se 
mueve a lo largo de una curva en el espacio y que/ g y h son funciones diferenciables de 
t. Entonces, la diferencia entre las posiciones de la partfcula en el instante t y el instante 
t + At es 


Ar = r(f + At) - r(f) 

(figura 13.5a). En terminos de componentes, 

Ar = r (t + At) - r (t) 

= [fit + Af)i + g{t + Af)j + hit + Af)k] 

- [f(t ) i + g(t ) j + him 

= [fit + A t) - fit)] i + [git + At) - g(t)]j + [hit + A t) - hit)] k. 

Cuando A t tiende a cero, parecen ocurrir tres cosas en forma simultanea. Primero, Q 
tiende a P a lo largo de la curva. Segundo, la recta secante PQ parece tender a una posicion 
lfmite, tangente a la curva en P. Y tercero, el cociente Ar/A t (figura 13.5b) tiende 
al lfmite 


v Ar 
lim 

Af— >0 A t 


lfm 
A/— »0 


fit + At) - fit) 


At 


+ 


lfm 

Af— >0 


git + At) - git) 
At 


FIGURA 13,5 Cuando At — » 0 , el punto 
Q tiende al punto P a lo largo de la curva 
C. En el lfmite, PQ/ At se convierte en el 
vector tangente r’(t). 


+ 


lfm 

Ar->0 


hit + At) — hit) 
At 


k 




dll 

dt 


k. 


Nuestra experiencia nos conduce entonces a la siguiente definicion. 
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DEFINICI ON Derivada 

La funcion vectorial r(f) = /'( r)i + g{t)j + h(t)k tiene una derivada (es dife- 
renciable) en t si f gy h tienen derivadas en t. La derivada es la funcion vectorial 


r'(f) 


dr = r (t + At) - r(Q = df . dg . dh 

dt A™0 A t dt 1 dt ' clt 



FIGURA 13.6 Una curva regular por 
partes, formada por cinco curvas regulares 
unidas por los extremos de manera 
continua. 


Una funcion vectorial r es diferenciable si es diferenciable en cada punto de su do- 
minio. La curva descrita por r es regular (o suave) si dr/dt es continua y nunca se anula; 
es decir, si f g y h tienen primeras derivadas continuas que no se anulan en forma si- 
multanea. 

El significado geometrico de la definicion de derivada aparece en la figura 13.5. Los 
puntos P y Q tienen vectores de posicion r(t) y rit + At), y el vector PQ se representa 
mediante r(t + At) — r(f). Para At > 0, el multiplo escalar (1/Af)(r(f + At) — r(f)) 
apunta en la misma direccion que el vector PQ. Cuando 

At —* 0, este vector tiende a un vector tangente a la curva en P (figura 13.5b). Cuando el 
vector r’(0 es distinto de 0, entonces es el vector tangente a la curva en P. La recta tan- 
gente a la curva en un punto (/(to), g(to), hi to)) se define como la recta que pasa por el 
punto y que es paralela a r'(fo)- Necesitamos que dr/dt 0 para una curva regular (o 
suave), con el fin de garantizar que la curva tenga una tangente que varfe continuamente 
en cada punto. Entonces en una curva regular no hay esquinas ni cuspides (vertices en 
forma de punta). 

Una curva formada por un numero finito de curvas regulares pegadas en forma con- 
tinua es regular por partes (suave a trozos) (figura 13.6). 

Observe nuevamente la figura 13.5. Trazamos la figura para Ar positivo, de modo 
que Ar apunte hacia delante, en la direccion de movimiento. El vector Ar/At, con la 
misma direccion que Ar, tambien apunta hacia delante. En caso de que Ar fuera negativo, 
Ar apuntarfa hacia atras, contra la direccion de movimiento. Sin embargo, como el co- 
ciente Ar/At, es un multiplo escalar negativo de Ar, apuntarfa de nuevo hacia delante. Sin 
importar hacia donde apunte Ar, Ar/At, apunta hacia delante y esperamos que el vector 
dr/dt = limAr^o Ar/At, al ser distinto de 0, cumpla lo mismo. Esto significa que la de- 
rivada dr/dt es justo lo que necesitamos para modelar la velocidad de una partfcula. Esta 
apunta en la direccion de movimiento y da la razon de cambio de la posicion con respecto 
al tiempo. Para una curva regular, la velocidad nunca se anula, es decir, la partfcula no se 
detiene ni cambia abruptamente la direccion de su movimiento. 


DEFI NI Cl ONES Velocidad, direccion, rapidez, aceleracion 


Si r es el vector posicion de una partfcula que se mueve a lo largo de una curva 
regular en el espacio, entonces 


v(0 


dr 

dt 


es el vector velocidad de la partfcula, tangente a la curva. En cualquier instante 
t, la direccion de v es la direccion del movimiento, la magnitud de v es la rapi- 
dez de la partfcula y la derivada a = d\/dt, cuando existe, es el vector ace- 
leracion de la partfcula. En resumen. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 


La velocidad es la derivada de la posicion: 

La rapidez es la magnitud de la velocidad: 

La aceleracion es la derivada de la velocidad: 


v 


dr 

dt ' 


Rapidez = |v|. 

_ dx _ d 2 r 
dt dt 2 


El vector unitario v/| v|es la direccion del movimiento en el instante t. 
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FIGURA 13.7 La trayectoria de un 
planeador con vector posicion 
r (t) = (3 cos t) i + (3 sen f)j + rk 
(ejemplo 4). 


Podemos expresar la velocidad de una particula en movimiento como el producto de 
su rapidez y direccion: 


Velocidad = 



(rapidez)(direccion) . 


En el ejemplo 4 de la seccion 12.5 vimos esta expresion para la velocidad, la cual es util, 
por ejemplo, para localizar la posicion de un helicoptero que se mueve a lo largo de una 
lrnea recta en el espacio. Ahora veremos un ejemplo de un objeto que se mueve a lo largo 
de una curva en el espacio que no es recta. 


EJ EMPLO 4 Vuelo de un planeador 

Una persona en un planeador vuela en espiral hacia arriba debido a una corriente de aire 
de rapido ascenso en una trayectoria con un vector de posicion r(f) = (3 cos f)i 
+ (3 sin f)j + rk.La trayectoria es similar a la de una helice (aunque no es una helice, 
como veremos en la seccion 13.4) y aparece en la figura 13.7, para 0 s ( < 4p. Deter- 
mine 

(a) Los vectores velocidad y aceleracion, 

(b) La rapidez del planeador en cualquier instante t, 

(c) De existir, los instantes en que la aceleracion del planeador es ortogonal a su veloci- 
dad. 

Solucion 

(a) r = (3cosf)i + (3sent)j + f 2 k 

/j f 

v = —jj = —(3 sen f)i + (3 cos f)j + 2rk 
d 2 r 

a = — y = —(3 cos f)i — (3 sen f)j + 2k 
dr 

(b) La rapidez es la magnitud de v: 

|v(f)| = 2 (—3 sent) 2 + (3 cos f) 2 + (2 1) 2 

= 29 sen 2 t + 9 cos 2 t + 4t 2 


= 29 + 4 1 2 . 

El planeador se mueve cada vez mas rapido, conforme sube en su trayectoria. 

(c) Para determinar los instantes en que v y a son ortogonales, buscamos valores de t para 
los que 

v • a = 9 sen t cos t — 9 cos t sen t + 4t = 4t = 0 . 

Asf, el unico instante en que el vector aceleracion es ortogonal a v es cuando t = 0 . En la 
seccion 13.5 estudiaremos con mas detalle la aceleracion para movimientos a lo largo de 
ciertas trayectorias. AM descubriremos la forma en que el vector aceleracion revela la na- 
turaleza y tendencia de la trayectoria a “doblarse” y alejarse de cierto piano que contiene 
al vector velocidad. ■ 

Reglas de derivation 

Como las derivadas de las funciones vectoriales pueden calcularse componente por com- 
ponente, las reglas para derivar las funciones vectoriales tienen la misma forma que las re- 
glas para derivar funciones escalares. 
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A1 usar la regia del producto cruz, recuer- 
de conservar el orden de los factores. Si 
u aparece primero en el lado izquierdo de 
la ecuacion, tambien debe aparecer pri- 
mero a la derecha o los signos seran inco- 
rrectos. 


Reglas de derivacion para funciones vectoriales 

Sean u y v funciones vectoriales diferenciables de t, C un vector constante, c un 
escalar y/una funcion escalar diferenciable. 

1. Regia de la funcion constante: C = 0 

2. Reglas de los multiplos escalares: [cu(f)] = cu'(f) 



^LfO)u(t)] = f'(t)u(t) + /(f)u'(f) 

Regia de la suma : 

j t [n(t) + v(t)] =n'(f) + v'(f) 

Regia de la resta'. 

1 

< 

II 

1 

Regia del producto punto: 

d dt [u(t) • v(r)] = u'(f)-v(f) + U (0 • 

Regia del producto cruz: 

j t [u(t) X v(f)] = u'(f) X v(f) + Ul 

Regia de la cadena: 

j t [u(/(r))] = f'(t)u'(f(t)) 


Demostraremos las reglas de los productos y de la cadena, pero dejaremos las demas re- 
glas como ejercicio. 

Demostracion de la regia del producto punto Suponga que 

U = Mi(f)i + M 2 (f)j + M 3 (/)k 


y 


V = yi(r)i + y 2 (r)j + y 3 (f)k. 


Entonces 


d 

dt 


(u-v) 


d_ 

dt 


(« iYi + u 2 y 2 + « 3 y 3 ) 


— m'iYi + « 2 y 2 + M3 y 3 + Miy'i + « 2 y 2 + m 3 y 3 . 


u • V 


Demostracion de la regia del producto cruz Esta demostracion sigue el modelo de la 
demostracion de la regia del producto para funciones escalares. De acuerdo con la defini- 
cion de derivada, 

d u(f + h) X v(f + h) — u(f) X v(f) 


li 
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Para cambiar este cociente por otro equivalente que contenga los cocientes de las diferen- 
cias para las derivadas de u y v, sumamos y restamos u(f) X v(f + h ) en el numerador. 
Entonces 


d_ 

dt 


(u X v) 


= li'm 
h—*0 


u(f + h ) X v(f + h) — u(f) X v(f + h ) + u(f) X v(f + h) — u(f) X v(f) 

h 


u(f + h) - u(f) v(f + h) - v(f) 

- X v(f + h) + u(f) X 


= lfm 
h-> 0 

u(f + h) - u(f) . . „ . v(f + h) - v(f) 

= lfm 7 X lfm v(f + h ) 4- lfm u(f) X lfm , 

h -*0 n h —>0 li —*0 h -*0 « 


La ultima de estas igualdades es valida porque el lfmite del producto cruz de dos funciones 
vectoriales es el producto cruz de sus lfmites, si estos existen (ejercicio 52). Cuando h 
tiende a cero, v(f + h ) tiende a v(f) pues v, al ser diferenciable en f, es continua en f (ejer- 
cicio 53). Los dos cocientes tienden a los valores de dr/dt y dr/dt en f. En resumen. 


Por conveniencia algebraica, a veces es- 
cribiremos el producto de un escalar c 
por un vector v como vc en lugar de cv. 
Esto permite, por ejemplo, escribir la re- 
gia de la cadena en una forma conocida: 

d u _ r/u ds 
dt ds dt ’ 

donde s = f(t). 


z 



FIGURA 13.8 Si una partfcula se mueve 
sobre una esfera de modo que su position 
r sea una funcion diferenciable del tiempo, 
entonces r • (dr/dt) = 0. 


d_ 

dt 


(u X v) 


d u 

dt 


X v + u X 


d\ 
dt ' 


Demostracion de la regia de la cadena Suponga que u(s) = a(s)i + b(s)j + c(.?)kes 
una funcion vectorial diferenciable de s y que s -f(t) es una funcion escalar diferenciable 
de f. Entonces a, by c son funciones diferenciables de f, y la regia de la cadena para fun- 
ciones diferenciables con valores reales implica 


d_ 

dt 


[«(i)] 


da . 
dt 1 

db . , dc . 

-r| i rk 

dt J dt 

da ds . 

, db ds . . dc ds . 

3 — T“rl 3 — rvk 
ds dt ds dt 

ds dt 

ds I da 
dt \ds 

. db . , dc , \ 
1+ ds i + ^ls k ) 

ds d u 
dt ds 



= f(f)u'(/(f)). 


s = f(t) 


Funciones vectoriales de mangitud constante 


Cuando seguimos a una partfcula que se mueve en una esfera con centra en el origen 
(figura 13.8), el vector position tiene una longitud constante igual al radio de la esfera. El 
vector velocidad dr/dt siempre es tangente a la trayectoria del movimiento, por lo que es 
tangente a la esfera, y entonces es tambien perpendicular a r. Esto ocurre siempre con una 
funcion vectorial diferenciable de magnitud o longitud constante. El vector y su primera 
derivada son ortogonales ya que con la longitud constante, el cambio en la funcion es solo 
un cambio de direccion, y estos cambios de direction ocurren en angulos rectos. Tambien 
podemos obtener este resultado mediante un calculo directo: 

r(f) ■ r(f) — C r(f) | = c es constante. 


[r(f) • r(f)] = 0 


Se derivan ambos lados. 


r '(f) -r(f) + r(f) • r'(f) = 0 
2r'(f) • r(f) = 0. 


Regia 5 con r(f) = u(f) = v(f) 
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Los vectores r(f) y r'(f) son ortogonales debido a que su producto punto es cero. En re- 
sumen, 


Si r es una funcion vectorial diferenciable de t con longitud constante, entonces 


r • 


dr 

dt 


= 0 . 


(4) 


Usaremos esta observation varias veces en la section 13.4. 

EJ EMPLO 5 Confi rmaci on de la ecuacion (4) 

Demuestre que r(t) = (sen t)\ + (cos f)j + 2 3k tiene una longitud constante y que es 
ortogonal a su derivada. 

Solution 

r(f) = (sen f)i + (cos f)j + 2 3k 
|r(f) | = 2 (sen t) 1 + (cos t) 2 + ( 1 3) 2 =21+3=2 
= (cos t ) i - (sen t)j 


r 


dr 

dt 


= sen t cos t — sen t cos t = 0 


Integrates de funciones vectoriales 

Una funcion vectorial diferenciable R(f) es una antiderivada de una funcion vectorial r(f) 
en un intervalo I si dR/dt = r en cada punto de I. Si R es una antiderivada de r en I, se 
puede mostrar (trabajando por componentes) que cada antiderivada de r en / tiene la forma 


DEFINICION Integral indefinida 

La integral indefinida de r con respecto a t es el conjunto de todas las anti- 
derivadas de r, y se denota por f r(t) dt. Si R es una antiderivada de r, entonces 


/ 


r(f) dt 


R(f) + C. 


R + C para algun vector constante C (ejercicio 56). El conjunto de todas las antiderivadas 

de r en I es la integral indefinida de r en I. 

Las reglas aritmeticas usuales de las integrales indefinidas siguen siendo validas. 

EJ EMPLO 6 Calculo de integrales indefinidas 


((cos f)i + j — 2fk) dt 




k 


(5) 


— (sen t + Ci )i + (f + C 2 )j — ( t 2 + C 3 )k 
= (sen f)i + t j — rk + C C = c,i + c 2 .j - c 3 k 


( 6 ) 
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Como en el caso de la integration de funciones escalares, le recomendamos que omita los 
pasos de las ecuaciones (5) y (6) y vaya directamente a la forma final. Calcule la anti- 
derivada de cada componente y sume un vector constante al final. 

Las integrales definidas de las funciones vectoriales se definen mejor en terminos de 
componentes. 


DEFI N I Cl ON I ntegral def i n i da 

Si los componentes de r(f) = f(t)\ + git)] + h(t)k son integrables en [a, b], 
entonces tambien lo es r, y la integral definida de r de a a b es 

rb / rb \ / ('h \ / rb \ 


r (t) dt 


f{t) dt i + / git) dt j + 


h(t) dt )k. 


\J a 


a 


\J a 


EJ EMPLO 7 Evaluacion de integrales definidas 


((cos t)i + j — 2fk) dt = 


cos t dt i + 


= sen t 


dt )j - 
P 


2 1 dt k 


r-l 0 k 


0 2 ]k 


+W 0 J . ^ 

= [0 - 0]i + [p - 0]j - [p 2 

= Pj - P 2 k 

El teorema fundamental del calculo para funciones vectoriales continuas dice que 


/ r(f) dt = R(f)J” = Rib) ~ R(a) 

J a 

donde R es cualquier antiderivada de r, de modo que R'(f) = r(f) (ejercicio 57). 

EJ EMPLO 8 De nuevo, el vuelo de un planeador 

Suponga que la trayectoria del planeador del ejemplo 4 es desconocida, y que su vector 
aceleracion es a(r) = — (3cosf)i — (3 sen / )j + 2k. Ademas sabemos que inicialmente 
(en el instante t = 0), el planeador partio del punto (3, 0, 0), con una velocidad v(0) = 3j. 
Determine la posicion del planeador como funcion de t. 

Solution Nuestro objetivo es determinar r(f) si sabemos que 


d 2 r 
dt 2 


a = = —(3 cos r)i — (3 sen r)j + 2k 


La ecuacion diferencial es: 

Las condiciones adecuadas son: v(0) = 3j y r(0) = 3i + Oj + Ok. 

Al integrar ambos lados de la ecuacion diferencial con respecto a t obtenemos 
v(f) = — (3 sen f)i + (3 cos t)j + 2fk + Cj. 

Usamos v(0) = 3j to find Ci : 

3j = — (3sen0)i + (3 cos 0)j + (0)k + Ci 
3j = 3j + Cj 

c, = 0. 
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La velocidad del planeador como funcion del tiempo es 

d t * 

= v(f) = —(3 sen t)\ + (3cosf)j + 2rk. 

A1 integral - ambos lados de esta ultima ecuacion diferencial tenemos 

r(f) = (3 cos f)i + (3 sen f)j + t 2 k + C 2 . 

Luego usamos la condicion inicial r(0) = 3i para determinar C 2 : 

3i = (3 cos 0)i + (3 sen 0)j + (0 2 )k + C 2 
3i = 3i + (0)j + (0)k + C 2 

C 2 = 0. 

La posicion del planeador como funcion de 1 es 

r(f) = (3 cos f)i + (3 sen f)j + ^k. 

Esta es la trayectoria del planeador que vimos en el ejemplo 4 y que aparece en la figura 
13.7. 

Nota: En este ejemplo se dio la casualidad de que los dos vectores constantes de inte- 
gracion, Ci y C 2 , eran 0. Los ejercicios 31 y 32 dan resultados distintos para estas con- 
stantes. 


EJ ERCI Cl OS 13.1 


Movimientos en el piano xy 

En los ejercicios 1-4. r(t) es la posicion de una partfcula en el piano xy 
en el instante t. Encuentre una ecuacion en x y en y cuya grafica sea la 
trayectoria de la partfcula. Luego determine los vectores velocidad y 
aceleracion de la partfcula en el valor dado de t. 

1. r (t) = {t + l)i + (t 2 - l)j, t = 1 

2. r(f) = (? 2 + l)i + (2 1 — l)j, t = 1/2 

3. r(t) = e'i + ^e 2 'j, t = In 3 

4. r(r) = (cos 2f)i + (3 sen 2f)j, t = 0 

Los ejercicios 5-8 proporcionan los vectores posicion de partfculas 
que se mueven a lo largo de varias curvas en el piano xy. En cada caso, 
determine los vectores velocidad y aceleracion de la partfcula en los 
tiempos indicados y tracelos como vectores sobre la curva. 

5. Movimiento en la circunferencia x 2 + y 2 = 1 

r(f) = (senf)i + (cosfjj; t = p/4 y p/2 

6. Movimiento en la circunferencia x 2 + y 2 = 16 

r(f) = Ucos^Ji + Usen^Jj; t = p y 3p/2 


7. Movimiento en la cicloide x = t — sen t, y = 1 — cos t 

r(t) = (t — senfji + (1 — cosf)j; t = p y 3p/2 

8. Movimiento en la parabola y = x 1 + 1 

r(f) = ri + (r 2 + l)j; t= - 1 , 0 , y 1 

Velocidad y aceleracion en el espacio 

En los ejercicios 9-14, r(r) es la posicion de una partfcula en el espa- 
cio en el instante t. Determine los vectores velocidad y aceleracion de 
la partfcula y luego encuentre la rapidez y la direccion de movimiento 
de la partfcula en el valor dado de t. Escriba la velocidad de la par- 
tfcula en ese instante como el producto de su rapidez y direccion. 

9. r (t) = (t + l)i + (f 2 - l)j + 2fk, t = 1 

4.2 *3 

10. r (t) = (1 + t)i 4 — - j + — k, t = 1 

2 2 J 

11. r (t) = (2 cos f)i + (3senf)j + 4fk, t = p/2 

4 

12. r(f) = (sec t)i + (tan?)j + ^-tk, t = p/6 

.2 

13. r(t) = (2 In (t + l))i + f 2 j + — k, t = 1 

14. r(t) = (e ')i + (2 cos 3f)j + (2 sen 3f)k. t = 0 
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En los ejercicios 15-18, r(t) es la position de una partlcula en el espa- 
cio en el instante t. Calcule el angulo entre los vectores velocidad y 
aceleracion en el instante 1 = 0. 

15. r (?) = (3/ + l)i + 2 3/j + ? 2 k 

16 . r(t) = ( 2 2 2 ji + (V f “ 16f2 ) 

17. r(f) = (In (t 2 + l))i + (tan -1 ?)j + 2 t 2 + 1 k 

18. r(f) = |(1 + l) 3/2 i + | (1 - f) 3/2 j + |fk 


31. Ecuacion diferencial: 
Condition inicial: 


32. Ecuacion diferencial: 
Condition inicial: 


dh 
dt 2 
r(0) 

dr 

dt 


= -32k 
= 100k y 
= 8i + 8j 

(=0 


d 2 r 
dt 2 
r(0) 

dr 

dt 


= “(i + j + k) 

= lOi + lOj + 10k y 

= 0 

1=0 


En los ejercicios 19 y 20, r(?) es el vector position de una partlcula en 
el espacio en el instante t. Determine el instante o los instantes, en el 
intervalo dado, en que los vectores velocidad y aceleracion son orto- 
gonales entre si. 

19. r(?) = (? — sen?)i + (1 — cos?)j, 0 £ t < 2p 

20. r(t) = (sen ?)i + tj + (cos ?)k, is 0 

Integration de funciones con valores vectoriales 

Evalue las integrales de los ejercicios 21-26. 

21. [? 3 i + 7j + (t + l)k] dt 


22 . 



6?)i + 32 / j 



dt 


23. 

24. 


"P/4 

[ 

-p/4 

P/3 


[(sen?)i + (1 + cos ?)j + (sec 2 ?)k] dt 


[(sec?tan?)i + (tan?)j + (2 sen t cos ?)k] dt 


25. 



+ 



dt 


26. 




2 3 

1 + t 2 


k 


dt 


Problemas iniciales para funciones con valores 
vetoriales 


Resuelva los problemas con condiciones iniciales de los ejercicios 27- 
32 para r como una funcion vectorial de t. 

dr 

27. Ecuacion diferencial: — = —t i — ?j — ?k 


Condition inicial: r(0) = i + 2j + 3k 

dr 

28. Ecuacion diferencial: . = ( 1 80f)i + (180? — 16r)j 

Condition inicial: r(0) = lOOj 


29. Ecuacion diferencial: 
Condition inicial: 

30. Ecuacion diferencial: 
Condition inicial: 


- = -(?+ i)‘/ 2 i + <r'i -t — ] 

dt 2 y ’ J t + 1 

r(0) = k 


— (t 3 + 4?)i + ?j + 2rk 


dr 

dt 

r(0) = i + j 


Rectas tangentes a curvas regulares 

Como mencionamos en el texto, la recta tangente a la curva regular 
r (0 = f(t) i + g(0j + h(t) k ; en t = ?o es la recta que pasa por el 
punto (fUo), g(to)> h(to)) y que es paralela a v ( f o) . el vector velocidad 
de la curva en ? o • En los ejercicios 33-36, determine las ecuaciones pa- 
rametricas de la recta que es tangente a la curva dada en el valor indi- 
cado del parametro ? = to ■ 

33. r (?) = (sen ?)i + (t 2 — cos ?)j + e'k, ?o = 0 

34. r(?) = (2 sen ?)i + (2 cos ?)j + 5?k, ? 0 = 4p 

35. r(?) = (a sen ?)i + ( a cos ?)j + bt k, ?o = 2p 

36. r (?) = (cos ?)i + (sen ?)j + (sen 2?)k, ?o = ^ 

Movimiento en trayectorias circulares 

37. Cada una de las ecuaciones de las partes (a)-(e) describe el movi- 
miento de una partlcula con la misma trayectoria, la circunferen- 
cia unitaria * + y ~ 1 ■ Aunque la trayectoria de cada partlcula 
en las partes (a)-(e) es la misma, el comportamiento o la “dinami- 
ca” de cada partlcula es distinto. Para cada partlcula, responda lo 
siguiente. 

i. iLa partlcula tiene rapidez constante? En tal caso, /.cual es 
esa rapidez? 

ii. /.El vector aceleracion de la partlcula es siempre ortogonal a 
su vector velocidad? 

iii. /,La partlcula se mueve en la circunferencia en direction de 
las manecillas del reloj, o en direction contraria? 

iv. /.La partlcula parte del punto (1, 0)? 

a. r (?) = (cos ?)i + (sen ?)j, ? a 0 

b. r(?) = cos (2?)i + sen (2?)j, t & 0 

c. r (?) = cos (? — p/2)i + sen(? — p/2)j, ? a 0 

d. r (?) = (cos ?)i — (sen ?)j, ? a 0 

e. r (?) = cos (t 2 )! + sen (t 2 )], ? > 0 

38. Muestre que la funcion con valores vectoriales 
r(?) = (2i + 2j + k) 

( i . i .V / i . , i . , i 

+ cos ? — _ i — j + sen ? — _ i -I — j -I — k 

V 2 2 2 2 / V 2 3 23 2 3 / 

describe el movimiento de una partlcula que se mueve en la cir- 
cunferencia de radio 1 con centro en el punto (2, 2, 1) en el piano 
x + y - 2z = 2. 
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Movimiento a lo largo de una lianea recta 

39. En el instante t = 0. una partfcula se localiza en el punto (1, 2, 
3). Viaja en lfnea recta hasta el punto (4, 1, 4), tiene una rapidez 
igual a 2 en (1, 2, 3) y una aceleracion constante igual a 
3i — j + k. Encuentre una ecuacion para el vector position r(f) 
de la partfcula en el instante t. 

40. Una partfcula que viaja en lfnea recta se localiza en el punto (1, 
-1, 2) y tiene una rapidez igual a 2 en el instante t = 0. La partf- 
cula se mueve hacia el punto (3, 0, 3) con una aceleracion cons- 
tante 2i + j + k. Encuentre su position r(r) en el instante t. 

Teorfa y ejemplos 

41. Movimiento a lo largo de una parabola Una partfcula se mue- 
ve a lo largo de la parte superior de la parabola y ~ 2* de iz- 
quierda a derecha con una rapidez constante de 5 unidades por se- 
gundo. Determine la velocidad de la partfcula cuando pasa por el 
punto (2, 2). 

42. Movimiento a lo largo de una cicloide Una partfcula se mueve 
en el piano xy, de tal manera que su position en el instante t es 


Sea r(f) el vector position del satelite en el instante t. Muestre 
que U = y t/ ro y por tanto que 


b. 


r(f) = ^rocos^ji + ^ro sen 
Determine la aceleracion del satelite. 



c. De acuerdo con la ley de gravitation de Newton, la fuerza 
gravitational ejercida sobre el satelite esta dirigida hacia M y 
esta dada por 


F = 


GmM\ r 


donde G es la constante de gravitation universal. Use la se- 
gunda ley de Newton, F = ma, y muestre que y 2 = GM/ro. 

d. Muestre que el periodo orbital T satisface yT = 2pro. 

e. A partir de (c) y (d) muestre que 


T 2 


4p 2 

GM 


r o ■ 


r (t) = (t — senf)i + (1 — cos f)j. 


a. Grafique r(f). La curva resultante es una cicloide. 

b. Determine los valores maximo y mfnimo de | v | y | a | . 
(Sugerencia: primero encuentre los valores extremos de | v | 2 y 
| a | 2 y luego considere las rafces cuadradas.) 

43. Movimiento a lo largo de una elipse Una partfcula se mueve 
sobre la elipse (y/3) 2 + (z/2) 2 = 1 en el piano yz, de tal manera 
que su position en el instante t es 


r (t) = (3 cos ?)j + (2 sen ?)k. 

Determine los valores maximo y mfnimo de |v| y |a|. (Sugeren- 
cia: primero encuentre los valores extremos de | v | 2 y | a | 2 y luego 
considere las rafces cuadradas.) 

44. Un satelite en orbita circular Un satelite de masa in gira con 
una rapidez constante v alrededor de un cuerpo de masa M (la 
Tierra, por ejemplo) en una orbita circular de radio ro (medida 
desde el centro de masa del cuerpo). Determine el periodo orbital 
T del satelite, es decir, el tiempo que tarda en completar una orbi- 
ta completa, como sigue: 

a. Establezca las coordenadas en el piano de la orbita, colocando 
el origen en el centro de masa del cuerpo, con el satelite en el 
eje x en / = 0 y moviendose en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, como en la siguiente figura. 


y 



Esto significa que el cuadrado del periodo, de un satelite en 
orbita circular, es proporcional al cubo del radio de la orbita. 

45. Sea v una funcion vectorial diferenciable de t. Muestre que si 
x-(d\/dt) = 0 para toda t, entonces | v | es constante. 

46. Derivada del triple producto escalar 

a. Muestre que si u, v, y w son funciones vectoriales diferencia- 
bles de t, entonces 


d , „ x du dx 

— (u • v X w) = — r- • v X w + u • — — Xw + 
dt dt dt 


u- V X 


b. Muestre que la ecuacion (7) es equivalente a 


d w 
~dt' 


(7) 


d_ 

dt 





du\ 

du 2 

du->, 


Ill 

U 2 

Ut, 


dt 

dt 

dt 


yi 

V2 

Vi 

= 

Vi 

yi 

Ys 


W 1 

w 2 

W3 


W\ 

W 2 

W3 






U\ 

u 2 

U 3 




_i_ 

dll 

dy 2 

dy 3 




1 

dt 

dt 

dt 





w 1 

W 2 

W3 





U\ 

U 2 

M3 




_i_ 

h 

12 

Y 3 




1 

dw\ 

dw 2 

d\V 3 





dt 

~dF 

dt 


( 8 ) 


La ecuacion (8) dice que la derivada de un determinante de 3 X 3 
de funciones diferenciables es la suma de los tres determinantes 
obtenidos del original, derivando una fila a la vez. El resultado es 
valido para determinantes de cualquier orden. 
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47. (Continuation del ejercicio 46.) Suponga que r(f) = f(t)i + g(?)j 
+/j(f)k y que f, g, y h tienen derivadas hasta de orden tres. Use la 
ecuacion (7) u (8) para mostrar que 


d_ 

dt 


dt dr) 


r • 


dr d)r 
dt dt 3 


(9) 


(Sugerencia: Derive el lado izquierdo y busque vectores cuyo 
producto sea cero.) 

48. Regia de la funcion constante Demuestre que si u es la fun- 
cion vectorial con el valor constante C, entonces du/dt = 0. 

49. Reglas del multiplo escalar 

a. Demuestre que si u es una funcion diferenciable de t, y c es 
un numero real, entonces 

d(cu) du 
dt C dt ' 


b. emuestre que si u es una funcion diferenciable de t y/es una 
funcion escalar diferenciable de t, entonces 


d_ 

dt 


(/u) 


dj_ 

dt 


u + f 


du 

dt ' 


50. Reglas de la suma y la resta Demuestre que si u y v son fun- 
ciones diferenciables de t, entonces 


d 

dt 


(u + v) 


du <iv 
dt dt 


y 


d_ 

dt 


(u 


V) 


du _ tfv 
dt dt ' 


La regia para los negativos. 


(-r(f)) dt = - r (t) dt. 


se obtiene considerando k — — 1 . 

b. Las reglas para la suma y la resta : 

rb rb rb 

/ (ri(/) ± r 2 (f)) dt = / ri(/) dt± r 2 (t) dt 

J a J a Ja 

c. Las reglas del producto por un vector constante : 

[‘ C • r(f) dt = C • [’’tit) dt ( c es un vector constante 
Ja Ja arbitrario) 

y 

rb rb 

/ C X r(f) dt = C X / r(/) dt ( c es un vector constante 
Ja Ja arbitrario) 

55. Productos de funciones escalares y vectoriales Suponga que 
la funcion escalar u(t) y la funcion vectorial r(?) estan definidas 
para a < f < i . 

a. Muestre que ur es continua en [a, b] si u y r son continuas en 
[a, b\. 

b. Si u y r son diferenciables en [a, b], muestre que ur es dife- 
renciable en [a, b] y que 

d,, dr , du 
— (nr) = n— + r — . 
dt dt dt 


56. Antiderivadas de funciones vectoriales 

a. Use el corolario 2 del teorema del valor medio para funciones 
escalares con el fin de mostrar que si dos funciones vectoria- 
les R , (r) y R 2 (t) tienen derivadas identicas en un intervalo I, 
entonces las funciones difieren cuando mucho por un valor 
vectorial constante en todo /. 


51. Prueba por componentes de la continuidad en un punto Mues- 
tre que la funcion vectorial r dada por r (t) = f(t)i + g(?)j + 
h(t)k es continua en t = to si, y solo si, las funciones/ g y h son 
continuas en to . 

52. Limite del producto cruz de funciones vectoriales Suponga 
que ri(f) = /i(f)i + f 2 (t) j + h(t) k, r 2 (t) = gi(t)i + git) j + 
g 3 (f)k, lim,^., 0 ri(f) = A, y lim,- > , 0 r 2 (f) = B. Use la formula 
del determinante para el producto cruz y la regia del limite del 
producto de funciones escalares para mostrar que 

lim(ri(r) X r 2 (0) = A X B 

t-*to 

53. Las funciones vectoriales diferenciables son continuas Mues- 
tre que si r(t) = /(f)i + g(/)j + h(t)k es diferenciable en t = to, 
entonces tambien es continua en to- 

54. Establezca las siguientes propiedades de las funciones vectoriales 
integrables. 

a. La regia del producto por un escalar : 
rb rb 

/ kr(t) dt = k r(t)dt (k es un escalar arbitrario) 


b. Use el resultado de la parte (a) para mostrar que si R(f) es 
cualquier antiderivada de r(f) en /, entonces cualquier otra an- 
tiderivada de r en / es igual a R(f) + C para algun vector 
constante C. 

57. El teorema fundamental del calculo El teorema fundamental 
del calculo para funciones escalares de una variable tambien es 
valido para funciones vectoriales de una variable real. Use el teo- 
rema para funciones escalares para, en primer lugar, demostrar 
que si una funcion vectorial r(t) es continua en el intervalo dado 
por a < r < /? , entonces 

I /■<*>'* - r <‘> 

en cada punto t. Luego use la conclusion de la parte (b) del 
ejercicio 56 para mostrar que si R es cualquier antiderivada 
de r en [a, b], entonces 

b 

r (t) dt = R(fr) — R(a). 
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ANALISIS POR COMPUTADORA 

Trazo de tangentes a curvas especiales 

Use un programa de algebra por computadora (SAC) y desarrolle los 
pasos que se indican en los ejercicios 58-61. 

a. Trace la curva espacial descrita por el vector posicion r. 

b. Determine los componentes del vector velocidad dr/ dt. 

c. Evalue dr/ dt en el punto dado to y determine la ecuacion de la 
recta tangente a la curva en r(fo) . 

d. Trace la recta tangente junto con la curva en el intervalo dado. 

58. r(f) = (sent — fcostji + (cost + tsentjj + rk, 

0 < f < 6p, t 0 = 3p/2 

59. r(f) = 2 2ti + e'j + e - 'k, —2 < t < 3, to = 1 

60. r(f) = (sen2t)i + (ln(l + f))j + rk, 0 £ f £ 4p. 

to = P/4 

61. r(f) = (In (r 2 + 2))i + (tan -1 3f)j + 2 t 1 + 1 k, 

- 3 s f £ 5, to = 3 


En los ejercicios 62 y 63 analizara graficamente el comportamiento 
de la helice 

r(t) = (cos at) i + (sen at) j + bt k. 

conforme cambie los valores de las constantes a y b. Use el SAC y 
realice los pasos de cada ejercicio. 

62. Considere que b = 1 . y trace la helice r(t) con la recta tangente a 
la curva en t — 3p/2 para a = 1,2,4, y 6 en el intervalo 
0 £ t £ 4p . Describa con sus propias palabras que ocurre con 
la grafica de la helice y la posicion de la recta tangente, cuando a 
aumenta segun los valores anteriores. 

63. Ahora considere que a = ly trace la helice r (f) con la recta tan- 
gente a la curva en t = 3p/2 para b = 1/4, 1/2, 2, y 4 en el in- 
tervalo 0 £ t £ 4p . Describa con sus propias palabras que ocu- 
rre con la grafica de la helice y la posicion de la recta tangente 
cuando b aumenta de acuerdo a los valores anteriores. 



Como modelar el movimiento de un proyectil 


Cuando dispararamos un proyectil al aire, por lo general queremos saber de antemano a 
que distancia llegara (^alcanzara el objetivo?), que altura alcanzara (ypasara sobre la coli- 
na?) y en que momento tocara tierra (^cuando veremos resultados?). Podemos obtener es- 
ta information a partir de la direction y la magnitud de la velocidad inicial del proyectil, 
por medio de la segunda ley de Newton. 


Ecuaciones vectoriales y parametricas para el movimiento de un 
proyectil ideal 

Para deducir las ecuaciones de movimiento del proyectil, supondremos que este se com- 
porta como una partfcula que se mueve en un piano coordenado vertical y que la unica 
fuerza que actua sobre el proyectil durante su vuelo es la fuerza constante de la gravedad, 
la cual siempre apunta hacia abajo. Si deseamos gran exactitud, entonces debemos consi- 
derar los siguientes hechos: el suelo se mueve bajo el proyectil al rotar la Tierra, el aire 
crea una fuerza de friction que varfa con la rapidez y altura del proyectil, y la fuerza de 
gravedad cambia cuando el proyectil se mueve. Hay que tomar en cuenta todo esto y app- 
ear dichas correcciones a las predicciones de las ecuaciones ideales que vamos a deducir. 
Sin embargo, estas correcciones se consideran en esta section. 

Suponemos que el proyectil se lanza desde el origen en el instante t = 0 hacia el pri- 
mer cuadrante con una velocidad inicial Vo (figura 13.9). Si Vo forma un angulo a con la 
horizontal, entonces 


Vo = (| v 0 1 cos a)i + (| v 0 1 sen a)j. 

Si usamos la notation yo para la rapidez inicial | vo|, entonces 

Vo = (yocosa)i + (y 0 sena)j. (1) 

La posicion inicial del proyectil es 


r 0 = Oi + Oj = 0. 


( 2 ) 
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y 



Alcance horizontal 
(b) 


FIGURA 13.9 Posicion, velocidad, acele- 
racion y angulo de lanzamiento en t = 0 . 
(b) Posicion, velocidad y aceleracion en un 
instante posterior t. 


La segunda ley de Newton dice que la fuerza resultante que actua sobre el proyectil es 
igual a la masa m del proyectil por su aceleracion, o m(d 2 r/dt 2 ) si r es el vector posicion 
del proyectil y t es el tiempo. Si la unica fuerza es la gravitacional —mgj, entonces 


dr r 

m df2 = -mg j 


y 


dh 

dt 2 


-gj- 


Encontramos r como funcion de t, al resolver el siguiente problema con condiciones ini- 
ciales 


Ecuacion diferencial: 



Condiciones iniciales: r = ro y 



cuando t = 0 


La primera integracion arroja 

f = -(«')j + v o- 

Una segunda integracion da 


r 


\ 

2 


gt 2 j + v 0 f + r 0 . 


Al sustituir los valores de Vo y ro de las ecuaciones (1) y (2) tenemos 


r 



+ (y 0 cos a)fi + (yo sen a)f j + 0 


v 0 r 


Al agrupar terminos, obtenemos 


Ecuacion vectorial para el movimiento de un proyectil ideal 


r 


(yocos a)ri + 


^(y 0 sen a)t 



(3) 


La ecuacion (3) es la ecuacion vectorial para el movimiento de un proyectil ideal. El 
angulo a es el angulo de lanzamiento, tambien llamado angulo de disparo, o angulo de 
elevacion, del proyectil, y Yo.que como ya se dijo, es la rapidez inicial del proyectil. Los 
componentes de r dan las ecuaciones parametricas 


x=(y 0 cosa)f y y = (y 0 sen a)f - ^gt 2 , (4) 

donde x es la posicion horizontal y y es la posicion vertical del proyectil en el instante 
t > 0. 

EJEMPLO 1 Disparo de un proyectil ideal 

Un proyectil es disparado desde el origen sobre el suelo con una rapidez inicial de 500 
m/seg y un angulo de lanzamiento de 60°. Do tide estara el proyectil 10 segundos des- 
pues? 
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Usamos la ecuacion yo = 500, a = 60°, g = 9.8, y t = 10 para obtener los 
componentes del proyectil, 10 segundos despues del disparo. 

r = (y 0 cosa)fi + ^(y 0 sena)f - ^g^jj 

= (500)^(10)1 + ((500) (^10 - (£)(9.8)(100))j 
~ 2500i + 3840j. 

Diez segundos despues del disparo, el proyectil esta aproximadamente a 3840 m de altura 
y a 2500 m de distancia horizontal. 


Altura, tiempo de vuelo y alcance 

La ecuacion (3) nos permite responder muchas preguntas sobre el movimiento de un pro- 
yectil ideal disparado desde el origen. 

El proyectil alcanza su punto mas alto cuando el componente vertical de su velocidad 
se anula; es decir, cuando 


dy 

= Yo sen a - gt = 0, o 


yo sen a 

8 


Para este valor de t, el valor de y es 

/ y (l sen a 


Ymax = (Yosen a) 


8 


1 / y 0 sen a V _ (y 0 sen a) 2 

2 ? V ^ J 2g 


Para determinar cuando toca tierra el proyectil al ser lanzado desde el suelo, hacemos 
el componente vertical igual a cero en la ecuacion (3) y despejamos t. 


(Yo sen a)f 



0 


t 


(y 0 sen a 



0 


2y 0 sen a 

f = °- f = J V~ 

Como t = 0 es el instante en que se dispara el proyectil, entonces 1 = (2yo sen a )/g debe 
ser el instante en que el proyectil toca tierra. 

Para determinar el alcance R del proyectil, la distancia del origen al punto de impacto 
sobre el suelo, calculamos el valor del componente horizontal cuando t = (2yo sen a )/g . 


x = (yocos a )t 

. , f 2y 0 sen a \ y 0 2 , , y 0 2 

R = (y 0 cos a) ( ^ I = -g~ (2 sen a cos a) = “^“sen 2a 

El maximo alcance ocurre cuando sen 2a = 1 o a = 45° . 
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Altura, tiempo de vuelo y alcance para el movimiento de un proyectil ideal 

Para el movimiento de un proyectil ideal, cuando un objeto se lanza desde el ori- 

gen sobre una superficie horizontal 
zamiento a : 

con una rapidez inicial yo y un angulo de lan- 

Altura maxima 

(y 0 sen a) 2 

Lmax — 2 g 

Tiempo de vuelo'. 

2y 0 sen a 

1 ~ 8 

Alcance: 

yo 2 

R = -g- sen 2a . 


EJEMPLO 2 Estudio del movimiento de un proyectil ideal 

Determine la altura maxima, el tiempo de vuelo y el alcance de un proyectil lanzado desde 
el origen sobre una superficie horizontal con una rapidez inicial de 500 m/seg y un angu- 
lo de lanzamiento de 60°(el mismo proyectil del ejemplo 1). 

Solucion 


y 



Altura maxima: y ln; - lx 


Tiempo de vuelo: 


t = 


Alcance: 


R 


(y 0 sen a) 2 

(500 sen 60° ) 2 
2(9.8) 

2y 0 sen a 
8 — 

2(500) sen 60° 
9)8 


sen 2a 


8 

(500) 2 sen 120° 


9T 


9566 m 


88.4 seg 


22,092 m 


De la ecuacion (3), el vector posicion del proyectil es 


r = (y 0 cosa)ri + ((y 0 sena)f - -^gt ]j 


= (500 cos 60°)/i + ( (500 sen 60°)f - ^(9.8 )t 2 ]j 


FIGURA 13.10 La grafica del proyectil 
descrito en el ejemplo 2. 


= 250fi + ((2502 3 )t - 4.9f 2 )j. 
En la figura 13.10 aparece una grafica del proyectil. 


Las trayectorias i deales son parabolicas 

Con frecuencia se afirma que el agua que sale de una manguera traza una parabola en el 
aire, pero cualquiera que observe mas de cerca, vera que esto no es asL El aire frena al 
agua y su avance es demasiado lento como para mantener el paso con la razon con que cae. 
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y 



FIGURA 13.11 La trayectoria de un pro- 
yectil lanzado desde (xo, yo) con una velo- 
cidad Vo y un angulo de a grados con la 
horizontal. 


Lo que realmente se afirma es que los proyectiles ideales se mueven a lo largo de pa- 
rabolas, lo que podemos ver en las ecuaciones (4). Si sustituimos t = x/(yo cos a) de la 
primera ecuacion en la segunda, obtenemos la ecuacion en coordenadas cartesianas 

y = — ( — y — )x 2 + (tan a)x. 

\2y 0 2 cos 2 a / 

Esta ecuacion tiene la forma y = ax 2 + bx.de modo que su grafica es una parabola. 

Lanzamiento desde ( xo , y 0 ) 

Si lanzamos nuestro proyectil ideal desde el punto (xo, yo) en lugar del origen (figura 

13.1 1) , el vector posicion para la trayectoria de movimiento es 

r = (x 0 + (y 0 cos a)f)i + (y 0 + (y 0 sen a)f - \ gt 2 ^], (5) 

como se le pedira en el ejercicio 19. 

EJ EMPLO 3 Lanzamiento de una flecha en llamas 

Para la apertura de los Juegos Olfmpicos de 1992 en Barcelona, el arquero medallista de 
bronce Antonio Rebollo encendio el fuego olfmpico con una flecha en llamas (figura 

13.12) . Suponga que Rebollo lanzo la flecha a una altura de 6 pies sobre el suelo, a 90 pies 
del pebetero y a 70 pies de altura, y tambien que el querfa que la flecha alcanzara su altura 
maxima exactamente 4 pies sobre el centra del pebetero (figura 13.12). 



FI GURA 13 El arquero espanol Antonio Rebollo enciende el fuego ollm- 
pico en Barcelona con una flecha en llamas. 


(a) Exprese y m a X en terminos de la rapidez inicial yo y el angulo de lanzamiento a . 

(b) Use y m & = 74 pies (figura 13.13) y el resultado de la parte (a) para calcular el valor 
de yo sen a . 

(c) Determine el valor de yo cos a . 

(d) Calcule el angulo de lanzamiento inicial de la flecha. 
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9(1 [o 

NO ESTA A ESCALA 


FIGURA 13.13 Trayectoria ideal de la 
flecha que encendio el fuego ollmpico 
(ejemplo 3). 


Solucion 

(a) Usamos un sistema de coordenadas en que el semieje positivo x esta a lo largo del 
suelo, hacia la izquierda (acorde con la segunda fotograffa de la figura 13.12), y 
las coordenadas de la flecha en llamas en t = 0 son Ay = Oy yo = 6 (figura 13.13). 
Tenemos 


y = yo + (yosena)f - ^gt 2 


Ecuacion (5), componente j 


= 6 + ( y 0 sen a )t - ^ gt 1 - 


yo = 6 


Calculamos el instante en que la flecha alcanza su punto mas alto con dy/dt = 0 y 
despejando t, y obtenemos 


t = 


Para este valor de t, el valor de y es 


Jmax = 6 + (y 0 sen a) 


yo sen a 

8 ' 


yo sen a 
8 


1 / y 0 sen a 


= 6 + 


( y 0 sen a) 2 
2 ^ 


(b) Usamos y m a X = 74 y g = 32 pies/s 2 , y de la ecuacion anterior en la parte (a) vemos 
que 


74 = 6 + 


(yp sen a) 2 
2(32) 


o bien 


yosena = 2 (68)(64). 


(c) Cuando la flecha alcanza y rni - lx , la distancia horizontal recorrida al centra del pebetero 
es x = 90 pies. Sustituimos el tiempo necesario para alcanzar y m ^ x de la parte (a) y la 
distancia horizontal x = 90 pies en el componente i de la ecuacion (5) para obtener 


x = xq + (yocos a )t 
90 = 0 4- (yocos a)f 

'y 0 sen a 


= (y 0 cos a) 


8 


Ecuacion (5), componente i 
x = 90, x 0 = 0 

t = (yosena )/g 


Al despejar yo cos a de esta ecuacion, y al usar g = 32 y el resultado de la parte (b), 
tenemos 


90 * 

yo cos a y 0 sen a 

(d) Las partes (b) y (c) implican que 


(90)(32) 

2 (68)(64) 


y 0 sen a 
tan a = y 0 cos a 


(2 (68)(64)) 2 


68 

45 


(90)(32) 
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o bien 


a = taiT 1 « 56.5°. 

Este es el angulo de disparo de Rebollo. 

Movimiento de un proyectil con rafagas de viento 

El siguiente ejemplo muestra como tomar en cuenta otra fuerza que actua sobre un proyec- 
til. Tambien suponemos que la trayectoria de la pelota de beisbol del ejemplo 4 esta en un 
piano vertical. 

EJ EMPLO 4 Bateo de una pelota de beisbol 

Una pelota de beisbol es bateada cuando esta a 3 pies sobre el suelo. Abandona el bate con 
una rapidez inicial de 152 pies/s, formando un angulo de 20° con la horizontal. En el ins- 
tante en que la pelota es bateada, una rafaga instantanea de viento sopla en la direccion ho- 
rizontal, directamente opuesta a la direccion que toma la pelota hacia el jardrn, agregando 
un componente de -8.8i (pies/s) a la velocidad inicial de la pelota (8.8 pies/s = 6 mi/h). 

(a) Determine una ecuacion vectorial (vector posicion) para la trayectoria de la pelota. 

(b) i,Que altura alcanzara la pelota, y en que momento alcanzara esa altura maxima? 

(c) Suponiendo que nadie atrapa la pelota, encuentre su alcance y tiempo de vuelo. 

Solucion 

(a) Usamos la ecuacion (1) y tomamos en cuenta la rafaga de viento, de modo que la ve- 
locidad inicial de la pelota es 

v 0 = (y 0 cosa)i + (y 0 sena)j - 8.8i 

= (152 cos 20°)i + (152 sen 20° )j - (8.8)i 

= (152 cos 20° - 8.8)i + (152 sen 20° )j. 

La posicion inicial es ro = Oi + 3j. La integracion de d 2 r/dt 2 = —gj da 

f = - {gty > + Vo ' 


Una segunda integracion da 

1 

r = - J + v o f + r o- 

A1 sustituir los valores de Vo y ro en la ultima ecuacion obtenemos el vector posicion 
de la pelota. 

1 ?. 

r = — 2 £' J + v of + r 0 

= — 16f 2 j + (152 cos 20° - 8.8)fi + (152 sen 20°)fj + 3j 
= (152 cos 20° - 8.8)fi + (3 + (152sen20°)f - 16f 2 )j. 
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(b) La pelota alcanza su punto mas alto cuando el componente vertical de la velocidad se 
anula; es decir, 


-T = 152 sen 20° - 32f = 0. 
at 


A1 despejar t obtenemos 


152 sen 20° 
32 


1.62 sec. 


A1 sustituir este tiempo en el componente vertical para r obtenemos la altura maxima 
Jmax = 3 + (152 sen 20°)( 1.62) - 16(1.62) 2 
~ 45.2 pies. 

Es decir, la altura maxima de la pelota de beisbol es aproximadamente 45.2 pies, la 
cual se alcanza aproximadamente 1.6 segundos despues de dejar el bat. 

(c) Para ver cuando toca tierra la pelota, hacemos que el componente vertical de r sea 
igual a 0 y despejamos t: 

3 + (152 sen 20° )f - 16 1 2 = 0 
3 + (51.99)f - 16 1 2 = 0. 


Los valores solution son aproximadamente t = 3.3 y t = —0.06 segundos A1 susti- 
tuir el valor positivo en el componente horizontal de r, obtenemos el alcance 

R = (152 cos 20° - 8.8)(3.3) 


~ 442 pies . 

Asf, el alcance horizontal es de aproximadamente 442 pies y el tiempo de vuelo es de 
aproximadamente 3.3 segundos. 

En los ejercicios 29 a 3 1 consideraremos el movimiento del proyectil en la presencia 
de una resistencia del aire que frena el vuelo. 


EJERCICIOS 13.2 


Los proyectiles de los siguientes ejercicios deben considerarse ideates, 
a menos que se indique lo contrario. Todos los angulos de lanzamiento 
se miden desde la horizontal. Tambien se supone que todos los proyec- 
tiles se lanzan desde el origen sobre una superficie horizontal, a me- 
nos que se indique lo contrario. 

1. Tiempo de recorrido Un proyectil se dispara con una rapidez 
de 840 m/ s con un angulo de 60°. ^Cuanto tiempo tardara en re- 
correr horizontalmente 21 km? 

2. Calculo de la rapidez de boca Calcule la rapidez de boca (ma- 
xima rapidez inicial) de una pistola cuyo alcance maximo es de 
24.5 km. 

3. Tiempo de vuelo y altura Un proyectil se dispara con una rapi- 
dez inicial de 500 m/ s con un angulo de elevation de 45°. 


a. ^Cuando y cuan lejos tocara tierra el proyectil? 

b. iA que altura estara el proyectil cuando se encuentre a 5 km 
de distancia horizontal? 

c. ^Cual es la maxima altura alcanzada por el proyectil? 

4. Lanzamiento de una pelota Una pelota de beisbol se lanza 
desde un puesto a 32 pies sobre el suelo, con un angulo de 30° ha- 
cia arriba, desde la horizontal. ^Cuando y cuan lejos tocara la pe- 
lota el suelo si su rapidez inicial es de 32 piest/ s? 

5. Lanzamiento de bala Un atleta lanza una bala de 16 lb con un 
angulo de 45° con respecto a la horizontal, desde 6.5 pies sobre el 
suelo con una rapidez inicial de 44 pies/ s, como sugiere la si- 
guiente figura. ^Cuanto tiempo despues del lanzamiento y cuan 
lejos de la orilla interior del area de lanzamiento tocara la bala el 
suelo? 
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6. (Continuation del ejercicio 5.) Debido a su elevacion inicial, la 
bala del ejercicio 5 podria haber llegado un poco mas lejos, si se 
hubiera lanzado con un angulo de 40°. ^Que tan lejos? De la res- 
puesta en pulgadas. 

7. Lanzamiento de pelotas de golf Una pistola de resorte lanza 
una pelota de golf a nivel del suelo con un angulo de 45°. La pelo- 
ta toca tierra a 10 m de distancia. 

a. ^Cual fue la rapidez inicial de la pelota? 

b. Para la misma rapidez inicial, determine los dos angulos de 
lanzamiento tales que el alcance sea de 6 m. 

8. Rayos de electrones Un electron en un cinescopio es lanzado 
horizon talmente con una rapidez de 5 X 10° m/s hacia la parte 
delantera a 40 cm de distancia. ^Que distancia habra cafdo el 
electron antes de chocar? 

9. Calculo de la rapidez de una pelota de golf Pruebas de labo- 
ratorio disenadas para calcular la distancia recorrida por pelotas 
de golf con distintos grados de dureza, mostraron que una pelota 
con compresion 100, golpeada por un palo con una rapidez de 
100 mi/h y un angulo de lanzamiento de 9° recorrio 248.8 yd. 
^Cual fue la rapidez de lanzamiento de la pelota? (Es mayor que 
100 mi/h y al mismo tiempo en que el palo se movia hacia delan- 
te, la pelota comprimida se alejaba del palo, lo que aumentaba la 
rapidez de la pelota.) 

fO. Una bala Humana sera lanzada con una rapidez inicial de 

Yo = 802 10/3 pies/s. El ejecutante (con el calibre adecuado, 
por supuesto) espera aterrizar en un colchon especial localizado a 
200 pies de distancia horizontal, a la misma altura que la boca del 
canon. El circo funciona en un enorme salon con un techo piano a 
75 pies arriba de la boca. ^Es posible disparar al ejecutante hacia 
el colchon sin tocar el techo? En tal caso, ^cual debe ser el angulo 
de elevacion del canon? 

11. Una pelota de golf deja el suelo con un angulo de 30° y una rapi- 
dez de 90 pies/ s. ^,Rebasara la copa de un arbol de 30 pies que es- 
ta en el camino, a 135 pies de distancia horizontal? Explique. 

12. Green elevado Una pelota de golf es golpeada con una rapidez 
inicial de 1 16 pies/ s con un angulo de elevacion de 45° desde el 


tee hasta un green que tiene una altura de 45 pies sobre el tee, co- 
mo muestra el diagrama. Si el pin, a 369 pies de distancia hori- 
zontal, no estorba, ^donde caera la pelota en relation con el pin? 


Pin 



NO ESTA A ESCALA 


13. El “Monstruo Verde” Una pelota de beisbol, bateada por un 
jugador de los Medias Rojas de Boston con un angulo de 20° a 3 
pies sobre el suelo, paso sobre el extremo izquierdo del “Mons- 
truo Verde”, como se le conoce a la pared del jardfn izquierdo en 
el estadio Fenway Park. Esta pared tiene 37 pies de altura y esta a 
315 pies del home (vea la siguiente figura). 

a. ^Cual fue la rapidez inicial de la pelota? 

b. ^Cuanto tiempo tardo la pelota en llegar a la pared? 



14. Angulos de disparo con igual alcance Demuestre que un pro- 
yectil disparado con un angulo de a grados, 0 < a < 90, tiene el 
mismo alcance que un proyectil disparado con la misma rapidez 
pero un angulo de (90 — a) grados. (En los modelos que toman 
en cuenta la resistencia del aire, esta simetrfa se pierde.) 

15. Angulos de disparo con igual alcance (.Cuales son los dos an- 
gulos de elevacion que permiten a un proyectil alcanzar un objeti- 
vo que esta a 16 km de distancia horizontal sobre el mismo nivel 
que la pistola, si la rapidez inicial del proyectil es 400 m/ s? 

16. Alcance y altura versus rapidez 

a. Muestre que al duplicar la rapidez inicial de un proyectil con 
un angulo de lanzamiento dado, el alcance se multiplica por 4. 

b. ^Aproximadamente en que porcentaje debe incrementarse la 
rapidez inicial para duplicar la altura y el alcance? 

17. Lanzamiento de bala En Moscu (1987), Natalya Lisouskaya 
establecio un record mundial femenino, lanzando una bala de 8 lb 
y 13 oz a 73 pies 10 pulgadas. Si ella lanzo la bala con un angulo 
de 40° con la horizontal, desde 6.5 pies sobre el suelo, ^cual fue 
la rapidez inicial de la bala? 
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18. Altura versus tiempo Muestre que un proyectil alcanza tres cuar- 
tos de su altura maxima en la mitad del tiempo que tarda en alcan- 
zar la altura maxima. 

19. Disparo desde (jro,yo) Deduzca las ecuaciones 

x = xq + (yocos a )t, 

y = yo + (Yosena )t - ^gt 2 , 

(vea la ecuacion (5) en el texto) resolviendo el siguiente problema 
con condiciones iniciales para un vector r en el piano. 


dientemente del valor de yo . ,[Fue una mera coincidencia, o debia 
ocurrir? Justifique su respuesta. 



Ecuacion diferencial: 
Condiciones iniciales: 


cfr 

di 2 

r(0) 


~8 j 

xoi + yoj 


dr 

dt 


(0) 


(y 0 cosa)i + (y 0 sena)j 


20. Flecha en llamas Use el angulo de disparo hallado en el ejem- 
plo 3 para calcular la rapidez con que la flecha en llamas salio del 
arco de Rebollo. Vea la figura 13.13. 

21. Flecha en llamas El pebetero del ejemplo 3 tiene 12 pies de 
diametro. Use la ecuacion (5) y el ejemplo 3c para determinar el 
tiempo que tardo la flecha en recorrer la distancia horizontal has- 
ta la orilla del pebetero. ^A que altura estaba la flecha en ese mo- 
menta? 

22. Describa la trayectoria de un proyectil dado por las ecuaciones (4) 
cuando a = 90° . 

23. Tren miniatura La siguiente fotograffa multiflash muestra un 
tren miniatura que se mueve con rapidez constante en una via ho- 
rizontal recta. Mientras se mueve la locomotora, una canica se 
lanza al aire mediante un resorte en la chimenea de la locomotora. 
La canica continua moviendose con la misma rapidez hacia de- 
lante que la locomotora, y regresa a esta un segundo despues del 
lanzamiento. Mida el angulo que forma la trayectoria de la canica 
con la horizontal y use la information para determinar la altura 
maxima de la canica y la rapidez de la locomotora. 


•P E - • -r-r— ■-■■■ •_ •— ' 

„ „■ 

24. Choque de canicas La siguiente figura muestra un experimen- 
to con dos canicas. La canica A fue lanzada hacia la canica B con 
un angulo de lanzamiento a y una rapidez inicial yo . En el mis- 
mo instante, la canica B se dejo caer desde el reposo a R tan a 
unidades directamente sobre un punto a R unidades de distancia 
horizontal de A. Se observo que las canicas chocaron, indepen- 


25. Lanzamiento colina abajo Un proyectil ideal se lanza hacia 
abajo en un piano inclinado, como muestra la siguiente figura. 

a. Demuestre que el maximo alcance colina abajo se logra cuan- 
do el vector velocidad inicial biseca al angulo AOR. 

b. Si el proyectil fuese lanzado hacia arriba y no hacia abajo, 
^,que angulo de lanzamiento maximiza su alcance? Justifique 
su respuesta. 



26. Bateo de una pelota de beisbol bajo la influencia de una rafaga 
de viento Una pelota de beisbol es golpeada cuando esta a 2.5 
pies sobre el suelo. Abandona el bate con una rapidez inicial de 
145 pies/ s y un angulo de lanzamiento de 23°. En el instante del 
golpe, una rafaga instantanea de viento sopla contra la pelota, 
agregando un componente de — 14i(pies/s) a la velocidad inicial 
de la pelota. Una barda de 15 pies de altura esta a 300 pies del 
plato (la almohadilla de home) en la direction del vuelo. 

a. Determine una ecuacion vectorial para la trayectoria de la pe- 
lota. 

b. lA que altura llega la pelota, y cuando alcanza la altura maxi- 
ma? 

c. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota, supo- 
niendo que nadie la atrapa. 

d. ^En que momenta la pelota se encuentra a 20 pies de altura? 
lA que distancia (horizontal) del home esta la pelota a esa 
altura? 

e. ^E1 bateador anoto un cuadrangular (o home run)! Explique. 

27. Voleibol Un balon de voleibol es golpeado cuando esta a 4 pies 
sobre el suelo y a 12 pies de una red que tiene 6 pies de altura. 
Deja el punto de impacto con una rapidez inicial de 35 piest/ s y 
un angulo de 27°, sin ser tocado por el equipo contrario. 
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a. Encuentre una ecuacion vectorial para la trayectoria del balon. 

b. ^Que altura alcanza el balon? ^.Cuando alcanza su altura ma- 
xima? 

c. Calcule su alcance y su tiempo de vuelo. 

d. </,En que momento el balon se encuentra a 7 pies sobre el sue- 
lo? que distancia (horizontal) se encuentra el balon del 
punto donde tocara el suelo? 

e. Si la red sube hasta 8 pies de altura, ^cambian las cosas? Ex- 
plique. 

28. Donde las trayectorias alcanzan la cima Para un proyectil dis- 
parado desde el suelo con un angulo de lanzamiento a y una rapi- 
dez inicial yo, considere a a como una variable y a yo como una 
constante. Para cada a, siendo que a, 0 < a < p/2,obtenemos 
una trayectoria parabolica como la que aparece en la siguiente fi- 
gura. Muestre que los puntos en el piano que dan las alturas ma- 
ximas de estas trayectorias parabolicas estan sobre la elipse 


r + 4 y 


yo 2 V 
4 g) 



donde x & 0 . 


y 



Movimiento de un arrastre lineal 

La principal fuerza que afecta al movimiento de un proyectil, ademas 
de la gravedad, es la resistencia del aire, llamada fuerza de arrastre o 
de resistencia. Esta fuerza actua siempre en direction opuesta a la ve- 
locidad del proyectil (vea la siguiente figura). Sin embargo, para pro- 
yectiles que se mueven en el aire con una rapidez relativamente baja, 
la fuerza de arrastre es (aproximadamente) proportional a la rapidez 
(elevada a la primera potencia) y por eso se le llama lineal. 


y 



29. Arrastre lineal Deduzca las ecuaciones 

x = — e *') cos a 

y = ^(l- e -*')(sina) + -^(l -kt-e- k >) 

resolviendo el siguiente problema con condiciones iniciales para 
un vector r en el piano. 

Ecuacion diferencial: ^ *" = —s\ — k\ — — ei — k^f- 

dt 2 SJ dt 

Condiciones iniciales: r(0) = 0 

= Vo = (y 0 cosa)i + (y 0 sena)j 

El coeficiente de arrastre k es una constante positiva que 
representa la resistencia debida a la densidad del aire; yo y a son 
la rapidez y angulo de lanzamiento iniciales y g es la aceleracion 
de la gravedad. 

30. Bateo de una pelota con arrastre lineal Considere el proble- 
ma de la pelota de beisbol del ejemplo 4 cuando hay arrastre li- 
neal (vea el ejercicio 29). Suponga que el coeficiente de arrastre 
es k — 0. 12 , pero que no hay rafagas de viento. 

a. Use el ejercicio 29 y escriba una forma vectorial para la tra- 
yectoria de la pelota. 

b. (,Que altura alcanza la pelota? ^Cuando alcanza la altura ma- 
xima? 

c. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota. 

d. oEn que momento la pelota se encuentra a 30 pies de altura? 

que distancia (horizontal) del plato se encuentra la pelota 
a esa altura? 

e. La barda del jardrn, de 10 pies de altura, esta a 340 pies del 
plato y en la direction de vuelo de la pelota. El jardinero pue- 
de brincar y atrapar cualquier pelota hasta una altura de 1 1 pies 
por arriba del suelo para evitar que pase la barda. ^Consiguio 
el bateador un cuadrangular? 

31. Bateo con arrastre lineal y una rafaga de viento Considere de 
nuevo el problema de la pelota de beisbol del ejemplo 4. Esta vez, 
suponga que hay un coeficiente de arrastre de 0.08 y una rafa- 
ga instantanea de viento que agrega un componente de — 17. 6i 
(pies/s) a la velocidad inicial en el instante en que la pelota es 
golpeada. 

a. Encuentre una forma vectorial para la trayectoria de la pelota. 

b. (,Que altura alcanza la pelota? ^Cuando alcanza la altura ma- 
xima? 

c. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota. 

d. ^En que momento la pelota se encuentra a 35 pies de altura? 
lA que distancia (horizontal) del plato se encuentra la pelota 
a esa altura? 

e. La barda del jardrn, de 20 pies de altura, esta a 380 pies del 
home y en la direction de vuelo de la pelota. ^,E1 bateador 
consiguio un cuadrangular? En caso afirmativo, (,que cambio 
en el componente horizontal de la velocidad inicial de la pelo- 
ta la mantendrfa dentro del parque? En caso negativo, (,que 
cambio habrfa permitido un home run? 


dr 

dt 
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Longitud de arco y el vector tangente unitario T 


Imagine los movimientos que podrfa experimentar si viajara a alta velocidad a lo largo de 
una trayectoria en el aire o el espacio. Especfficamente, imagine los movimientos de dar 
vuelta hacia la izquierda o a la derecha y los movimientos hacia arriba o hacia abajo que 
tiendan a levantarlo de o a presionarlo contra su asiento. Los pilotos que vuelan en la at- 
mosfera, girando en vuelos acrobaticos, ciertamente viven estos movimientos. Las vueltas 
demasiado cerradas, las bajadas y subidas demasiado pronunciadas, o bien, movimientos 
con a una alta velocidad creciente, podrfan hacer que una nave perdiera el control, e inclu- 
so que se partiera a la mitad en el aire, y se precipitara hacia la Tierra. 

En esta y en las dos siguientes secciones estudiaremos aquellas caracterfsticas de una 
curva que describen, en forma matematica, lo pronunciado de sus giros y de las vueltas 
perpendiculares al movimiento. 



FIGURA 13.14 Alas curvas regulares es 
posible darles una escala similar a la de las 
rectas numericas, donde la coordenada de 
cada punto es su distancia dirigida a lo 
largo de la curva desde un punto base 
predeterminado. 


Longitud de arco a lo largo de una curva en el espacio 

Una de las caracterfsticas de las curvas regulares en el espacio es que tienen una longitud 
medible. Esto permite localizar puntos a lo largo de estas curvas mediante su distancia di- 
rigida ,v a lo largo de la curva desde algun punto base, que es la forma de localizar puntos 
en los ejes coordenados, es decir, por medio de su distancia dirigida desde el origen (figu- 
ra 13.14). El tiempo es el parametro natural para describir la velocidad y la aceleracion de 
un cuerpo en movimiento, aunque s es el parametro natural para estudiar la forma de una 
curva. Ambos parametros aparecen en el analisis de los vuelos espaciales. 

Para medir la distancia a lo largo de una curva regular en el espacio, agregamos un 
termino z a la formula que usamos para las curvas en el piano. 


DEFINICION Longitud de una curva regular 

La longitud de una curva regular r(t) = x(f)i + y(f)j + z(f)k, a < t < b, re- 
corrida exactamente una vez cuando t va de 1 = a hasta t = b, es 


L = 



C 



( 1 ) 


Al igual que con las curvas planas, podemos calcular la longitud de una curva en el 
espacio con cualquier parametrizacion conveniente que cumpla las condiciones dadas. 
Omitiremos la demostracion. 

La rafz cuadrada de la ecuacion (1) es | v |, la longitud de un vector tangente dr/dt. Es- 
to nos permite escribir de forma reducida la formula para la longitud. 


Formula para la longitud de un arco 


f b 


L= \x\dt 

(2) 

Ja 



EJ EMPLO 1 Distancia rrecorrida por un planeador 

Un planeador viaja hacia arriba a lo largo de la helice r(f) = (cos f)i + (sinf)j + rk. 
(i Que distancia recorrera el planeador a lo largo de su trayectoria, desde t = 0 hasta 
t = 2p « 6.28 seg? 
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z 



FIGURA 13.15 La helice r(f) = 

(cos f)i + (sen f)j + rk del ejemplo 1 . 


z 



Solucion El segmento de trayectoria durante este tiempo corresponde a una vuelta 
completa de la helice (figura 13.15). La longitud de esta parte de la curva es 


L = 




(—sent) 2 + (cost) 2 + (1 ) 2 dt 


2 2 dt = 2p 2 2 unidades de longitud. 

Esto es 2 2 veces la longitud de la circunferencia en el piano xy sobre la que se eleva la 
helice. 

Si elegimos un punto base P(to) sobre una curva regular C parametrizada por t, cada 
valor de t determina un punto Pit) = (x(f), y(f), z(f)) en C y una “distancia dirigida” 

s(t) = I | v(t) | dt , 

Jt 0 

medida a lo largo de C desde el punto base (figura 13.16). Si t > to, s(t) es la distancia de 
P(t Q ) a Pit). Si t < to, s(t ) es el negativo de tal distancia. Cada valor de s determina un 
punto de C y esto parametriza a C con respecto a s. Decimos que s es un parametro longi- 
tud de arco de la curva. El valor del parametro se incrementa en la direccion en que t cre- 
ce. El parametro longitud de arco es de particular utilidad al estudiar la naturaleza de los 
giros y vueltas de una curva en el espacio. 



Parametro longitud de arco con punto base P(t 0 ) 

s(t) = f 2 [x'(t)] 2 + [/(t)] 2 + [z'(t)] 2 ^t = f‘\\(t)\dt (3) 

J to J to 


FIGURA 13.16 La distancia dirigida a lo 
largo de la curva desde P(to) hasta cual- 
quier punto P(t) es 

s(t) = /'|v(t)|.t. 

Jla 


Usaremos la letra griega t (“tau”) como variable de integracion, pues la letra t se usa 
ya como el lfmite superior. 

Si una curva r(t) ya esta dada en terminos de cierto parametro t, y s(t) es la longitud 
de arco dada por la ecuacion (3), entonces podemos expresar t como funcion de s: 1 
= t(s) . Por ello la curva puede ser reparametrizada en terminos de s, sustituyendola por 
t:r = r(t(s)). 


EJ EMPLO 2 Parametrizacion por longitud de arco 

Si to = 0, el parametro longitud de arco a lo largo de la helice 

r(f) = (cos f)i 4- (sen f)j 4- fk 

desde to hasta t es 


s(t) 


I v(t) | z/t 


Ecuacion (3) 


= / 22 ^ 


Valor del ejemplo 1 


= 22 t. 
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A1 despejar t de esta ecuacion tenemos que t = s/2 2. Sustituimos este valor en el vector 
posicion r para obtener la siguiente parametrizacion por longitud de arco para la helice: 

r(f(s)) = ( cos V - )i + ( sen S — 

V 2 2/ V 2 2 

A diferencia del ejemplo 2, la parametrizacion por longitud de arco es, por lo general, 
dificil de calcular para una curva dada en terminos de algun otro parametro t. Sin embargo 
y por fortuna, en pocas ocasiones necesitaremos una formula exacta para s(t) o su inversa 
t(s). 

EJ EMPLO 3 Distancia a lo largo de una recta 

Mostrar que si u = u{\ + u 2 j + »?k es un vector unitario, cntonces el parametro longitud 
de arco a lo largo de la recta 

r(f) = (x 0 + tui)i + (y 0 + tu 2 )j + (z 0 + tu 3 )k 

es el propio f, desde el punto Po(Ao> Jo, Zo). donde t = 0. 

Solucion 

v = J^(xo + tu\)i + ^(yo + tui)j 
de modo que 

s(f) = J v | r/t = 


+ — (zo + tuj)k — u\i + u 2 i + [/ 3 k — u. 




Rapidez en una curva regular 

Como las derivadas dentro del radical de la ecuacion (3) son continuas (la curva es regu- 
lar), el teorema fundamental del calculo nos dice que s es una funcion diferenciable de 1 
con derivada 


f-|v«)|. (4) 

Como ya sabfamos, la rapidez con que una partfcula se mueve a lo largo de su trayectoria 
es la magnitud de v. 

Observe que aunque el punto base P(fo) juega un papel en la definicion de s en la 
ecuacion (3), no juega un papel en la ecuacion (4). La razon con que una partfcula en mo- 
vimiento cubre la distancia a lo largo de su trayectoria, es independiente de lo lejos que se 
encuentre del punto base. 

Observe ademas que ds/dt > 0 pues, por definicion, | v | nunca se anula para una cur- 
va regular. De nuevo vemos que s es una funcion creciente de t. 

Vector unitario tangente T 

Ya sabemos que el vector velocidad v = dr/dt es tangente a la curva, y que el vector 


T = 
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FIGURA 13.17 Hallamos el vector unita- 
rio tangente T, dividiendo a v entre | v | . 


es entonces un vector unitario tangente a la curva (regular). Como ds/dl > 0 para las cur- 
vas en cuestion, 5 es uno a uno y tiene una inversa que da a t como funcion diferenciable 
de s (seccion 7.1). La derivada de la inversa es 

dt _ 1 _ _j_ 

ds ds/dt | v | ' 

Esto hace de r una funcion diferenciable de s cuya derivada puede calcularse mediante la 
regia de la cadena como 

t/r _ t/r dt_ _ ^j_ _ v _ 

ds dt ds V | v | | v | 

Esta ecuacion dice que dr/ds es el vector unitario tangente en la direccion del vector velo- 
cidad v (figura 13.17). 


DEFINICION Vector unitario tangente 

El vector unitario tangente de una curva regular r (t) es 

j _ _ dr/dt _ 

ds ds/dt | v | ' 


(5) 


El vector unitario tangente T es una funcion diferenciable de t siempre que v sea una 
funcion diferenciable de t. Como veremos en la seccion 13.5, T es uno de los tres vectores 
unitarios en un sistema de referencia movil que se usa para describir el movimiento de ve- 
hfculos espaciales y otros cuerpos que viajan en tres dimensiones. 

EJ EMPLO 4 Como encontrar el vector unitario tangente T 

Encuentre el vector unitario tangente a la curva 

r (t) = (3 cos f)i + (3 sen f)j + f 2 k 
que represente la trayectoria del planeador del ejemplo 4, seccion 13.1. 

Solucion En ese ejemplo, vimos que 

Hy 

v = - 7 - = —(3 sen f)i + (3 cos f)j + 2fk 


|v| = 2 9 + At 2 . 


Asf, 


T = 


v 

I V | 


3 sen t 


3 cos t 


It 


i + — ~ j + — r k. 

2 9 + 4 1 2 2 9 + 4 1 2 2 9 + 4 1 2 
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FIGURA 13.18 El movimiento r(t) = 
(cos t) i + (sen f)j (ejemplo 5). 


EJEMPLO 5 Movimiento en la circunferencia unitaria 

Para el movimiento en contra de las manecillas del reloj 

r(f) = (cos f)i + (sen f)j 
alrededor de la circunferencia unitaria, 

v = (— senf)i + (cos f)j 

ya tenemos un vector unitario, de modo que T = v (figura 13.18). 


EJERCICIOS13.3 

Vectores unitarios tangentes 
y longitudes de curva 

En los ejercicios 1-8, encuentre el vector unitario tangente a la curva. 
Ademas, calcule la longitud de la parte indicada de la curva. 

1. r (t) = (2 cos f)i + (2 sen f)j + 2 5tk, 0 s t< p 

2. r(t) = (6 sen 2f)i + (6 cos 2?)j + 5?k, 0 £ ( £ p 

3 . r(f) = fi + (2/3)f 3/2 k, 0 < t < 8 

4. r (t) = (2 + f)i - (? + l)j + tk, 0 < t < 3 

5. r(t) = (cos 3 f)j + (sen 3 t)k, 0 £ t £ p/2 

6. r(t) = 6t 3 i - 2f 3 j - 3f 3 k, 1 < t < 2 

7. r (t) = (?cosf)i + (tsen?)j + (22 2/3)t 3 ^k, 0 £ t £ p 

8. r(t) = (tsenf + cos f)i + ( tcosf — senfjj, 2 2 £ t £ 2 

9. Determine el punto sobre la curva 

r(f) = (5senf)i + (5 cos f)j + 12?k 

que se encuentra a una distancia de 26p unidades desde el origen 
a lo largo de la curva, en la direccion en que crece la longitud de 
arco. 

10. Determine el punto sobre la curva 

r(f) = (12senf)i — (12cosf)j + 5fk 

que se encuentra a una distancia de 13p unidades desde el origen 
a lo largo de la curva, en la direccion opuesta a la direccion en 
que crece la longitud de arco. 

Parametro de longitud de arco 

En los ejercicios 11-14, determine el parametro de longitud de arco a 
lo largo de la curva desde el punto en que t = 0, evaluando la integral 

s = [ |v(t)|dt 

Jo 

de la ecuacion (3). Luego calcule la longitud de la parte indicada de la 
curva. 


11. r(t) = (4cosf)i + (4senf)j + 3fk, 0 £ t £ p/2 

12. r(f) = (cost -I- fsenf)i + (sent — tcosf)j, p/2 £ f £ p 

13. r(t) = (e'cost)i + (e'sent)j + e'k, —In 4 < t < 0 

14. r(t) = (1 + 2f)i + (1 + 3t)j + (6 - 6t)k, -1 < t < 0 

Teoria y ejemplos 

15. Longitud de arco Calcule la longitud de la curva 

r(t) = (2 2t)i + (2 2f)j + (1 — f 2 )k 

desde (0, 0, 1 ) hasta (2 2,2 2, 0) . 

16. Longitud de una helice La longitud 2p 2 2 de una de las 
vueltas de la helice del ejemplo 1 es tambien la longitud de la dia- 
gonal de un cuadrado con 2p unidades de longitud por lado. 
Muestre la forma de obtener este cuadrado, mediante el corte y 
aplanado de una parte del cilindro en que se enrolla la helice. 

17. Elipse 

a. Muestre que la curva 

r(t) = (cos t)i + (sen f)j + (1 — cos l)k,0£ f £ 2p , es 
una elipse, demostrando que es la interseccion de un cilindro 
circular recto y un piano. Determine las ecuaciones del cilin- 
dro y del piano. 

b. Trace la elipse sobre el cilindro. Agregue a su dibujo los vec- 
tores unitarios tangentes en f = 0, p/2, p , y 3p/2. 

c. Muestre que el vector aceleracion siempre es paralelo al piano 
(ortogonal a un vector normal al piano). Asl, si usted traza la 
aceleracion como un vector pegado a la elipse, estara en el 
piano de la elipse. Agregue los vectores aceleracion para 

t — 0, p/2, p , y 3p/2 a su dibujo. 

d. Escriba una integral para la longitud de la elipse. No intente 
evaluarla, pues no es elemental. 

e. Integrador numerico Estime la longitud de la elipse con 
dos cifras decimales. 

18. La longitud es independiente de la parametrizacion Para 
ilustrar el hecho de que la longitud de una curva regular no de- 
pende de la parametrizacion utilizada para calcularla, calcule la 
longitud de una vuelta de la helice del ejemplo 1 con las siguien- 
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tes parametrizaciones. 

a. r (f) = (cos4?)i + (sen4/)j + 4?k, 0 £ ( £ p/2 

b. r(f) = [cos (t/2)]i + [sen(f/2)]j + (f/2)k, 0 £ t £ 4p 

c. r (f) = (cos f)i — (sen /) j — ?k, — 2p < f < 0 

19. La involuta de una circunferencia Si una cuerda enrollada al- 
rededor de una circunferencia fija se desenrolla mientras se man- 
tiene tensa en el piano de la circunferencia, su extremo P traza 
una involuta de la circunferencia. La siguiente figura muestra la 
circunferencia en cuestion, y esta dada por x 1 + y 2 = l;elpunto 
que traza la curva comienza en (1, 0). La parte no desenrollada de 
la cuerda es tangente a la circunferencia en Q, y t es la medida en 
radianes del angulo entre el semieje positivo x y el segmento OQ. 
Deduzca las ecuaciones parametricas 

x = cos t + t sen t, y = sen t — t cos t, t > 0 

del punto P(x, y) sobre la involuta. 



20. ( Continuacion del ejercicio 19.) Determine el vector unitario tan- 
gente a la involuta de la circunferencia en el punto P(x, y). 


13.4 


Curvatura y el vector unitario normal N 


y 



FIGURA 13.19 Cuando P se mueve a lo 
largo de la curva, en la direccion en que la 
longitud de arco crece, el vector unitario 
tangente gira. El valor de | dT/ds | en P es 
la curvatura de la curva en P. 


En esta section estudiaremos como se dobla una curva. Primero analizaremos las curvas 
en el piano y luego las curvas en el espacio. 

Curvatura y el vector unitario normal N 

Cuando una partfcula se mueve a lo largo de una curva regular en el piano, T = dr/ds gi- 
ra al doblarse la curva. Como T es un vector unitario, su longitud permanece constante y 
solo cambia su direccion cuando la partfcula se mueve a lo largo de la curva. Su curvatura 
es la razon con que T gira por unidad de longitud, a lo largo de la curva (figura 13.19). El 
sfmbolo tradicional para la funcion curvatura es la letra griega K (“kappa”). 


DEFINICI ON Curvatura 

Si T es el vector unitario tangente de una curva regular, la funcion curvatura de 
esta es 


k = 


dT 

ds 


Si | dT/ds | es grande, entonces T gira rapidamente cuando la partfcula pasa por P y la 
curvatura en P es tambien grande; mientras que si el valor de dT/ds es cercano a cero, 
entonces T gira mas lentamente y la curvatura en P es menor. 

Si una curva regular r(t) esta dada en terminos de otro parametro t distinto al parame- 
tro de longitud de arco s, podemos calcular la curvatura como 


dT 


dT dt 

ds 


dt ds 


1 

| ds/dt | 


d/T 

dt 


Regia de la cadena 


d T 


dt 


ds 

dt 


= M 
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FIGURA 13.20 A lo largo de una li'nea 
recta, T siempre apunta en la misma 
direccion. La curvatura, | dT/ds | , es cero 
(ejemplo 1). 


Formula para calcular la curvatura 

Si r (t) es una curva regular, entonces la curvatura es 


k 



dT 

dt 


donde T = v/| v | es el vector unitario tangente. 


( 1 ) 


A1 probar la definicion, en los dos siguientes ejemplos vemos que la curvatura es 
constante para las lineas rectas y las circunferencias. 

EJ EMPLO 1 La curvatura de una linea recta es cero 

En una linea recta, el vector unitario tangente T siempre apunta en la misma direccion, de 
modo que sus componentes son constantes. Por tanto, dT/ds = | 0 | = 0 (figura 13. 20). 


Ej EMPLO 2 La curvatura de una circunferencia de radio aes 1/a 

Para ver por que, comenzamos con la parametrizacion 

r(f) = ( a cos f)i + (a sen f)j 
de una circunferencia de radio a. Entonces, 

dv 

v = = — (a sen r)i + (a cos f)j 

| v | = 2 (— a sen r) 2 + (a cost) 2 = 2 a 2 = \a\ = a 
De esto vemos que 


Como a > 0, 

M= a. 


T 



— (sen r)i + (cos f)j 


d T 

dt 


— (cos f)i — (sen f)j 


dT 

dt 


2 cos 2 t + sen 2 1 = 1 . 


Asi que, para cualquier valor del parametro f, 


k 



dT 

dt 



1 
a ■ 


Aunque la formula para el calculo de k en la ecuacion (1) tambien es valida para cur- 
vas en el espacio, en la siguiente seccion encontraremos otra formula mas conveniente pa- 
ra este calculo. 

Entre los vectores ortogonales al vector unitario tangente T hay uno de particular im- 
portance, pues apunta en la direccion en que gira la curva. Como T tiene longitud cons- 
tante (a saber, 1), la derivada dT/ds es ortogonal a T (seccion 13.1). Por tanto, si dividi- 
mos dT/ds entre su longitud k, obtenemos un vector unitario N ortogonal a T (figura 
13.21). 
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FI GU RA 1 3 . 2 1 El vector dT/ds, normal 
a la curva, siempre apunta en la direction 
en que T gira. El vector unitario normal N 
es la direction de clT/ds. 


DEFINICION Normal unitario principal 

En un punto donde k ^ (Eel vector normal unitario principal de una curva re- 
gular en el piano es 


N = 


1 dT 
^ ds ' 


El vector dT/ds apunta en la direction en que T gira al doblarse la curva. Por tanto, si 
observamos en la direction en que la longitud de arco aumenta, el vector dT/ds apunta ha- 
cia la derecha si T gira en el sentido de las manecillas del reloj, y hacia la izquierda si T 
gira en el sentido contrario. En otras palabras, el vector normal principal N apunta hacia el 
lado concavo de la curva (figura 13.21). 

Si una curva regular r(t) esta dada en terminos de un parametro t distinto al parametro 
de longitud de arco s, podemos usar la regia de la cadena para calcular N de manera di- 
recta: 

dT/ds 

N = 

| dT/ds | 

_ (dT/dt)(dt/ds) 

\dT/dt\\dt/ds\ 


dT/dt 

\dT/dt\ 


f = -l->Osecancela 
ds ds/dt 


Esta formula nos permite determinar N, sin necesidad de hallar primero k y ,v. 


Formula para calcular N 

Si r(t) es una curva regular, entonces el vector normal unitario principal es 

dT/dt 

N = — 

\dT/dt\ 


( 2 ) 


donde T = v/| v | es el vector unitario tangente. 


EJEMPL0 3 Como determinar Ty N 

Determine T y N para el movimiento circular 

r(f) = (cos2f)i + (sen2f)j. 

Solution Primero encontramos T: 

v = — (2sen2f)i + (2cos2f)j 

| v | = 2 4 sen 2 2t + 4 cos 2 2t = 2 
T = p-T = — (sen2f)i + (cos2f)j. 
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A partir de esto vemos que 


— r~ = — (2cos2f)i — (2 sen 2f)j 


= 24 cos 2 2t + 4 sen 2 2t = 2 


dT/dt 

\dT/dt\ 


= — (cos2f)i — (sen2f)j. 



FIGURA 13.22 El circuit) osculador en P 
esta hacia el lado interno de la curva. 


Observe que T • N = 0, lo que comprueba que N es ortogonal a T. Observe tambien que 
para este movimiento circular, N apunta desde r(f) hacia el centra de la circunferencia en 
el origen. 


Circunferencia de curvatura para curvas planas 

El circulode curvatura o circulo osculador en un punto P de una curva plana con k A 0, 
es el circulo en el piano de la curva tal que 

1. Es tangente a la curva en P (tiene la misma recta tangente que la curva) 

2. Tiene la misma curvatura que la curva tiene en P 

3. Esta del lado concavo o interno de la curva (como en la figura 13.22). 

El radio de curvatura de la curva en P es el radio del circulo de curvatura, lo que de 
acuerdo con el ejemplo 2 es 


Radio de la curvatura 



Para calcular r , determinamos k y luego tomamos su reciproco. El centro de curvatura 
de la curva en P es el centro del circulo de curvatura. 


EJ EMPLO 4 Como determinar el circulo osculador de una parabola 

Determine y grafique el circulo osculador de la parabola y = x 2 en el origen. 

Solucion Parametrizamos la parabola con el parametro t = x (section 10.4, ejemplo 1) 

r0) = ti + t 2 j. 

Primero calculamos la curvatura de la parabola en el origen mediante la ecuacion (1): 

dr 

V = * = 1 + 2fJ 


|v| = 2 1 + 4 r 


de modo que 


T = |^| = (1 + 4f 2 r 1 / 2 i + 2t(l + 4f 2 )~ 1 / 2 j. 


A partir de esto vemos que 
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FI GURA 13.23 El circulo osculador 
para la parabola y = x~ en el origen 
(ejemplo 4). 


^ = — 4f(l + 4f 2 ) _3 / 2 i 4- [2(1 + 4f 2 r 1 / 2 - 8r(l + 4r) _3 / 2 ] j. 


En el origen, t = 0, de modo que la curvatura es 


k(o) 


l 

|v(0)j 



Ecuacion (1) 


= ^|0i + 2j| 

2 1 

= ( 1)2 0 2 + 2 2 = 2 . 


Por tanto, el radio de curvatura es 1/k = 1/2 y el centra de la circunferencia es (0, 1/2) 
(vea la figura 13.23). La ecuacion del circulo osculador es 


o bien 


(x ~ 0) 2 + 




2 


X 2 + 



1 

4' 


En la figura 12.23 se puede observar que en el origen, el circulo osculador es una mejor 
aproximacion a la parabola que la recta tangente y = 0 . 


P 


t = 27 


2nb 

, t = 77 

I 

I 



FIGURA 13.24 Lahelice 

r(f) = ( a cos f)i + ( a sen t) j + bt k, 
trazada con a, b positivos y f > 0 
(ejemplo 5). 


Curvatura y vectores normal es para curvas en el espacio 

Si una curva regular en el espacio se especifica mediante el vector posicion r(f) como fun- 
cion de cierto parametro f, y si ,v es el parametro de longitud de arco de la curva, entonces 
el vector unitario tangente T is dr/ds = v/| v|. Entonces la curvatura en el espacio se de- 
fine como 


(3) 


1 

u — 

d T 

1 

dT 

1 

1 — - - 


ds 

M 

dt 


al igual que en el caso de las curvas planas. El vector dT/ds es ortogonal a T y definimos 
el vector normal unitario principal como 


XT 1 d T 

N = 1c 


dT/dt 


ds \dT/dt[ 


(4) 


EJ EMPLO 5 Calculo de la curvatura 

Determine la curvatura de la helice (figura 13.24) 


r(f) = ( a cos f)i + ( a sen f)j + bt k, 


a, b > 0, 


a 1 + b 2 ^ 0. 
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Solucion Calculamos T a partir del vector velocidad v: 

v = — (a sen r)i + (acosf)j + bk 


I v I = 2 a 2 sen 2 t + a 2 cos 2 1 + b 2 = 2 a 2 + b 2 


T = 


1 


M 2 a 2 + b 2 
Luego, usando la ecuacion (3), 


[— (asenf)i + {a cos f)j + bk\. 


k = n 

V 


dT 


dt 


2 a 2 + b 2 


2 a 2 + b 2 


[—(a cos f)i — ( a sen f)j] 


a 2 + b 2 


-(cos f)i — (sen f)j | 


2 , ,2 2 ( COS f ) + ( Sen = 2 , ,2 ' 
a + b a + b 


De esta ecuacion vemos que al aumentar b manteniendo constante a a, la curvatura decre- 
ce. Pero si a decrece y b se mantiene fija, tambien decrece la curvatura. Al estirar un resor- 
te hacemos que tienda a enderezarse, es decir, a perder su curvatura. 

Si b = 0 , la helice se reduce a una circunferencia de radio a y su curvatura se reduce 
a 1/a, como debe ser. Si a = 0,1a helice se convierte en el eje z, y su curvatura se reduce a 
0, de nuevo como debe ser. 


EJ EMPLO 6 Como determi nar el vector normal unitario principal N 

Determine N para la helice del ejemplo 5. 


Solucion Tenemos 


dT 

dt 


— [( a cos ?)i + (a sen f)j] 
2 a 2 + b 2 


Ejemplo 5 


d T 

dt 


a 2 + b 2 


2 a 2 cos 2 t + a z sen 2 t 


a 

2 a 2 + b 2 


dT/dt 

N = ; : — 7 Ecuacion (4) 

\dT/dt\ 


= y. • — [( a cos Zji + (a sen f)j] 

2 a 2 + b 2 

= — (cosf)i — (sen t)j. 
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EJ ERCI Cl OS 13.4 


Curvas pi anas 

Determine T,N y k para las curvas planas de los ejercicios 1-4. 

1. r (z) = fi + (lncos/)j, — p/2 < t < p/2 

2. r (z) = (In sec z)i + /j, — p/2 < t < p/2 

3. r(f) = (It + 3)i + (5 - t 2 ) j 

4. r(z) = ( cost + Zsen/)i + (sen / — /cos/)j, t > 0 

5. Una formula para la curvatura de una grafica de una funcion 

en el piano xy 

a. La grafica y = f(x) en el piano xy tiene automaticamente la 
parametrizacion x = x, y = f(x) , y la formula vectorial r(x) 
= x i + f(x) j. Use esta formula para mostrar que si/es una 
funcion de x dos veces diferenciable, entonces 


k(x) 


irwi 

[l + (/'(x)) 2 ] 3/2 ' 


b. Use la formula para K de la parte (a) para determinar la curva- 
tura de y = In (cos x), —p/2 < x < p/2, y compare su res- 
puesta con la del ejercicio 1. 

c. Muestre que la curvatura se anula en un punto de inflexion. 

6. Una formula para la curvatura de una curva plana parame- 
trizada 

a. Muestre que la curvatura de una curva plana r(/) = /(/) i + 
g(/)j definida mediante las funciones dos veces diferencia- 
bles x = /(/) y y — g(t) esta dada por la formula 


= \xy - yx | 

(x 2 + y 2 ) 3 / 2 ' 

Aplique la formula para determinar la curvatura de las siguientes 
curvas. 

b. r (/) = Zi + (In sen /)j, 0 < / < p 

c. r(/) = [tan -1 (senh /)]i + (In cosh /)j. 

7. Normales a curvas planas 

a. Muestre que n(/) = -g'(/)i + /'(/) j y -n(r) = g'(r)i - 
/'(f)j son normales a la curva r(/) = /(/)i + g(r)j en el 
punto (f(t), g(tj). 

Para obtener N en el caso de una curva plana particular, podemos 
elegir entre n o — n de la parte (a), de modo que apunte hacia el 
lado concavo de la curva, y transformarlo en un vector unitario. 
(Vea la figura 13.21.) Aplique este metodo y encuentre N para las 
siguientes curvas. 

b. r(/) = ti + e 2 'j 

c. r(z) = 2 4 - / 2 i + /j, -2 < / < 2 

8. (Continuation del ejercicio 7.) 

a. Use el metodo del ejercicio 7 para determinar N para la curva 
r(/) — ti + (l/3)z 3 j cuando / < 0 ; cuando / > 0 . 


b. Calcule 


dT/dt 

\dT/dt\’ 


t ¥= 0, 


para la curva de la parte (a). ^Existe N en t — 0? Grafique la 
curva y explique que ocurre con N cuando t pasa de los valo- 
res negativos a los positivos. 


Curvas espaciales 

Determine T, N y K para las curvas en el espacio de los ejercicios 
9-16. 

9. r(z) = (3 sen /)i + (3 cos /)j + 4/k 

10. r(z) = (cos t + /sen/)i + (sen / — /cos/)j + 3k 

11 . r (/) = (c'cos/)i + (e'sen/)j + 2k 

12. r(/) = (6 sen 2/)i + (6 cos 2/)j + 5/k 

13. r(z) = (z 3 /3)i + (z 2 /2)j, / > 0 

14. r (/) = (cos 3 z)i + (sen 3 z)j, 0 < / < p/2 

15. r(z) = zi + (a cosh (z/a))j, a > 0 

16. r(z) = (cosh z)i — (senh z)j + Zk 


Mas sobre la curvatura 

17. Muestre que la parabola y = ax 2 , a # 0 , tiene su mayor curvatu- 
ra en su vertice y no tiene curvatura minima. (Nota: Puesto que la 
curvatura de una curva sigue siendo la misma si la curva se trasla- 
da o rota, este resultado es cierto para cualquier parabola.) 

18. Muestre que la elipse x = a cos t,y = b sen t, a > b > 0, tiene 
su curvatura maxima en el eje mayor, y su curvatura minima en el 
eje menor. (Como en el ejercicio 17, esto es valido para cualquier 
elipse.) 

19. Maximizacion de la curvatura de una helice En el ejemplo 
5 encontramos la curvatura de la helicer(z) = (a cos z)i + 
(a sen z)j + btk((a, & > 0) como k = a/ (a 2 + b 2 ) . ^Cual es el 
maximo valor que k puede tener para un valor dado de bl Justifi- 
que su respuesta. 

20. Curvatura total Para calcular la curvatura total de la parte 

que va de 5 = 5o 0 a i = > io de una curva regular, se integra 

K de .so a ii . Si la curva tiene algun otro parametro, digamos Z, en- 
tonces la curvatura total es 

donde Zo y Z t corresponden a sq y Si . Calcule las curvaturas tota- 
les de 

a. La parte de la helice r(z) = (3 cos z)i + (3 sen z)j + Zk 
0 < Z < 4p . 

b. La parabola y = x 2 donde — oo < x < oo . 

21. Determine una ecuacion para el circulo de curvatura que corres- 
ponda a la curva r(z) = zi + (sen/)j en el punto (p/2, 1). (La 
curva parametriza la grafica de y = sen x en el piano xy.) 
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22. Determine una ecuacion para el circulo de eurvatura que corres- 
ponda a la curva r(f) = (21nf)i — [f + (l/f)]j, e~ 2 < f < e 2 , 
en el punto (0, —2), donde 1=1. 

□ Explored ones con greficadores 

La formula 


k(x) 


irwi 

[i + (f(x)) 2 ] 3/2 ’ 


c. Determinar el vector unitario normal N en to- Observe que los 
signos de los componentes de N dependen de si el vector unitario 
tangente T, en t = to - gira en el sentido de las manecillas del re- 
loj, o en sentido contrario. (Vea el ejercicio 7.) 

d. Si C = ai + b] es el vector que va del origen al centra (a, b) del 
circulo osculador, determine el centro C a partir de la ecuacion 
vectorial 


C - r(io) + 


1 

k(fo) 


N(f 0 ). 


obtenida en el ejercicio 5 expresa la eurvatura k(x) de una curva plana 
dos veces diferenciable y = f(x) como funcion de x. Determine las 
funciones de eurvatura de cada una de las curvas de los ejercicios 23- 

26. Luego grafique/(x) junto con k(x) en el intervalo dado. Tendra al- 
gunas sorpresas. 

23. y = x 2 , -2 < x < 2 24. y = x 4 /4, -2 < x < 2 

25. y = senx, 0 s r s 2p 26. y = e x , — 1 < x < 2 

EXPL0RACI0NES POR COMPUTADORA 

Circunferencias de curvature 

En los ejercicios 27-34 use un SAC para explorar el circulo de curva- 
tura en un punto P de una curva plana, donde k # 0. Use dicho pro- 
grama para realizar los siguientes pasos: 

a. Trazar la curva plana dada en forma parametrica o como una fun- 
cion en el intervalo dado, para ver su apariencia. 

b. Calcular la eurvatura K de la curva en t 0 con la formula adecuada 
del ejercicio 5 o 6. Use la parametrizacion x = f y y = /(f), si 
la curva esta dada como una funcion y = f(x) . 


El punto P(x o, yo) sobre la curva esta dado por el vector position 
r(fo) ■ 

e. Trace en forma impllcita la ecuacion 

(x — a) 2 + {y — b ) 2 = 1/k 2 del circulo osculador. Luego trace 
la curva y el circulo osculador juntos. Tal vez necesite experi- 
mentar con el tamano de la pantalla, pero asegurese de que sea 
cuadrada. 

27. r(f) = (3 cos f)i + (5senf)j, 0 £ f £ 2p, to = p/4 

28. r(f) = (cos 3 f)i + (sen 3 f)j, 0 £ f £ 2p, to — p/4 

29. r(f) = t 2 i + (f 3 - 3/)j, -4 < t < 4, t 0 = 3/5 

30. r(f) = (f 3 - 2 1 1 - f)i + — 3t j, -2 < t < 5, f 0 = 1 

2 1 + t 2 

31. r(f) = (2 1 — senf)i + (2 — 2cosf)j, 0 s f < 3p. 
to = 3p/2 

32. r(f) = (e^'cosf)i + (e^'senfjj, Os (£ 6p, to = p/4 

33. y = x 2 — x, —2 £ x £ 5, xo = 1 

34. y = jc(I - x) 2 / 5 , -1 < x < 2, x 0 = 1/2 
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z 



FIGURA 13.25 El marco (sistema) TNB 
de vectores unitarios mutuamente ortogo- 
nales que viajan a lo largo de una curva en 
el espacio. 


Si viaja a traves de una curva en el espacio, entonces los vectores unitarios i, j y k no son 
importantes para usted. Los que son importantes, en este caso, son los vectores que repre- 
sentan el movimiento hacia delante (el vector unitario tangente T), la direccion en que se 
dobla la trayectoria (el vector unitario normal N) y la tendencia de su movimiento a “girar” 
fuera del piano creado por estos vectores en la direccion perpendicular a este piano (defi- 
nida por el vector unitario binormal B = T X N).La expresion del vector aceleracion a lo 
largo de la curva, como una combinacion lineal de este marco (o sistema) TNB de vecto- 
res unitarios mutuamente ortogonales que viajan con el movimiento (figura 13.25), revela, 
en particular, la naturaleza de la trayectoria y del movimiento a lo largo de ella. 

Torsion 

El vector binormal de una curva en el espacio es B = T X N, un vector unitario ortogo- 
nal a T y N (figura 13.26). Juntos, los vectores T, N y B definen un sistema de referencia 
vectorial derecho, y en moviemiento, que juega un papel significativo en el calculo de las 
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FIGURA 13.26 Los vectores T, N y B 
(en ese orden) definen un sistema de 
referencia vectorial derecho de vectores 
unitarios ortogonales en el espacio. 


Binormal 

Plano 



Tangente unitario 

FIGURA 13.27 Los nombres de los tres 
pianos determinados por T, N y B. 


trayectorias de partfculas que se mueven en el espacio. Se le llama marco de Frenet (o sis- 
tema de Frenet, en honor de Jean-Frederic Frenet, 1816-1900) o marco TNB. 

( 'C6mo se comporta dB/ds con respecto a T, N y B? De la regia para derivar el pro- 
ducto cruz obtenemos 


d B 

ds 


= yXN + TX 
ds ds 


Como N es la direccion de dT/ds, (dT/ds) X N = Oy 


d B 

ds 


0 + T X 


d N 
ds 


T X 


d N 
ds 


De aquf vemos que dB/ds es ortogonal a T, pues un producto cruz es ortogonal a sus fac- 
tores. 

Como dB/ds tambien es ortogonal a B (pues este tiene longitud constante), asumimos 
que dB/ds es ortogonal al piano de B y T. En otras palabras, dB/ds es paralelo a N, de 
modo que dB/ds es un multiplo de N. En sfmbolos. 


dB _ 
ds 


El signo negativo de esta ecuacion es tradicional. El escalar t es la torsion a lo largo de la 
curva. Observe que 


= -tN-N = -t(l) 
as 


-t, 


de modo que 


t 



DEFINITCI ON 

Torsion 


Sea B = T X N. 

La funcion torsion de una curva regular es 



dB 

(1) 


Z 

i|-3 

1 

II 

■4— 1 


A diferencia de la curvatura k, que nunca es negativa, la torsion T puede ser positiva, 
negativa o nula. 

Los tres pianos determinados por T, N y B tienen los nombres que se indica en la fi- 
gura 13.27. La curvatura k = dT/ds puede considerarse como la razon (por unidad de 
longitud) con la que el piano normal gira cuando el punto P se mueve a lo largo de su tra- 
yectoria. De manera analoga, la torsion t = — (dB/ds) • N es la razon (por unidad de lon- 
gitud) con que el piano osculador gira alrededor de T. La torsion mide entonces cuanto se 
tuerce la curva. 

Si consideramos la curva como la trayectoria de un cuerpo en movimiento, entonces 
\dT/ds \ nos dice que tanto la trayectoria se curvea hacia la izquierda o hacia la derecha 
cuando el objeto se mueve, y se llama la curvatura de la trayectoria del objeto. El valor de 
— (dB/ds) • N nos dice que tanto, la trayectoria de un cuerpo, da vueltas o sale de su piano 
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de movimiento cuando el objeto se mueve, y a esto se le llama la torsion de la trayectoria 
del cuerpo. Observe la figura 13.28. Si P es un tren que sube por una via curva, la razon 
con que las luces giran de un lado a otro por unidad de distancia es la curvatura de la via. 
La razon con que la locomotora tiende a salir del piano formado por T y N es la torsion. 



FIGURA 13.28 Todo cuerpo en movimiento viaja con un marco 
TNB que caracteriza la geometria de su trayectoria. 


Componentes tangenciales y normales de la aceleracion 

Cuando un cuerpo es acelerado por la gravedad, los frenos, una combinacion de motores 
en un cohete o de alguna otra cosa, frecuentemente queremos saber que parte de la acele- 
racion actua en la direccion del movimiento, que es la direccion tangencial T. Esto po- 
demos calcularlo usando la regia de la cadena para rescribir v como 

^ _ r/r _ dr_ ds^ ^ ds 
dt ds dt dt 


Y luego derivamos ambos extremos de esta cadena de igualdades para obtener 

_ d\_ _ d \ _ d 2 s T ds d T 

3 dt dt \ dt ) dt 2 '' '' 

_ d 2 s T , ds_ ( t/T tfa | _ d 2 s T 

dt 2 dt \ds dt J dt 2 


dt dt 


f (kNf 

dt V dt 


rfT 

ds 


= kN 


d 2 s 
dt 2 


T + k 



DEFINICION Componentes tangenciales y normales de la definicion 


a = a T T + «nN, 

donde 

d 2 s d I, , ( ds 

y “»- k U 

son los componentes escalares tangencial y normal de la aceleracion. 


(X'Y 


= k|v| 


( 2 ) 


( 3 ) 
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FIGURA 13.29 Las componentes 
tangencial y normal de la aceleracion. 

La aceleracion a siempre esta en el piano 
de T y N, ortogonal a B. 


Observe que el vector binormal B no aparece en la ecuacion (2). Sin importar la forma en 
que la trayectoria del cuerpo en movimiento parezca girar en el espacio, la aceleracion a 
siempre estd en el piano de T y N, el cual es ortogonal a B. La ecuacion tambien nos dice 
exactamente que parte de la aceleracion es tangente al movimiento ( d 2 s/dt 2 ) y que parte 
es normal al movimiento [k {ds/dt) 2 ] (figura 13.29). 

^Que informacion podemos obtener de las ecuaciones (3)? Por definicion, la acelera- 
cion a es la razon de cambio de la velocidad v y, en general, tanto la longitud como la di- 
reccion de v cambian cuando el cuerpo se mueve a lo largo de su trayectoria. El compo- 
nente tangencial de la aceleracion at, mide la razon de cambio de la magnitud de v (es 
decir, el cambio en la rapidez). El componente normal de la aceleracion a N mide la razon 
de cambio de la direccion de v. 

Observe que el componente escalar normal de la aceleracion es el producto de la cur- 
vatura por el cuadrado de la rapidez. Esto explica por que hay que mantener la rapidez 
cuando un auto da una vuelta cerrada (k grande) con gran rapidez (|v| grande). Si usted 
duplica la rapidez de su auto, sentira cuatro veces el componente normal de la aceleracion 
para la misma curvatura. 

Si un cuerpo se mueve en una circunferencia con rapidez constante, d 2 s/dt 2 se anula 
y la aceleracion apunta a lo largo de N hacia el centra de la circunferencia. Si el cuerpo 
acelera o frena, a tiene un componente tangencial no nula (figura 13.30). 

Para calcular a n, por lo general usamos la formula an = 2 |aj — at 2 , que proviene 
de resolver la ecuacion |a = a • a = ay 2 + a N 2 cn terminos de a N . Con esta formula 
podemos determinar a N sin tener que calcular primero k. 


Formula para el calculo del componente normal de la aceleracion 

a n = 2 | a | 2 — ay 2 


(4) 



FIGURA 13.30 Las componentes tangen- 
cial y normal de la aceleracion de un cuer- 
po que acelera cuando se mueve en contra 
de las manecillas del reloj en una circunfe- 
rencia de radio r . 


EJEMPLO 1 Como determinar los componenetes de la aceleracion ar, 

Sin determinar T y N, escriba la aceleracion del movimiento 

r(f) = (cost + fsenf)i + (sent — fcosf)j, t > 0 

en la forma a = «tT + anN. (La trayectoria del movimiento es la involuta de la circunfe- 
rencia que aparece en la figura 13.31.) 

Usamos la primera de las ecuaciones (3) para encontrar ay: 

dv 

v = — = (—sent + sent + fcosf)i + (cost — cost + fsenf)j 
= (fcosf)i + (fsent)j 

| v | = 2 t 2 cos 2 1 + t 2 sen 2 1 = 2 t 2 = \ t\ = t t > 0 

at = ‘j | v | = ^ (f) = 1 . 


Una vez determinada at, usamos la ecuacion (4) para encontrar a n: 

a = (cost — fsenf)i + (sent + fcosf)j 
| a | 2 = t 2 + 1 
a n = 2 | a | 2 — a t 2 

= 2 (f 2 + 1) - (1) = 2? = t. 


Despues de un poco de algebra 
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FIGURA 13.31 Las componentes 
tangencial y normal de la aceleracion del 
movimiento r(f) = (cos t + t sen t)i + 
(sen t — t cos ?)j, for t > 0. Si una cuerda 
enrollada en una circunferencia fija se 
desenrolla, manteniendo su tension en el 
piano de la circunferencia, su extremo P 
traza una involuta de la circunferencia 
(ejemplo 1). 


Luego usamos la ecuacion (2) para determinar a: 

a = a T T + a n N = (1)T + (f)N = T + fN. 


Formulas para calcular la curvatura y la torsion 

Ahora daremos unas formulas sencillas para calcular la curvatura y la torsion de una curva 
regular. De la ecuacion (2) tenemos 


v X a = | f T I X 


T + k (^f ) N 

dt 2 \dt 


v =• dr/ dt = (ds/dt) T 


ds d 2 s 
dt dt 2 


(TXT) + k(|)(TXN) 


T X T = 0 y 
T X N = B 


= k( ft ' B ' 


Esto implica que 


ds 

dt 


= |V| y | B | = 1 


|v X a| = k 


I » | = k|v| 


A1 despejar K tenemos la siguiente formula. 


Formula vectorial para la curvatura 


v X a 


k - 

M 3 

(5) 


Notation de Newton para derivadas 

Los puntos de la ecuacion (6) denotan 
las derivadas con respecto a t , una deri- 
vada por cada punto. Asf, < entra a > (“x 
punto”) significa r/ 2 x/rff 2 , x (“x dos 
puntos”) significa d 2 x/dt 2 ,y x (“x tres 
puntos”) significa d 2 x/dt 2 . De rnanera 
similar, y = dy/dt, etcetera. 


La ecuacion (5) calcula la curvatura, una propiedad geometrica de la curva, a partir de 
la velocidad y la aceleracion de cualquier representacion vectorial de la curva, tal que | v | 
sea distinta de cero. Piense un poco en la importancia que tiene esto: a partir de cualquier 
formula para el movimiento a lo largo de una curva, sin importar lo variable que sea el mo- 
vimiento, siempre que v no se anule, podemos calcular una propiedad ffsica de la curva 
que aparentemente no tiene que ver con la forma de recorrer la curva. 

La formula mas utilizada para la torsion, que se deduce en textos mas avanzados, es 


X 

y 

z 

X 

y 

z 

X 

y 

'z 


|v X a| 2 


(si v X a A 0). 


( 6 ) 
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Esta formula calcula la torsion directamente de las derivadas de las funciones componen- 
tes x = f(t), y = g(t), z = h(t) que conforman r. El primer renglon del determinante pro- 
viene de v, el segundo de a y el tercero de a = da/dt. 

EJ EMPLO 2 Calculo de la curvatura y la torsion 

Use las ecuaciones (5) y (6) para determinar k y t para la helice 

r(f) = (a cos f)i + (a sen f)j 4- bt k, a, > 0, a 2 + b 2 ^ 0. 

Solucion Con la ecuacion (5) calculamos la curvatura: 

v = — (asenf)i + (a cos f)j + bk 

a = — (acosf)i — {a sen r)j 


v X a = 


—a sen t 
—a cos t 


j 

a cos t 
—a sen t 


k 

b 

0 


= ( ab sen r)i — ( ab cos f)j + a 2 k 


. _ l v X a| _ 2 a 2 b 2 + a 4 _ a2 a 2 + b 2 _ a 

|v| 3 ~ (a 2 + b 2 ?! 2 ~ (a 2 + £ 2 ) 3/2 “ fl 2 + b 2 ■ 

Observe que la ecuacion (7) coincide con el resultado del ejemplo 5 de la seccion 13.4, 
donde calculamos la curvatura directamente de la definicion. 

Para evaluar la ecuacion (6) y obtener la torsion, encontramos las entradas del deter- 
minante, derivando r con respecto a t. Ya tenemos a v y a, y 



( a sen ?)i — ( a cos f)j. 


Por tanto. 


x y 

z 


—a sen t 

a cos t 

b 

x y 

z 


—a cos t 

—a sen t 

0 

'x y 

"z 


a sen t 

—a cos t 

0 

v X a 

2 


(a2 

a 2 + b 2 ) 2 



Valor de |v X a 
de la ecuacion (7) 


b{a 2 cos 2 t + a 2 sen 2 1) 
a\a 2 + b 2 ) 


_ b 
a 2 + b 2 

De esta ultima ecuacion vemos que la torsion de una helice alrededor de un cilindro 
circular es constante. De hecho, la curvatura constante y la torsion constante, pero no nu- 
las, distinguen a la helice de las otras curvas en el espacio. ■ 
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Formulas para curvas en el espacio 


Vector unitario tangente: 

Vector unitario normal principal: 
Vector binormal: 

Curvatura: 


Torsion: 

Componentes escalares tangencial 
y normal de la aceleracion: 


T 

N 

B 

k 


t 

a 

Q-'Y 

0N 


V 

M 

dT/dt 

\dT/dt\ 


T X N 


r/T 

ds 


|v X a| 



X 

y 

z 

X 

y 

z 

X 

y 

'z 

|v 

X a 2 


gjT + UfsjN 



k|v|- = 2 | a | 2 - aj 2 


EJ ERCICIOS 13.5 

Calculo de la torsion y el vector binomial 

En la section 13.4 (ejercicios 9-16), ya se calcularon T, N y K. Ahora, 
con estos datos, determine B y T para los ejercicios 1-8 para estas cur- 
vas en el espacio. 

1. r (t) = (3 sen f)i + (3 cos f)j + 4rk 

2. r (t) = (cos t + tsenfji + (sent — ?cosf)j + 3k 

3. r (t) = (e'cost)i + (e'sen?)j + 2k 

4. r (t) = (6 sen 2f)i + (6 cos 2?)j + 5?k 

5. r(f) = (t 3 /3)i + (f 2 /2)j, t > 0 

6. r (t) = (cos 3 t)i -I- (sen 3 t)j, 0 < t < p/2 

7. r(t) = fi + (a cosh (f/a))j, a > 0 

8. r (t) = (cosh f)i — (senh f)j + tk 

Componentes tangencial 
y normal de la aceleracion 

En los ejercicios 9 y 10, escriba a en la forma atT + onN sin encon- 
trar T y N. 

9. r (t) = (a cos f)i + ( a sen r)j + btk 

10. r(f) = (1 + 3f)i + (t - 2)j - 3rk 


En los ejercicios 11-14, escriba a en la forma a = « t T + anN en el 

valor dado de t, sin encontrar T y N. 

11. r(r) = (t + l)i + 2?j + r 2 k, t = 1 

12. r(t) = (tcosr)i + (tsen?)j + ( 2 k, t = 0 

13. r(t) = r 2 i + (t + (l/3)r 3 )j + (f — (l/3)f 3 )k, t = 0 

14. r (t) = (e'cost)i + (e‘ sen ?)j + 2 2e'k, t = 0 

En los ejercicios 15 y 16, determine r, T, N y B en el valor dado de t. 

Luego, determine las ecuaciones para los pianos osculador, normal y 

rectificante en ese valor de t. 

15. r(t) = (cost)i + (senf)j — k, t— p/4 

16. r(t) = (cos t) i + (sen f)j + fk, t = 0 

Aplicaciones f i si cas 

17. El velodmetro de su auto mide 35 mi/h constantemente. ^Podrfa 
estar acelerando? Explique. 

18. ^Puede decirse algo acerca de la aceleracion de una partlcula que 
se mueve con rapidez constante? Justifique su respuesta. 

19. ^Puede decirse algo acerca de la rapidez de una partlcula cuya 
aceleracion es siempre ortogonal a su velocidad? Justifique su 
respuesta. 
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20. Un objeto de masa m viaja a lo largo de la parabola y = x 2 con 
una rapidez constante de 10 unidades/s. (.Cual es la fuerza neta 
sobre el objeto debida a su aceleracion en (0, 0)7 (,Y en (2 1 / 2 , 2)7 
Escriba sus respuestas en terminos de i y j. (Recuerde la segunda 
ley de Newton, F = ma). 

21. La siguiente es una cita de un artfculo publicado por The Ameri- 
can Mathematical Monthly, llamado “Curvatura en los ochentas”, 
por Robert Osserman (octubre 1990, pagina 731): 

La curvatura tambien juega un papel fundamental en la ffsica. La 
magnitud de la fuerza necesaria para mover un objeto con rapi- 
dez constante a lo largo de una trayectoria curva es, de acuerdo 
con las leyes de Newton, un multiplo constante de la curvatura de 
dicha trayectoria. 

Explique matematicamente por que la segunda frase de la cita es 
cierta. 

22. Muestre que una partfcula en movimiento continuara moviendose 
en lrnea recta si el componente normal de su aceleracion se anula. 

23. Un atajo para la curvatura Si usted ya conoce |c?n| y |v|, en- 
tonces la formula = k| v | 2 proporciona una manera conve- 
niente de determinar la curvatura. Usela para calcular la curvatura 
y radio de curvatura de la curva 

r(?) = (cost + ?sen?)i + (sen? — ?cos?)j, t > 0. 

(Tome y | v | del ejemplo 1 .) 

24. Muestre que k y t se anulan para la recta 

r (?) = (jco + A?)i + (yo + B?)j + (zo + C?)k. 

Teona y ejemplos 

25. (.Que puede decirse acerca de la torsion de una curva plana regu- 
lar r(?) = /(?) i + g(?)j? Justifique su respuesta. 

26. La torsion de una helice En el ejemplo 2 calculamos la torsion 
de la helice 

r(?) = ( a cos ?)i + (a sen ?)j + bt k, a, b a 0 

como t = b/(a 2 + b 1 ). (Cual es el maximo valor que puede te- 
ner t para un valor dado de a? Justifique su respuesta. 


27. Las curvas diferenciables con torsion nula estan en pianos 

Que una curva suficientemente diferenciable con torsion nula este 
en un piano, es un caso particular del hecho de que una partfcula 
cuya velocidad permanece perpendicular a un vector fijo C se 
mueve en un piano perpendicular a C. Esto, a su vez, puede con- 
siderarse como la solution del siguiente problema de calculo. 

Suponga que r (?) = /(?) i + g(?)j + /?(?)k es dos veces di- 
ferenciable para toda ? en un intervalo [a, b], que r = 0 cuando 
t = a y que v • k = 0 para toda ? en [a, b\. Entonces, /?(?) = 0 pa- 
ra toda ? en [a, b\. 

Resuelva este problema. ( Sugerencia : Comience con a = 
d 2 r/dr y aplique las condiciones iniciales en sentido contrario.) 

28. Una formula que calcula T a partir de B y v Si comenzamos 
con la definition t = — (dB/ds) • N y aplicamos la regia de la ca- 
dena para escribir dB/ ds como 

dB _ dB dt _ dB 1 
ds dt ds dt | v | ’ 

obtenemos la formula 


La ventaja de esta formula sobre la ecuacion (6) es que es mas fa- 
cil de derivar y de establecer. La desventaja es que su evaluation 
puede requerir mucho trabajo sin una computadora. Use la nueva 
formula para determinar la torsion de la helice del ejemplo 2. 

EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 

Curvatura, Torsion, y el marco TNB 

Redondee las respuestas a cuatro cifras decimales. Use un programa 

de computo para determinar v, a, la rapidez, T, N, B, k, t , y las com- 

ponentes tangential y normal de la aceleracion para las curvas de los 

ejercicios 29-32 con los valores dados de ?. 

29. r(?) = (rcosr)i + (?sen?)j + ?k, f = 2 3 

30. r(?) = (e'cosr)i + (e'sen?)j + e'k, ? = In 2 

31. r(?) = (? — sen?)i + (1 — cos ?)j + 2 — rk, ? = — 3p 

32. r (?) = (3? — ? 2 )i + (3? 2 )j + (3? + ? 3 )k, ? = 1 


13.6 


Movimiento de planetas y satelites 


En esta section deduciremos las leyes de Kepler sobre el movimiento de los planetas a 
partir de las leyes de movimiento y gravitation de Newton, y analizaremos las orbitas de 
los satelites de la Tierra. La deduction de las leyes de Kepler a partir de las leyes de New- 
ton es uno de los triunfos del calculo. Esta se basa en casi todo lo que hemos estudiado 
hasta ahora, incluyendo el algebra y la geometrfa de los vectores en el espacio, el calculo 
de las funciones vectoriales, las soluciones de las ecuaciones diferenciales y los problemas 
con condiciones iniciales, asf como la description en coordenadas polares de las secciones 
conicas. 
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FIGURA 13.32 La longitud de r es la 
coordenada polar positiva r del punto P. 
Asf, u r , que es r/| r |, tambien es r/r. 

Las ecuaciones (1) expresan a u r y u u 
en terminos de i y j. 


y 



FIGURA 13.33 En coordenadas polares, 
el vector velocidad es 

v = ru r + rilu u 


Observe que | r | ^ r if z ^ 0 . 


z 



FIGURA 13.34 Vector posicion y 
vectores unitarios basicos en coordenadas 
cilmdricas. 


Movimiento en coordenadas polares y cilmdricas 

Cuando una partfcula se mueve a lo largo de una curva en el piano con coordenadas pola- 
res, expresamos su posicion, velocidad y aceleracion en terminos de los vectores unitarios 
moviles 


u,- = (cos u)i + (sen ll)j, u u = —(sen u)i + (cos ll)j, (1) 

que aparecen en la figura 13.32. El vector OP, apunta a lo largo del vector posicion < en- 
tra 2, p. 951 >, de modo que r = ru, . El vector u u , ortogonal a u, , apunta en la direccion 
de crecimiento de U. 

De las ecuaciones (1) vemos que 


d u,. 

dU 


— (sen u)i + (cos u)j = u u 


r/u u 

r/U 


(cos u)i — (sen u)j 


-u r . 


( 2 ) 


A1 derivar u, y u u con respecto a t, para saber como cambian con el tiempo, la regia de 
la cadena implica 


du r ■ 

li 7 u=UUu ’ 


du u ■ 

— — U = 

d U 


UU,.. 


(3) 


Por tanto. 


v = 



r u, + ru, = ru, + rUu u . 


(4) 


Vea la figura 13.33. Como en la section anterior, usamos la notation de punto de Newton 
para las derivadas con respecto al tiempo con el fin de mantener las formulas lo mas senci- 
llas posible: u, significa du,/dt, U < entra 7, p. 951 > significa du/dt, etcetera. 

La aceleracion es 

a = v = (ru,. + ru,.) + (rUu u + rUu u + rilu u ). (5) 

Al usar las ecuaciones (3) para evaluar u,- y ii u y al separar los componentes, la ecuacion 
para la aceleracion es 

a = (r — rU 2 )u r + (rLI + 2rU)u u . (6) 

Para ampliar estas ecuaciones de movimiento al caso espacial, agregamos ck al lado 
derecho de la ecuacion r = ru,-. Entonces, en estas coordenadas cilmdricas, 

r = ru r + zk 

v = ru,- + rllu u + zk (7) 

a = (r — rif)u,- + (rtl + 2ril)u u + zk. 

Los vectores u r , u u , y k forman un sistema de referencia vectorial derecho (figura 
13.34), en donde 

u r X u u = k, u u X k = u,-, k X u, = u u . (8) 


Los planetas se mueven en pianos 

La ley de la gravitacion de Newton dice que si r es el radio vector desde el centra de un sol 
de masa M hasta el centra de un planeta de masa m, entonces la fuerza F de atraccion gra- 
vitacional entre el planeta y el sol es 


F 


GmM r 


(9) 
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FIGURA 13.35 La fuerza de gravedad se 
dirige a lo largo de la lmea que une los 
centros de masa. 



FIGURA 13.36 Un planeta que obedece 
las leyes de gravitacion y movimiento de 
Newton viaja en el piano que pasa por el 
centra de masa del sol perpendicular a 

C = r X r. 


Posicion del perihelio 
(punto mas 
cercano al Sol) 



FIGURA 13.37 El sistema de coordena- 
das para el movimiento planetario. El mo- 
vimiento es contrario al de las manecillas 
del reloj cuando se ve desde arriba, como 
se muestra y U > 0 . 


(figura 13.35). G es la constante de gravitacion universal y si la masa se mide en kilo- 
gramos, la fuerza en newtons y la distancia en metros, entonces G es aproximadamente 
6.6726 X KT 11 Nm 2 kg~ 2 . 

Al combinar la ecuacion (9) con la segunda ley de Newton, F = mr, para llegar a la 
fuerza que actua sobre el planeta, tenemos 


GmM r 

mr = ~ i ,7 fi > 
jr| 2 | r | 

.. = GM r 
r | r | 2 | r | " 

El planeta se acelera hacia el centra del sol en todo momenta. 

La ecuacion (10) dice que r es un multiplo de r, de modo que 

r X r = 0. 

Un calculo de rutina muestra que r X r r X r: 

J^(rXr) = rXr + rXr = rXr. 

o 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


Por tanto, la ecuacion ( 1 1 ) es equivalente a 

|(rxr) = 0 . 1131 

que se integra como 

r X r = C (14) 

para cierto vector constante C. 

La ecuacion (14) dice que ryr siempre se encuentran en un piano perpendicular a C. 
Por tanto, el planeta se mueve en un piano fijo que pasa por el centra de su sol (figura 
13.36). 


Coordenadas y condiciones iniciales 

Ahora introducimos coordenadas, colocando el origen en el centra de masa del sol y hace- 
mos que el piano de movimiento del planeta sea el piano con coordenadas polares. Esto 
hace que r sea el vector posicion (en coordenadas polares) del planeta, que | r | sea igual a r 
y r/| r | igual a u,. Tambien colocamos el eje z de modo que k sea la direccion de C. Asf, k 
tiene la misma relation derecha con r X r que C, y el movimiento del planeta es en direc- 
cion contraria a la de las manecillas del reloj, cuando se ve desde el semieje positivo z. Es- 
to hace que Ucrezca con f, de modo que U > 0 para toda t. Por ultimo, de ser necesario gi- 
ramos el piano con coordenadas polares alrededor del eje z, para que el rayo inicial 
coincida con la direccion de r cuando el planeta esta mas cerca del sol. Esto hace que el 
rayo pase por la posicion del perihelio del planeta (figura 13.37). 

Si medimos el tiempo de modo que t = 0 en el perihelio, tenemos las siguientes con- 
diciones iniciales para el movimiento del planeta. 

1. r = ro, el radio rmnirno, cuando t = 0 

2. r = 0 cuando t = 0 (pues r tiene un valor minirno ahf) 

3. U = 0 cuando t = 0 

4 . | v | = yo cuando t = 0 
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Como 


BlOGRAFfA HISTORICA 

Johannes Kepler 
(1571-1630) 


m*=o 


\ru r + rUu u |, =0 

Ecuacion (4) 

kUu u |, =0 

r = 0 cuando t = 0 

( | rU u u ) f =o 


\ril\t=o 

|U U | = 1 

(rU),= 0 , 

ry U positivos 


tambien sabemos que 
5. rll = yocuando t = 0. 


Primera ley de Kepler (La ley de la section conica) 

La primera ley de Kepler dice que la trayectoria de un planeta es una section conica con el 
sol en uno de los focos. La excentricidad de la conica es 


fqYo~ 

GM 


(15) 


y la ecuacion polar es 


(1 + e)r 0 
1 + e cos U' 


(16) 


Esta deduction necesita la segunda ley de Kepler, de modo que establecemos y de- 
mostramos la segunda ley antes de demostrar la primera. 



FIGURA 13.38 La llnea que une a un 
planeta con su sol barre areas iguales en 
tiempos iguales. 


La segunda ley de Kepler (La ley de areas iguales) 

La segunda ley de Kepler dice que el radio vector desde el centra de masa del sol hasta el 
centra de masa de un planeta (el vector r en nuestro modelo) barre areas iguales en tiem- 
pos iguales (figura 13. 38). Para deducir la ley, usamos la ecuacion (4) para evaluar el pro- 
ducto cruz C = r X r de la ecuacion (14): 

C=rXr=rXv 

= ru, X (ru,. + rllUu) Ecuacion (4) 


= rr{u r X u,) + r(rU)(u,- X u u ) 


(17) 


0 k 

= r(rll)k. 


A1 establecer t igual a cero tenemos 

C = [r(rU)], =0 k = r ( ,y 0 k. 

A1 sustituir este valor de C en la ecuacion (17) obtenemos 

r 0 y 0 k = r 2 Uk, or r 2 U = r 0 y 0 . 

Aquf es donde entra el area. La diferencial de area en coordenadas polares es 

1 ? 

dA = 2 ' du 


(18) 

(19) 
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(Seccion 10.7). De acuerdo con esto, dA/dt tiene el valor constante 

f = r 2 u = r»y 0 - (20 > 

Asf, dA/dt es constante, lo que nos da la segunda ley de Kepler. 

Para la Tierra, ro es aproximadamente 150, 000, 000 km, yo es aproximadamente 
30 km/s y dA/dt es aproximadamente 2,250,000,000 km 2 /s. Cada vez que late su corazon, 
la Tierra avanza 30 km a lo largo de su orbita, y el radio que une la Tierra con el Sol barre 
2, 250,000,000 km 2 de area. 

Demostracion de la primera ley de Kepler 

Para demostrar que un planeta se mueve a lo largo de una seccion conica con el sol en uno 
de los focos, necesitamos expresar el radio del planeta r como una funcion de U. Esto re- 
quiere una larga serie de calculos y sustituciones que no son del todo evidentes. 

Comenzaremos con la ecuacion que resulta de igualar los coeficientes de u, = r/| r | 
en las ecuaciones (6) y (10): 


■a GM 

r — r Lr = 

r 


( 21 ) 


Eliminamos temporalmente U , reemplazandolo por /'oYo/r 2 de la ecuacion (19) y reorde- 
namos la ecuacion resultante para obtener 


r 0 2 yo 2 GM 
„2 • 


( 22 ) 


r~ r~ 

Usamos un cambio de variable para convertir esto en una ecuacion de primer orden. Con 
dr 


d 2 r _ dp dp dr dp 
dt 2 

La ecuacion (22) se convierte en 


p — — — — . — — — — p . , Regia de la cadena 

1 dt’ dt 2 dt dr dt F dr 


dp _ r Q ~ y 0 “ GM 


dr 


„2 ' 


(23) 


A1 multiplicar por 2 e integrar con respecto a r tenemos 


P 2 = (r ) 2 = ~ 


r 0 2 yl_ 2 GM 


+ C\. 


(24) 


Las condiciones iniciales r = rg y r = 0 cuando t = 0, determinan el valor de C i como 

r _ v 2 2 GM 

Ci - yo f 0 ■ 


De acuerdo con esto, podemos reordenar la ecuacion (24) como 

r 2 = y 0 2 (l-^)+2GM(|-^). (25) 

El efecto del paso de la ecuacion (21) a la ecuacion (25) ha sido el reemplazo de una 
ecuacion diferencial de segundo orden en r por una ecuacion diferencial de primer orden 
en r. Nuestro objetivo sigue siendo expresar r en terminos de U, de modo que regresamos 
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U a la escena. Para esto, dividimos ambos lados de la ecuacion (25) entre los cuadrados de 
los lados correspondientes de la ecuacion r 2 U = roYo (Ecuacion 19) y usamos el hecho 
de que r/u = (dr/dt)/(du/dt) = dr/dU para obtener 


_L ( drV = J_ _ J_ , 2 GM (l _ J_ 
r 4 [duj ro 2 r 2 r 0 2 y 0 2 V r ° 


7 + 2/17- 


ro 


1 1 


ro 


GM 

ro 2 W 


(26) 


Para simplificar un poco mas, sustituimos 


u 



_j_ du_ 1 dr 

r o ’ du ~ r 2 d\S 


duY = J_ f dr\ 2 
du ) r 4 \du J 


y obtenemos 



= uq — u 2 + 2 hu — 2 Iiuq 


(«o — h ) 2 — (u — h) 2 . 


(27) 


^ = ±2 (h 0 - /z) 2 - (m - /z) 2 . (28) 

^Que signo debemos tomar? Sabemos que U = roYo/ r 2 es positivo. Ademas, r co- 
mienza con un valor minirno en t = 0, de modo que no puede decrecer de inmediato, y 
r > 0, al menos para los primeros valores positivos de t. Por tanto, 

dr r ^ „ du 1 dr _ _ 

du u y dU r 2 dU 

El signo correcto para la ecuacion (28) es el negativo. Una vez determinado esto, reorde- 
namos la ecuacion (28) e integramos ambos lados con respecto a U: 


1 dii 

2 (mo — h ) 2 — (u — h) 2 

-1 I u — li 
cos 1 — 


= 1 


— U + C 2 . 


(29) 


yUQ ~ ll / 

La constante C 2 es igual a cero, pues u = uq cuando U = 0 y cos 1 (1) = 0. Por tanto. 


u — h 
u 0 — h 


= cos U 


y 


1 

r 


u = h + (mo — h) cos U. 


Unas cuantas maniobras algebraicas mas producen la ecuacion final 

(1 + e)r 0 

T = 

1 + e cos if 


donde 

1 , _ r Q y 0 2 

r 0 h 


(30) 


(31) 


e 


GM 


- 1. 


(32) 
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Juntas, las ecuaciones (31) y (32) dicen que la trayectoria del planeta es una section coni- 
ca con el sol en uno de los focos, y con excentricidad igual a (roYo/ GM) — 1 . Esta es la 
formulation moderna de la primera ley de Kepler. 

Tercera ley de Kepler (La ley de tiempo-distancia) 

El tiempo T que tarda un planeta en dar una vuelta a su sol es el periodo orbital del plane- 
ta. La tercera ley de Kepler dice que T y el semieje mayor a de la orbita se relacionan me- 
diante la ecuacion 


T = 4pr 

a 3 GM ' 


(33) 


Como el lado derecho de esta ecuacion es constante en un sistema solar fijo, la razon entre 
T 2 y a 2 es la misma para cada planeta del sistema. 

La tercera ley de Kepler es el punto de partida para estimar el tamano de nuestro siste- 
ma solar. Permite expresar el semieje mayor de cada orbita planetaria en unidades astrono- 
micas, donde el semieje mayor de la Tierra es la unidad. La distancia entre cualesquiera 
dos planetas en cualquier instante se puede predecir en unidades astronomicas y solo falta 
calcular una de estas distancias en kilometros. Esto puede lograrse haciendo rebotar ondas 
de radio en Venus, por ejemplo. Ahora se sabe, despues de una serie de tales mediciones, 
que la unidad astronomica es 149,597,870 km. 

Deduciremos la tercera ley de Kepler, combinando dos formulas para el area encerra- 
da por la orbita elfptica del planeta: 


Formula 1: Area = p ab 

r 

Formula 2: Area = dA 

Jo 


La formula de la geometrfa donde a es el 
semieje mayor y b es cl semieje menor 


1 


ro Yo dt Ecuacion (20) 


2 


7>oy 0 . 


A1 igualar esto obtenemos 


2’pab 

1 ~ r Q y 0 


2p a 2 

roYo Z 


1 - e 1 


Para cualquier elipse, 

b = a2 1 - e~ (34) 


Solo falta expresar aycen terminos de r (l , y () , G, y M. La ecuacion (32) hace esto pa- 
ra e. Para a, observamos que al igualar Ucon n en la ecuacion (31) tenemos 


1 + e 

Lriax '() | ^ 


Por tanto. 


2 a f*o "F r rnl ; x 


2 r 0 
1 — e 


2 r 0 GM 

2 GM - roYo 2 ' 


(35) 


Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion (34) y al sustituir los resultados de las 
ecuaciones (32) y (35) se produce la tercera ley de Kepler (ejercicio 15). 
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FIGURA 13.39 La orbita de un satelite 
de la Tierra: 2 a = diametro de la Tierra 
+ altura del perigeo + altura del apogeo. 


Datos orbitales 

Aunque Kepler descubrio sus leyes en forma empfrica y las establecio solo para los seis 
planetas conocidos en su epoca, las deducciones modernas de las leyes de Kepler mues- 
tran que pueden aplicarse a cualquier cuerpo sobre el que actue una fuerza que obedezca 
una ley de cuadrados inversos, como la ecuacion (9). Estas aplican para el cometa Halley y 
el asteroide Icaro, asf como a la orbita de la Luna alrededor de la Tierra y a la orbita de la 
nave Apolo 8 alrededor de la Luna. 

Las tablas 13.1 a 13.3 proporcionan mas datos de orbitas planetarias y de siete sateli- 
tes artificiales de la Tierra (figura 13.39). Vanguard I envio datos que revelaron diferen- 
cias entre los niveles de los oceanos de la Tierra, los cuales proporcionaron los primeros 
calculos de las posiciones precisas de algunas de las mas aisladas islas del Pacffico. Los 
datos tambien verificaron que la gravitacion del sol y la luna afectarfan la orbita de los sa- 
telites de la Tierra y que la radiacion solar podrfa ejercer la presion suficiente para defor- 
mar una orbita. 


TABLA 13.1 Valores de a, q y Tpara los principales planetas 

Planeta 

Semieje 
mayor a 

Excentricidad e 

Periodo T 

Mercurio 

57.95 

0.2056 

87.967 dfas 

Venus 

108.11 

0.0068 

224.701 dfas 

Tierra 

149.57 

0.0167 

365.256 dfas 

Marte 

227.84 

0.0934 

1.8808 anos 

Jupiter 

778.14 

0.0484 

1 1.8613 anos 

Saturno 

1427.0 

0.0543 

29.4568 anos 

Urano 

2870.3 

0.0460 

84.0081 anos 

Neptuno 

4499.9 

0.0082 

164.784 anos 

Pluton 

5909 

0.2481 

248.35 anos 


Millones de kilometros. 


TAB LA 13.2 Datos de satelites de la Tierra 


Nombre 

Fecha de 
lanzamiento 

Tiempo o 
tiempo 
esperado 
de vuelo 

Masa en el 

lanzamiento 

(kg) 

Periodo 

(min) 

Altura 
del perigeo 
(km) 

Altura 
del apogeo 
(km) 

Semieje 
mayor a 
(km) 

Excentricidad 

Sputnik 1 

Oct. 1957 

57.6 dfas 

83.6 

96.2 

215 

939 

6955 

0.052 

Vanguard 1 

Mar. 1958 

300 anos 

1.47 

138.5 

649 

4340 

8872 

0.208 

Syncom 3 

Aug. 1964 

>10 6 anos 

39 

1436.2 

35,718 

35,903 

42,189 

0.002 

Skylab 4 

Nov. 1973 

84.06 dfas 

13,980 

93.11 

422 

437 

6808 

0.001 

Tiros II 

Oct. 1978 

500 anos 

734 

102.12 

850 

866 

7236 

0.001 

GOES 4 

Sept. 1980 

>10 6 anos 

627 

1436.2 

35,776 

35,800 

42,166 

0.0003 

Intelsat 5 

Dec. 1980 

>10 6 anos 

1928 

1417.67 

35,143 

35,707 

41,803 

0.007 
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TABLA 13.3 Datos numericos 

Constante de gravitacion universal: 
Masa del Sol: 

Masa de la Tierra: 

Radio del ecuador de la tierra: 
Radio polar de la Tierra: 

Periodo de rotacion de la Tierra: 
Periodo orbital de la Tierra: 


G = 6.6726 X KT 11 Nm 2 kg~ 2 

1.99 X 10 30 kg 

5.975 X 10 24 kg 

6378.533 km 

6356.912 km 

1436.1 min 

1 ano = 365.256 dfas 


Syncom 3 es parte de una serie de satelites de telecomunicaciones del Departamento 
de Defensa de los Estados Unidos. Tiros II (satelite de observation infrarroja por televi- 
sion) es un satelite para analizar el clima. GOES 4 (satelite ambiental operacional geoesta- 
cionario) forma parte de una serie de satelites disenados para reunir informacion sobre la 
atmosfera terrestre. Su periodo orbital de 1436.2 minutos, es casi igual al periodo de rota- 
cion de la Tierra de 1436.1 minutos y su orbita es casi circular ( e = 0.0003) . Intelsat 5 es 
un satelite comercial de telecomunicaciones de alta capacidad. 


EJ ERCI Cl OS 13.6 


Recordatorio : Cuando un calculo necesite la constante de gravitacion 
G, exprese la fuerza en newtons, la distancia en metros, la masa en ki- 
logramos y el tiempo en segundos. 

1. Periodo del Skylab 4 Como la orbita del Sky lab 4 tenia un se- 
rnieje mayor de a = 6808 km, la tercera ley de Kepler debe dar el 
periodo. Considere M igual a la masa de la Tierra. Calcule el pe- 
riodo y compare su resultado con el valor que aparece en la tabla 
13.2. 

2. Rapidez de la Tierra en el perihelio La distancia de la Tierra 
al Sol en el perihelio es de aproximadamente 149, 577, 000 km. 
La excentricidad de la orbita de la Tierra alrededor del Sol es 
0.0167. Calcule la rapidez Vo de la Tierra en el perihelio de su or- 
bita. (Use la ecuacion (15).) 

3. Semieje mayor del Proton I En julio de 1965, la URSS lanzo 
el Proton I, con un peso de 12, 200 kg (en el lanzamiento), con 
una altura del perigeo de 183 km, una altura del apogeo de 589 km 
y un periodo de 92.25 minutos. Use los datos de masa de la Tierra 
y la constante gravitacional G para determinar el semieje mayor a 
de la orbita, a partir de la ecuacion (3). Compare su respuesta con 
el numero obtenido al sumar las alturas de perigeo y apogeo con 
el diametro de la Tierra. 

4. Semieje mayor del Viking I La nave orbitante Viking /, que hi- 
zo un reconocimiento de Marte de agosto de 1975 a junio de 1976, 
tuvo un periodo de 1639 minutos. Use esto y la masa de Marte, 
6.418 X 10 23 kg, para calcular el semieje mayor de la orbita del 
Viking I. 


5. Diametro promedio de Marte ( Continuacion del ejercicio 4.) 
La nave Viking I estaba a 1499 km de la superficie de Marte en su 
punto mas cercano, y a 35, 800 km de la superficie en el punto 
mas lejano. Use esta informacion y el valor obtenido en el ejerci- 
cio 4 para estimar el diametro promedio de Marte. 

6. Periodo del Viking 2 La nave orbital Viking 2, que hizo un re- 
conocimiento de Marte de septiembre de 1975 a agosto de 1976, 
describio una elipse cuyo semieje mayor era de 22, 030 km. ^Cual 
fue su periodo orbital? (Exprese su respuesta en minutos.) 

7. Orbitas geosincronas Varios satelites en el piano ecuatorial de 
la Tierra tienen orbitas casi circulares cuyos periodos son iguales 
al periodo de rotacion de la Tierra. Tales orbitas son geosincronas 
o geoestacionarias, pues mantienen al satelite sobre el mismo 
punto de la superficie terrestre. 

a. Aproximadamente, ^cual es el semieje mayor de una orbita 
geosmcrona? Justifique su respuesta. 

b. ^Cual es la altura aproximada de una orbita geosmcrona sobre 
la superficie terrestre? 

c. ^Cuales de los satelites de la tabla 13.2 tienen orbitas (casi) 
geosincronas? 

8. La masa de Marte es de 6.418 X 10 23 kg .Si un satelite que gira 
alrededor de Marte debe mantener una orbita estacionaria (tener 
el mismo periodo que el de rotacion de Marte, que es de 1477.4 
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minutos), ^cual debe ser el semieje mayor de su orbita? Justifique 
su respuesta. 

9. Distancia de la Tierra a la Luna El periodo de rotacion de la 
Luna alrededor de la Tierra es de 2.36055 X 10 6 segundos. ^Apro- 
ximadamente a que distancia se encuentra la Luna? 

10. Calculo de la rapidez de un satelite Un satelite se mueve alre- 
dedor de la Tierra en una orbita circular. Exprese la rapidez del 
satelite como una funcion del radio de la orbita. 

11. Periodo orbital Si T se mide en segundos y a en metros, £cual 
es el valor de T 1 2 /a 3 4 5 para los planetas de nuestro sistema solar? 
^Para los satelites que orbitan la Tierra? ,-Para los satelites que or- 
bitan la Luna? (La masa de la Luna es 7.354 X 10“ kg .) 

12. Tipo de orbita ^Para que valores de vo en la ecuacion (15) ocu- 
rre que la orbita de la ecuacion (16) sea una circunferencia? (,Una 
elipse? (,Una parabola? (,Una hiperbola? 

13. Orbitas circulares Muestre que un planeta en orbita circular se 
mueve con rapidez constante. ( Sugerencia : Esto es consecuencia 
de una ley de Kepler.) 

14. Suponga que r es el vector posicion de una partfcula que se mue- 
ve a lo largo de una curva plana, y dA/dt es la razon con que el vec- 
tor barre el area. Sin usar coordenadas y suponiendo que las deri- 
vadas necesarias existen, proporcione un argumento geometrico 
basado en incrementos y lfmites para demostrar la validez de la 
ecuacion 


15. Tercera ley de Kepler Complete la deduction de la tercera ley 
de Kepler (lo que continua despues de la ecuacion (34)). 


En los ejercicios 16 y 17, dos planetas. Ay B, orbitan su sol en trayec- 
torias circulares, de modo que A es el planeta interior y B el mas leja- 
no. Suponga que las posiciones de A y B en el instante t son 

r/t(f) = 2cos(2p?)i + 2sen(2pr)j 

y 

r B (t) = 3cos(p?)i + 3sen(pt)j, 

respectivamente, donde se supone que el sol esta en el origen y las dis- 
tances se miden en unidades astronomicas. (Observe que el planeta A 
se mueve mas rapido que el planeta B.) 

Los habitantes del planeta A consideran a su planeta y no al sol 
como el centra de su sistema planetario. 

16. Use el planeta A como origen de un nuevo sistema de coordena- 
das y de ecuaciones parametricas para la posicion del planeta B 
en el instante t. Escriba su respuesta en terminos de cos (pt) y 
sen (pt). 

17. Use el planeta A como origen y grafique la trayectoria del planeta B. 

Este ejercicio muestra la dificultad que en la epoca anterior a 
Kepler (con una vision geocentrica - planeta A - del sistema so- 
lar) se tuvo para comprender los movimientos de los planetas (por 
ejemplo, el planeta B podrfa ser Marte). Al respecto vea el artlcu- 
lo de D. G. Saari en American Mathematical Monthly , Vol. 97 (fe- 
brero, 1990), paginas 105-119. 

18. Kepler descubrio que la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol 
es una elipse con el Sol en uno de los focos. Sea r (t) el vector po- 
sition del centra del Sol al centra de la Tierra, en el instante t. Sea 
w el vector que va del Polo Sur al Polo Norte de la Tierra. Se sabe 
que w es constante y no ortogonal al piano de la elipse (el eje de 
rotacion de la Tierra esta inclinado). En terminos de r(r) y w, de el 
significado matematico del (i) perihelio, (ii) afelio, (iii) equinoc- 
cio, (iv) solsticio de verano, (v) solsticio de invierno. 


Capitulo Preguntas de repaso 


1. Enuncie las reglas para derivar e integrar funciones vectoriales. 
De ejemplos. 

2. ^Como se define y se calcula la velocidad, la rapidez, la direction 
de movimiento y la aceleracion de un cuerpo que se mueve a lo 
largo de una curva en el espacio, suficientemente diferenciable? 
De un ejemplo. 

3. (,Que tienen de particular las derivadas de las funciones vectoria- 
les con longitud constante? De un ejemplo. 

4. ^Cuales son las ecuaciones vectoriales y parametricas para el mo- 
vimiento de un proyectil ideal? ^Como se encuentra la altura ma- 
xima, el tiempo de vuelo y el alcance de un proyectil? De ejem- 
plos. 

5. ^.Corno se define y se calcula la longitud de un segmento de una 
curva regular en el espacio? De un ejemplo. (,Que hipotesis mate- 
maticas estan implicadas en la definition? 


6. ^Como se mide la distancia a lo largo de una curva regular en el 
espacio, a partir de un punto base? De un ejemplo. 

7. ^Que es un vector unitario tangente a una curva diferenciable? De 
un ejemplo. 

8. Defina curvatura, tirculo de curvatura (tirculo osculador), centra 
y radio de curvatura para curvas dos veces diferenciables en el 
piano. De ejemplos. ^Cuales curvas tienen curvatura cero? ^Cua- 
les tienen curvatura constante? 

9. ^.Que es un vector normal principal de una curva plana? ^Cuando 
esta definido? ^,En que direction apunta? De un ejemplo. 

10. ^Como se define a N y a K de las curvas en el espacio? ^Cual es la 
relation entre ambas? De ejemplos. 
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11. ^Que es un vector binormal a una curva? De un ejemplo. ^Cual 
es la relation de este vector con la torsion de la curva? De un 
ejemplo. 

12. ^Cual formula permite escribir la aceleracion de un cuerpo como 
la suma de sus componentes tangencial y normal? De un ejemplo. 


^Por que escribirla de esta manera? ^Que pasa si el cuerpo se 
mueve con rapidez constante? que pasa si se mueve con rapi- 
dez constante a lo largo de una circunferencia? 

13. Enuncie las leyes de Kepler, i A que fenomenos se aplican? 


Capitulo Ejercicios de practica 


Movimiento en un piano cartesiano 

En los ejercicios 1 y 2, grafique las curvas y bosqueje los vectores ve- 
locidad y aceleracion en los valores dados de t. Luego escriba a en la 
forma a = ajT + «nN sin determinar T y N, y encuentre k en los va- 
lores dados de t. 

1. r(f) = (4 cos t) i + ( 2 2 sen z)j, t = 0 y p/4 

2. r(f) =(23 sec f)i +(23 tan f)j, t = 0 

3. La position de una particula en el piano en el instante t es 

1 . , l 

r = — 1 H 1 . 

2 1 + t 2 2 1 + t 2 

Calcule la maxima rapidez de la particula. 

4. Suponga que r(r) = (e‘ cost)i + (e‘ sen f)j. Muestre que el angu- 
lo entre r y a nunca cambia. ^Cual es ese angulo? 

5. Calculo de la curvatura En el punto P, la velocidad y la acele- 
racion de una particula que se mueve en el piano son v = 3i + 4j 
y a = 5i + 15j . Calcule la curvatura de la trayectoria de la parti- 
cula en P. 

6. Determine el punto de la curva y = e ' donde la curvatura es ma- 
xima. 

7. Una particula se mueve a lo largo de la circunferencia unitaria en 
el piano xy. Su position en el instante t es r = xi + vj, donde x y 
y son funciones diferenciables de t. Determine dy/dt, si v • i = y. 
^E1 movimiento se realiza en el sentido de las manecillas del re- 
loj, o en sentido contrario? 

8. Usted envia un mensaje a traves de un tubo neumatico que sigue 
la curva 9y = x 3 (distancia en metros). En el punto (3, 3), v • i 

= 4ya - i= —2. Determine los valores de v - j y a - j en (3, 3). 

9. Caracterizacion del movimiento circular Una particula se 
mueve en el piano de modo que sus vectores velocidad y acelera- 
cion son siempre ortogonales. Muestre que la particula se mueve 
en una circunferencia con centra en el origen. 

10. Rapidez a lo largo de una cicloide Una rueda circular con un 
radio de 1 pie y con centra en C rueda hacia la derecha a lo largo 
del eje x, dando media vuelta por segundo. (Vea la siguiente figu- 
ra.) En el instante t (en segundos), el vector position del punto P 
sobre la circunferencia de la rueda es 

r = (pr — senp?)i + (1 — cos p/)j. 


a. Trace la curva descrita por P durante el intervalo 0 £ t £ 3 . 

b. Determine vyaent = 0, l,2,y agregue estos vectores a su 
dibujo. 

c. En un instante dado, ^,cual es la rapidez hacia delante del pun- 
to superior de la rueda y de C? 


y 



c 

■ 

7 Tt 

n 

1 


Movimiento de proyectiles y movimiento en un 
piano 

11. Lanzamiento de bala Una bala sale de la mano del lanzador a 
6.5 pies sobre el suelo con un angulo de 45° a 44 pies/ s. ^Donde 
esta 3 segundos despues? 

12. Jabalina Una jabalina sale de la mano del lanzador a 7 pies 
sobre el suelo con un angulo de 45° a 80 pies/s. (,Que altura al- 
canza? 

13. Una pelota de golf es golpeada con una rapidez inicial yo forman- 
do un angulo a con respecto a la horizontal, desde un punto que 
esta al pie de una colina recta que guarda una inclination de un 
angulo f con la horizontal, donde 

0 < f < a < 


Muestre que la pelota toca tierra a una distancia 


2y 0 2 cos a 

y~— sen ( a 

g cos f 


f). 


medida sobre la colina. Por tanto, muestre que el mayor alcance 
que puede lograr para yo dado ocurre cuando a = (f /2) + (p/4); 
es decir, cuando el vector de la velocidad inicial biseca el angulo 
entre la vertical y la colina. 
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14. El Dictator El mortero Dictator usado en la guerra civil esta- 
dounidense pesaba tanto (17,120 libras) que debla montarse en un 
vagon de ferrocarril. Tenia un calibre de 13 pulgadas y usaba una 
carga de polvora de 20 libras para disparar un proyectil de 200 li- 
bras. El mortero fue fabricado por Charles Knapp en su fundicion 
de Pittsburgh, Pennsylvania , y fue utilizado por el ejercito de la 
Union en 1864 en el sitio de Petersburg, Virginia. (,Que tan lejos 
disparaba? Aqul tenemos una diferencia de opinion. El manual de 
ordenanza afirmaba que hasta 4325 yardas, mientras que los ofi- 
ciales de campo afirmaban que 4752 yardas. Suponiendo un pro- 
yectil ideal y un angulo de disparo de 45°, ^cuales es la rapidez de 
boca correspondiente a cada caso? 

15. El record mundial para tapones de botella de champana 

a. Hasta 1988, el record mundial de distancia recorrida por un 
tapon al abrir una botella de champana era de 109 pies 6 pul- 
gadas, establecido por el capitan Michael Hill de la Artillerfa 
Real Britanica (por supuesto). Suponiendo que el capitan Hill 
sostuvo el cuello de la botella a nivel del suelo con un angulo 
de 45° y que el corcho se comporto como un proyectil ideal, 
£cual fue la rapidez del corcho al salir de la botella? 

b. Un nuevo record mundial de 177 pies 9 pulgadas fue estable- 
cido el 5 de junio de 1988 por el profesor Heinrich del Rens- 
selaer Polytechnic Institute, al disparar a 4 pies del suelo en 
los vinedos de Woodbury en Nueva York. Suponiendo una tra- 
yectoria ideal, (,cual fue la rapidez inicial del corcho? 

16. Jabalina En Postdam en 1988, Petra Felke, de la entonces Ale- 
mania Oriental, establecio un record mundial para mujeres, cuan- 
do arrojo una jabalina a 262 pies 5 pulgadas. 

a. Si Felke lanzo la jabalina con un angulo de 40° con respecto a 
la horizontal, a 6.5 pies sobre el suelo, /cual fue la rapidez 
inicial de la jabalina? 

b. ^Hasta donde llego la jabalina? 

17. Curvas smcronas Elimine a de las ecuaciones del proyectil 
ideal 


x = (y 0 cos a )/, y = (yo sen d)t 


1 

2 




Demuestre que x 2 + (y + gt 2 / 2) 2 = yo 2 f 2 . Esto implica que to- 
dos los proyectiles lanzados en forma simultanea desde el origen 
con la misma rapidez inicial estaran en algun momento en la cir- 
cunferencia de radio yo t con centro en (0, ~gt 2 / 2) , sin importar 
su angulo de lanzamiento. Estas circunferencias reciben el nom- 
bre de curx’as smcronas del lanzamiento. 

18. Radio de curvatura Demuestre que el radio de curvatura de 
una curva plana dos veces diferenciable r(t) = f(t)i + g(f)j es- 
ta dado por la formula 

x 2 + y 2 d n 

r = — , donde s = — 2 xr + y 2 . 

2 x 2 + y 2 - s 2 dt 


19. Curvatura Exprese la curvatura de la curva 

r(0 = (/ cos (Ipu 2 ) c/U^i + ^ J sen ^pu 2 ^ t/ujj 


como funcion de las distancias dirigidas, s, del origen a los puntos 
de la curva. (Vea la siguiente figura.) 




i_ 

0.25 0.5 0.75 


20. Una definicion alternativa de la curvatura en el piano Una 

definition alternativa da la curvatura de una curva plana suficien- 
temente diferenciable como \df /ds\, donde p es el angulo entre 
T e i (figura 13.40a). La figura 13.40b muestra la distancia s me- 
dida en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alrede- 
dor de la circunferencia x 2 + y 2 = a 1 del punto (a, 0) a un pun- 
to P, junto con el angulo p en P. Calcule la curvatura de la 
circunferencia con esta definicion alternativa. ( Sugerencia : 
f = U + p/2.) 




FIGURA 13.40 Figuras para el 
ejercicio 20. 


Movimiento en el espacio 

Calcule las longitudes de las curvas de los ejercicios 21 y 22. 

21. r(f) = (2 cos f)i + (2senf)j + rk, 0 < t ^ p/4 

22. r(r) = (3 cos f)i + (3 sen f)j + 2f 3/,2 k, 0Sf£3 

En los ejercicios 23-26, determine T, N, B, k, y x en el valor dado 
de t. 

23. r(t) = |(1 + f) 3/2 i + \ (1 - r) 3/2 j + |fk, t = 0 

24. r(r) = ( e‘ sen 2f)i + ( e ' cos 2f)j + 2e r k, t = 0 
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25. r(r) = fi + ^ e 2 'j , t = In 2 

26. r (t) = (3 cosh 2?)i + (3 senh 2f)j + 6fk, t = In 2 

En los ejercicios 27 y 28, escriba a en la forma a = a t T + anN en 
t = 0, sin determinar T y N. 

27. r(f) = (2 + 3f + 3f 2 )i + (4f + 4f 2 )j — (6 cos r)k 

28. r(f) = (2 + r)i + (t 4- 2?“)j + (14- ?“)k 

29. Determine T, N, B, k, y t como funciones de t si r(f). 

= (sen t)i + ( 2 2 cos f)j + (sen r)k. 

30. ^En que instantes del intervalo 0 £ t s p , los vectores veloci- 
dad y aceleracion son ortogonales al movimiento r(f) = i 

+ (5 cos f)j + (3 sen t)k? 

31. La posicion de una partfcula, que se mueve en el espacio, en el 
instante ( a 0 es 


35. Vista desde el Skylab 4 <,Que porcentaje del area de la superfi- 
cie de la Tierra podian ver los astronautas cuando Skylab 4 estaba 
en su altura de apogeo, 437 km arriba de la superficie? Para deter- 
minar esto, modele la superficie visible como la superficie gene- 
rada al girar el arco circular GT que muestra la siguiente figura, 
alrededor del eje y. Luego realice estos pasos: 

1. Use triangulos semejantes en la figura para mostrar que 
yo/6380 = 6380/(6380 + 437). Despeje y 0 . 

2. Calcule el area visible (con cuatro cifras significativas) como 

/“6380 / , N2 

VA= L 2PT c 1 + U)^ 

3. Exprese el resultado como porcentaje del area de la superfi- 
cie terrestre. 


r (t) = 2i + ^4 sen ^-Jj + ^3 - p-Jk. 

Determine el primer instante en que r es ortogonal al vector 

i ” j 

32. Determine las ecuaciones para los pianos osculador, normal y rec- 
tificante de la curva r(f) = ti + f 2 j + f 3 k enelpunto(l, 1, 1). 

33. Determine las ecuaciones parametricas de la recta que es tangente 
alacurvar(t) = e'i + (sen?)j + ln(l — f)k en t = 0. 

34. Encuentre las ecuaciones parametricas de la recta tangente a la 
helice r(f) =(2 2 cos tj i + ( 2 2 sen t)j + fk en el punto don- 
de t = p/4. 


y 
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Aplicaciones 

1. Un rfo recto tiene 100 m de ancho. Un bote de remos sale de la 
orilla lejana en el instante t = 0 . La persona del bote rema a ra- 
zon de 20m/ min, siempre hacia la orilla cercana. La velocidad del 
rfo en ( x , y) es 

v = ("- 2 ^ 0 (y « 50) 2 + 10^im/min, 0 < y < 100. 

a. Dado que r(0) = Oi + lOOj, ^cual es la posicion del bote en 
el instante f? 

b. lA que distancia rfo abajo llegara el bote a la orilla cercana? 


y 



2. Un rfo recto tiene 20 m de ancho. La velocidad del rfo en ( x , y) es 
3*(20 - x) 

v = 1 j m/min, 0 < x £ 20. 

Un bote deja la orilla en (0, 0) y viaja por el agua con una veloci- 
dad constante. Llega a la orilla opuesta en (20, 0). La rapidez del 
bote es siempre 2 20 m/ min . 

y 



0 20 


a. Calcule la velocidad del bote. 

b. Determine la posicion del bote en el instante t. 

c. Trace la trayectoria del bote. 
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3. Una partfcula P que no experimenta friction, parte del reposo en 
el instante t = 0 en el punto (a, 0, 0), y se desliza hacia abajo por 
la helice 

r(t?) = ( a cos 9) i + ( a sen 9) j + bd k (a, b > 0) 

bajo la influencia de la gravedad, como muestra la siguiente figu- 
ra. 0 en esta ecuacion es la coordenada cilmdrica 0 estandar, y la 
helice es la curva r = r = a, z — bd, 9 & 0, en coordenadas ci- 
lfndricas. Suponemos que 0 es una funcion diferenciable de t para 
el movimiento. La ley de la conservacion de la energfa nos dice 
que la rapidez de la partfcula despues de caer directamente hacia Q 
abajo una distancia z es V2 gz, donde g es la magnitud de la ace- 
leracion constante de la gravedad. 

a. Determine la velocidad angular dd/dt cuando 9 = 2tt . 

b. Exprese las coordenadas 9- y z de la partfcula como funciones 
de t. 

c. Exprese las componentes tangencial y normal de la velocidad 
dr/ dt y de la aceleracion d 2 r/dt 2 como funciones de t. ^La 
aceleracion tiene una componente no nula en la direction del 
vector binormal B? 



Sistemas de coordenadas polares 
y el movimiento del espacio 

5. Deduzca, a partir de la ecuacion orbital 

(1 + e)r 0 

v — 

1 + e cos 9 

que un planeta esta mas cerca de su sol cuando 9 = 0, y muestre 
que r = r 0 en ese instante. 

Una ecuacion de Kepler El problema de localizar un planeta 
en su orbita, en una fecha y hora dada, implica resolver ecuacio- 
nes “de Kepler” de la forma 

f(x) = x — 1 — y sen x = 0 . 

a. Muestre que esta ecuacion particular tiene una solucion entre 

xx = 0 y x = 2 . 

b. Con su computadora o calculadora en “modo de radianes”, 
use el metodo de Newton para hallar la solucion con el nume- 
ro de cifras significativas que desee. 

7. En la seccion 13.6 vimos que la velocidad de una partfcula que se 
mueve en el piano es 

v = xi + yj = r u r + r9u e . 

a. Exprese x en terminos de y , evaluando los productos punto 
V'iyvj. 

b. Exprese r en terminos de r9 , evaluando los productos punto 
v • u r y v • u fl . 

Exprese la curvatura de una curva dos veces diferenciable 
r = f(9) en el piano con coordenadas polares, en terminos defy 
sus derivadas. 


4. Suponga que la curva del ejercicio 3 se reemplaza con la helice 
conica r = a9, z — b9 que muestra la siguiente figura. 

a. Exprese la velocidad angular d9/ dt como funcion de 9 . 

b. Exprese la distancia recorrida por la partfcula a lo largo de la 
helice como funcion de 9 . 



9. Una varilla fina que pasa por el origen del piano en coordenadas 
polares gira, en el piano alrededor del origen, a razon de 3 rad/ min. 
Un escarabajo parte del punto (2, 0) y camina a lo largo de la va- 
rilla hacia el origen, a razon de una pulgada por minuto. 

a. Determine la aceleracion y la velocidad del escarabajo en for- 
ma polar, cuando esta a la mitad del camino (a una pulgada) 
del origen. 

b. ^Cual sera la longitud de la trayectoria recorrida por el esca- 
rabajo (en decimas de pulgada) cuando llegue al origen? 

10. Conservacion del momento angular Sea r (f) la position en el 
espacio de un objeto en movimiento en el instante t. Suponga que 
la fuerza neta que actua sobre el objeto en el instante t es 


F(f) = 


|r «| 3 


r(f), 


donde c es una constante. En ffsica, el momento angular de un 
objeto en el instante t se define como L (t) = r(f) X mx(t ) , don- 
de m es la masa del objeto y x(t) es la velocidad. Demuestre que 
el momento angular se conserva; es decir, demuestre que L (t) es 
un vector constante, independiente del tiempo. Recuerde la ley de 
Newton F = ma. (Este es un problema de calculo, no de ffsica.) 
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Sistemas de coordenadas cilindri cas 

11. Vectores unitarios para la position y el movimiento en coorde- 
nadas cilindricas Cuando la position de una partfcula que se 
mueve en el espacio esta dada en coordenadas cilindricas, los vec- 
tores unitarios que usamos para describir su position y movi- 
miento son 


a. Muestre que u r , u Ul y k, en ese orden, forma un sistema de 
referencia vectorial derecho de vectores unitarios. 

b. Muestre que 


t/u r 

t/U 


uu y 


t/Uj 

dU 


-u,. 


u r = (cos U)i + (sen U)j, u u = — (sen u)i + (cos ll)j, 

y k (vea la siguiente figura). Entonces, el vector position de la 
partfcula es r = r u r + z k, donde r es la coordenada de distancia 
polar positiva de la position de la partfcula. 


z 



c. Suponiendo que las derivadas necesarias con respecto a t 
existen, exprese v = r y a = r en terminos de u r , u u , k, r , y 
U. (Los puntos indican las derivadas con respecto a f: r signi- 
ficat/r/tfr, r, significad 2 r/zfr 2 , etcetera.) En la section 13.6 
dedujimos estas formulas y mostramos la forma de usar los 
vectores aquf mencionados para describir el movimiento pla- 
netario. 

12. Longitud de arco en coordenadas cilindricas 

a. Demuestre que al expresar ds 2 = dx~ + dy 2 + dz 2 en termi- 
nos de coordenadas cilindricas, se obtiene ds 2 = dr 2 + 

r 2 dvr + dz 2 ■ 

b. Interprete este resultado geometricamente en terminos de las 
aristas y una diagonal de una caja. Haga un bosquejo de la Ga- 
ia- 

c. Use el resultado de la parte (a) para determinar la longitud de 
la curva r = e u , z = e u , 0 s u £ Uln 8 . 


Capftulo Proyectos de aplicacion tecnologica 

Modulo de Mathematica/ Maple 

Seguimiento de un objeto movil mediante el radar 

Visualice los vectores position, velocidad y aceleracion para analizar el movimiento. 

Modulo de Mathematica/ Maple 

Ecuaciones parametricas y polares con un patinador de figura 

Visualice los vectores position, velocidad y aceleracion para analizar el movimiento. 

Modulo de Mathematica/ Maple 

Movimiento en tres dimensiones 

Calcule la distancia recorrida, la rapidez, la curvatura y la torsion del movimiento a lo largo de una curva en el espacio. Visualice y calcule los vec- 
tores tangente, normal y binormal asociados con el movimiento a lo largo de una curva en el espacio. 



Derivadas parciales 


INTRODUCCI ON A1 estudiar un fenomeno del mundo real, es usual que una cantidad de- 
penda de dos o mas variables independientes. Por lo tanto, debemos ampliar las ideas basi- 
cas del calculo de funciones de una variable a funciones de varias variables. Aunque las re- 
glas de calculo son las mismas, en este caso tenemos mayor riqueza. Las derivadas de las 
funciones de varias variables tienen mayor variedad y son mas interesantes debido a las 
distintas formas de interaccion entre las variables. Sus integrales conducen a una mayor 
variedad de aplicaciones. El estudio de la probabilidad, la estadfstica, la dinamica de flui- 
dos y la electricidad, por mencionar algunos casos, conduce de manera natural a funciones 
de mas de una variable. 


14.1 


Funciones de varias variables 


Muchas funciones dependen de mas de una variable independiente. La funcion V = p r 2 h 
calcula, a partir de su radio y su altura, el volumen de un cilindro circular recto. La fun- 
cion f(x, y ) = x 2 + y 2 calcula la altura del paraboloide z = x 2 + y 2 sobre el punto P(x, 
y), a partir de las dos coordenadas de P. La temperatura T de un punto sobre la superficie 
terrestre depende de su latitud x y su longitud y, lo que se expresa escribiendo T = f(x, y). 
En esta section definiremos funciones de mas de una variable independiente y analizare- 
mos algunas formas de graficarlas. 

Las funciones reales de varias variables independientes reales se definen de una for- 
ma que puede deducirse facilmente del caso de una variable. Los dominios son conjuntos 
de parejas (ternas, cuartetas, n-adas) de numeros reales, y las imagenes (o rangos) son 
conjuntos de numeros reales del mismo tipo del que hemos utilizado. 


DEFI Nl Cl ONES Funcion de n variables independientes 

Suponga que D es un conjunto de n-adas de numeros reales (x \ , x 2 , . . . , x„).. Una 
funcion real/en D es una regia que asigna un unico numero real 

w = f(x 1, X 2 , . . . , X„) 

a cada elemento en D. El conjunto D es el dominio de la funcion, mientras que el 
conjunto de valores w asumidos por/es el rango de la funcion. El slmbolo w es 
la variable dependiente de/y se dice que/es una funcion de las n variables in- 
dependientes xi a x„. . Las Xj son las variables de entrada de la funcion y w es 
la variable de salida de la funcion. 
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Si/es una funcion de dos variables independientes que por lo general son x y y, entonces 
dibujamos el dominio de/como una region en el piano xy. Si/es una funcion de tres va- 
riables independientes que por lo general son x, y y z, entonces dibujamos el dominio co- 
mo una region en el espacio. 

En las aplicaciones tendemos a usar letras que nos recuerdan lo que representan las 
variables. Para decir que el volumen de un cilindro circular recto es una funcion de su ra- 
dio y altura, podemos escribir V = f(r, h). Para ser mas especfficos, podrfamos reempla- 
zar la notation// h) por la formula que calcula el valor de V a partir de los valores de r y 
h, y escribir V = p r 2 h. En cualquier caso, ryh seran las variables independientes y V la 
variable dependiente de la funcion. 

Como es usual, para evaluar funciones definidas mediante formulas, sustituimos los 
valores de las variables independientes en la formula y calculamos el valor correspondien- 
te de la variable dependiente. 

EJ EMPLO 1 Evaluacion de una funcion 

El valor de /(x, y, z) = 2 x 2 + y 2 + z 2 en el punto (3, 0, 4) es 


/(3, 0, 4) = 2 (3) 2 + (0) 2 + (4) 2 = 2 25 = 5. 

De la seccion 12.1 reconocemos a/como la funcion distancia del origen al punto (x, y, z), 
en coordenadas cartesianas en el espacio. 

Dominios e imageries 

Para definir una funcion de mas de una variable, seguimos la practica usual de excluir las 
entradas qu e cond ucen a numeros complejos o a la division entre cero. Si 
/(x, y) = 2 y — x 2 , y y no puede ser menor que x 2 . .Si /(x, y) = 1 /(xy), xy no puede ser 
cero. Supondremos que el dominio de una funcion es el conjunto mas grande con el que la 
regia de definicion genera numeros reales, a menos que especfficamente se indique lo 
contrario. El rango o la imagen consta del conjunto de valores de salida para la variable 
dependiente. 

EJ EMPLO 2(a) Funciones de dos variables 


Funcion 


Dominio 


w = 2 y - x 2 y > x 2 
W = Jy xy / 0 

w = sen xy Todo el piano 


Rango 

[0, oo) 

(-oo, 0) U (0, oo) 


[- 1 , 1 ] 


(b) Funciones de tres variables 


Funcion 

Dominio 

Rango 

w = 2 x 2 + y 2 + z 2 

Todo el espacio 

[0, oo) 

W - , , ' 2 , 2 (x, y, z) # (0,0,0) (0, OO) 

x- + y 2 + z“ 

w = xy In z 

Semiespacio z > 0 

( — 00 , oo) 
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(a) Punto interior 



(b) Punto frontera 


Funciones de dos variables 

Las regiones en el piano pueden tener puntos interiores y puntos frontera, como pasa con 
los intervalos de la recta real. Los intervalos cerrados [a, b] incluyen sus puntos frontera, 
los intervalos abiertos (a, b ) no incluyen sus puntos frontera, y los intervalos [a, b ) no son 
abiertos ni cerrados. 


DEFI Nl Cl ONES Puntos interiores, frontera, abiertos y cerrados 

Un punto (xo, yo) en una region (conjunto) R del piano xy es un punto interior 
de R si es el centra de un disco de radio positivo que esta completamente dentro 
de R (figura 14.1). Un punto (xo, yo) es un punto frontera de R si cada disco con 
centra en (xo, yo) contiene puntos que estan fuera de R y puntos que estan en R. 
(El punto frontera no tiene que pertenecer a R, pero el punto interior desde luego 
que sf.) 

Los puntos interiores de una region conforman (como conjunto) el interior 
de la region. Los puntos frontera de una region conforman su frontera. Una re- 
gion es abierta si consta solo de puntos interiores. Una region es cerrada si con- 
tiene todos sus puntos frontera (figura 14.2). 


FIGURA 14.1 Puntos interiores y puntos 
frontera de una region plana R. Un punto 
interior es necesariamente un punto de R. 
Un punto frontera de R no tiene que 
pertenecer a R. 


y 



( • \ 

\ / 

o 



{(x, y) | x 2 + y 2 < 1} 
Disco uni tarioabierto. 
Cada punto es un 
punto interior. 


y y 



~ \ 
f&m \ 

\ Y 

0 

/ 5 

\ 

/ 

\ 

/ 






{(x, y) | x 2 + y 2 = 1} 
Frontera del disco 
unitario. (Lacircun- 
ferencia unitaria). 


/ 

/ 


0 


V 



/ 


— 


{(x, y) | x 2 + y 2 < 1} 
Disco unitario cerrado. 
Contiene a todos I os 
puntos frontera. 


FIGURA 14.2 Puntos interiores y puntos frontera del disco unitario en el piano. 


A1 igual que con los intervalos de numeros reales, algunas regiones del piano no son 
abiertas ni cerradas. Si comenzamos con el disco abierto de la figura 14.2 y agregamos al- 
gunos, pero no todos sus puntos frontera, el conjunto resultante no es abierto ni cerrado. 
Los puntos frontera que estan en el hacen que el conjunto no sea abiertoy la ausencia de 
los demas puntos frontera hace que el conjunto no sea cerrado. 


DEFI NI Cl ONES Regiones acotadas y no acotadas en el piano 

Una region en el piano esta acotada si esta dentro de un disco de radio fijo. Una 
region es no acotada si no tiene fronteras. 


Algunos ejemplos de conjuntos acotados en el piano son los segmentos de recta, 
triangulos, interiores de triangulos, rectangulos, circunferencias y discos. Algunos ejem- 
plos de conjuntos no acotados en el piano son las rectas, los ejes coordenados, las graficas 
de funciones definidas en intervalos infinitos, los cuadrantes, los semipianos y el propio 
piano. 
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y 



FIGURA 14.3 El dominio de 
/(x, y) = 2 y — x 2 consta de la region 
sombreada y la parabola y = x 2 que lo 
acota (ejemplo 3). 


EJ EMPLO 3 Descri pcion del dominio de una funcion de dos variables 

Describa el dominio de la funcion /(x, y) = 2 y — x 2 . 

Solucion Como/esta definida solo cuando y — x 2 > 0. el dominio es la region cerra- 
da, no acotada, que aparece en la figura 14.3. La parabola y = x 2 es la frontera del domi- 
nio. Los puntos sobre la parabola son parte del dominio y conforman su frontera. 


Graficas, curvas de nivel y contornos de funciones 
de dos variables 

Hay dos formas usuales de dibujar los valores de una funcion /(x, y). Una consiste en tra- 
zar las curvas de nivel en el dominio, donde/asume un valor constante. La otra consiste 
en trazar la superficie z = / (x, y) en el espacio. 


DEFI Nl Cl ONES Curva de nivel, grafica, superficie 

El conjunto de puntos en el piano donde una funcion /{x, y) tiene un valor cons- 
tante /(x, y) = c es una curva de nivel de /. El conjunto de todos los puntos (x, 
y,/(x, y)) en el espacio, para (x, y) en el dominio de/, se llama la grafica de/ A 
la grafica de/tambien se le llama superficie z = f(x,y). 


f{x, y) = 75 



La superficie 
z= f(x,y) 

= 100 - x 2 - y 2 



es la grafica def 


fix, $ = 0 


f[x, y) = 51 
(una curva 
de nivel tipica 
en el dominio 
de la funcion) 


EJ EMPLO 4 Graficaci on de una funcion de dos variables 

Grafique /(x, y) = 100 — x 2 — y 2 y trace las curvas de nivel /(x, y) = 0, /(x, y) = 51, 
y f(x, y) = 75 en el dominio de/en el piano. 

El dominio de/es todo el piano xy, y el rango de/es el conjunto de numeros 
reales menores o iguales que 100. La grafica es el paraboloide z = 100 — x 2 — y 2 una 
parte del cual aparece en la figura 14.4. 

La curva de nivel /(x, y) = 0 es el conjunto de puntos en el piano xy donde 

/(x, y) = 100 - x 2 - y 2 = 0, o x 2 + y 2 = 100, 

que es la circunferencia de radio 10 con centra en el origen. De manera similar, las curvas 
de nivel /(x, y) = 51 y /(x, y) = 75 (figura 14.4) son las circunferencias 


FI GU P A 14 , 4 La grafica y algunas 

curvas de nivel de la funcion 

f(x, y) = 100 — x 2 — y 2 (ejemplo 4). 


/(x, y) = 100 - x 2 - y 2 = 51, o x 2 + y 2 = 49 

/(x, y) = 100 — x 2 — y 2 = 75, o x 2 + y 2 = 25. 

La curva de nivel /(x, y) = 100 solo consta del origen. (Sigue siendo una curva de nivel.) 


La curva en el espacio donde el piano z = c corta a una superficie z = / (x, y) esta forma- 
da por los puntos que representan el valor de la funcion /(x, y) = c. A esta se le llama 
curva de contorno /(x, y) = c para distinguirla de la curva de nivel /(x, y) = c en el do- 
minio de/. La figura 14.5 muestra la curva de contorno /(x, y) = 75 sobre la superficie 
Z = 1 00 — x 2 — y 2 definida por la funcion /(x, y) = 100 — x 2 — y 2 La curva de con- 
torno esta directamente arriba de la circunferencia x 2 + y 2 = 25, que es la curva de nivel 
/(x, y) = 75 en el dominio de la funcion. 

Sin embargo, no todo mundo hace esta distincion; tal vez usted prefiera llamar a am- 
bos tipos de curva por el mismo nombre y confiar en el contexto para aclarar lo que se tie- 
ne en mente. En la mayorfa de los mapas, por ejemplo, a las curvas que representan una 
elevacion (altura sobre el nivel del mar) se les llama contornos, no curvas de nivel (figura 
14.6). 
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La curva de contomo f(x, y) = 100 - x 2 - y 2 = 75 
eslacircunferenciax 2 + y 2 = 25 enel planoz= 75. 



La curva de ni vel f(x, y) = 100 - x 2 - y 2 = 75 
eslacircunferenciax 2 + y 2 = 25enel piano xy. 


FIGURA 14.5 l.'n piano z = cparaleloal 
piano xy que corta a una superficie 
z = fix, y ) produce una curva de contorno. 



FIGURA 14.6 Contornos en el Monte Washington, New Hampshire. (Reproduction con 
permiso del Club Montanes de los Apalaches). 


Funciones de tres variables 

En el piano, los puntos donde una funcion de dos variables independientes tiene un valor 
constante fix, y) = c forman una curva en el dominio de la funcion. En el espacio, los 
puntos donde una funcion de tres variables independientes tiene un valor constante 
fix, y, z) = c forman una superficie en el dominio de la funcion. 


DEFI NI Cl ON Superficie de nivel 

El conjunto de puntos (x, y, z) en el espacio donde una funcion de tres variables 
independientes tiene un valor constante f(x, y, z) = c, es una superficie de nivel 
de/. 


Como las graficas de funciones de tres variables constan de puntos (x, y, z, fix, y, z.)) 
que estan en un espacio con cuatro dimensiones, no podemos trazarlas en nuestro marco 
de referencia tridimensional. Sin embargo, podemos ver como se comporta la funcion, 
analizando sus superficies de nivel tridimensionales. 

EJEMPLO 5 Descri pcion de las superficies de nivel de una funcion de tres 
variables 

Describa las superficies de nivel de la funcion 


fix, y, z) = 2 x 2 + y 2 + z 2 ■ 
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Vx 2 + y 2 + z 2 = 1 
Vx 2 + y 2 + z 2 = 2 
Vx 2 + y 2 + z 2 = 3 



Las superficies de nivel de 
f(x, y,z)= 2 x 2 + y 2 + z 2 son esferas 
concentricas (ejemplo 5). 



(a) Punto interior 

(% y» z o) 



(b) Punto frontera 


FIGURA 14.8 Puntos interiores y puntos 
frontera de una region en el espacio. 


Solution El valor de/es la distancia del origen al punto (x, y, z). Cada superficie de ni- 
vel 2 x 2 + y 2 + z 2 = c, c>0,es una esfera de radio c con centra en el origen. La fi- 
gura 14.7 muestra una vista con un corte de estas esferas. La superficie de nivel 
2 x 2 + y 2 + z 2 = 0 consta solo del origen. 

Aquf no graficamos la funcion; buscamos las superficies de nivel en su dominio. Las 
superficies de nivel muestran en que forma cambian los valores de la funcion al movernos 
por el dominio. Si permanecemos en una esfera de radio c con centra en el origen, la fun- 
cion mantiene un valor constante, a saber, c. Si nos movemos de una esfera a otra, el valor 
de la funcion cambia. Crece al alejarnos del origen y decrece si nos movemos hacia el ori- 
gen. La forma como cambian los valores depende de la direccion que tomemos. Esta de- 
pendencia de la direccion es importante. En la seccion 14.5 regresaremos a esto.. 

Las definiciones de interior, frontera, abierta, cerrada, acotada y no acotada para las 
regiones en el espacio, son similares a las de las regiones en el piano. Para considerar la di- 
mension extra, ahora usamos esferas solidas de radio positivo en lugar de discos. 


DEFINICIONES Puntos interiores y frontera para regiones en el espacio 

Un punto (xo, yo , zo) en una region R del espacio es un punto interior de R, si es 
el centra de una bola solida que esta completamente dentro de R (figura 14.8a). 
Un punto (xo, yo. so) es un punto frontera de R si toda esfera con centra en 
(xo, yo. So) contiene puntos que estan fuera de R y puntos que estan en R (figura 
14.8b). El interior de R es el conjunto de puntos interiores de R. La frontera de 
R es el conjunto de puntos frontera de R. 

Una region es abierta si consta solo de puntos interiores. Una region es ce- 
rrada si contiene a toda su frontera. 


Algunos ejemplos de conjuntos abiertos son el interior de una esfera, el semiespacio 
abierto z > 0, el primer octante (donde x,yyz son todos positivos) y el propio espacio. 

Algunos ejemplos de conjuntos cerrados en el espacio son las rectas, los pianos, el se- 
miespacio cerrado z — 0, el primer octante con los pianos que lo acotan, y el propio espa- 
cio (pues no tiene puntos frontera). 

Una esfera solida con una parte de su frontera eliminada o un cubo solido con una ca- 
ra, arista o esquina faltante son ejemplos de conjuntos que no son abiertos ni cerrados. 

Las funciones de mas de tres variables independientes tambien son importantes. Por 
ejemplo, la temperatura de una superficie en el espacio puede depender no solo de la posi- 
cion del punto P(x, y, z) sobre la superficie, sino tambien del tiempo f, de modo que po- 
drfamos escribir T = f(x, y, z, t). 

Graficacion por computadora 

Los programas de graficacion tridimensional para las computadoras y las calculadoras 
permiten graficar funciones de dos variables, oprimiendo unas cuantas teclas. Con frecuen- 
cia, podemos obtener information mas rapidamente de una grafica que de una formula. 
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EJ EMPLO 6 Como modelar la temperatura debajo de la superficie terrestre 

La temperatura debajo de la superficie terrestre es una funcion de la profundidad x debajo 
de la superficie y el instante t en el ano. Si medimos x en pies y t es el numero de dias 
transcurridos desde la fecha esperada para la temperatura superficial maxima anual, pode- 
mos modelar la variacion de la temperatura mediante la funcion 

w = cos (1.7 X 10 2 r - Q.2x)e~ 0 2x . 

(La escala de temperatura en 0 pies se modifica para que varfe entre + 1 y — 1 , de modo 
que la variacion en x pies pueda interpretarse como una fraccion de la variacion sobre la 
superficie.) 

La figura 14.9 muestra una grafica de la funcion, generada por computadora. A una 
profundidad de 15 pies, la variacion (cambio en la amplitud vertical de la figura) es cerca- 
na al 5% de la variacion en la superficie. A 30 pies, casi no hay variacion durante el ano. 



FI GU RA 14.9 Esta grafica generada por 
computadora de 

w = cos (1.7 X 10 2 r — 0.2x)e~ 0 2x 

smuestra la variacion estacional de la 
temperatura debajo del suelo como una 
fraccion de la temperatura en la superficie. 

A x = 15 pies, la variacion es solo 5% de la 
variacion en la superficie. A x = 30 pies, la 
variacion es menor al 0.25% de la variacion en 
la superficie (ejemplo 6). (Adaptado del 
original proporcionado por Norton Starr). 


La grafica tambien muestra que la temperatura a 15 pies bajo la superficie esta desfa- 
sada casi medio ano con respecto a la temperatura de la superficie. Cuando la temperatura 
tuvo un mfnimo sobre la superficie (digamos que en enero), estaba en su punto maximo a 
15 pies debajo del suelo. A quince pies debajo del suelo, las estaciones se invierten. ■ 

La figura 14.10 muestra graficas generadas por computadora de varias funciones de dos 
variables, junto con sus curvas de nivel. 
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z 



(b) z = sen x + 2 sen y 



z 



(c) z = (4x 2 + y 2 )e^ 2 ~y 2 


y 




F! GURA 14 ,10 Graficas generadas por computadora y superficies de nivel de 
funciones tipicas de dos variables. 
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EJ ERCI Cl OS 14.1 


Dominio, rango y curvas de nivel 

En los ejercicios 1-12, (a) determine el dominio de la funcion, (b) de- 
termine el rango, (c) describa las curvas de nivel, (d) determine la 
frontera del dominio, (e) determine si el dominio es una region abier- 
ta, cerrada o ninguna de las dos, y (f) decida si el dominio esta o no 
acotado. 


1. fix, y)=y- x 
3. f(x,y) = 4x 2 + 9y 2 
5- fix, y) = xy 


2. f(x, >') = 2 y - x 
4. f(x, y) = x 2 - y 2 
6- fix,y) = y/x 2 


7. fix,y) = 1 , 8. fix,y) = 2 9 - x 2 - y 2 

2 16 — x 2 - y 2 

9 . fix, y) = ln(jt 2 + y 2 ) 10. fix,y) = e Hx ^ yl) 


11. fix,y) = sen 1 iy - x) 


12. fix,y) 



I dentificacion de superficies y curvas de nivel 

Los ejercicios 13-18 muestran curvas de nivel para las funciones gra- 
ficadas en (a) - (f). Relacione cada conjunto de curvas con la funcion 
adecuada. 


17. 


18. 


y y 
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xy{x 2 - y 2 ) 


25. /( x,y) = 4x 2 + y 2 26. f(x,y) = 4x 2 + y 2 + 1 

27. f(x,y) = 1 ~ | v| 28. f(x,y) = 1 - |jc| — |y| 

Determinacion de una curva de nivel 

En los ejercicios 29-32, encuentre una ecuacion para la curva de nivel 
de la funcion /(*, y) que pasa por el punto dado. 

29. f(x,y) = 16 - x 2 - y 2 , (22 2, 2 2 ) 

30. f(x,y) = 2 x 2 — 1, (1,0) 

31 - = tt 2 ' i~ 22 ’ 22 ) 

00 / \n 

32 . /(*,?)= 2 (JJ • 0.2) 

Trazo de superficies de nivel 

En los ejercicios 33-40, trace una superficie de nivel tipica para la 
funcion. 

33. f(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 34. f(x,y,z) = ln(x 2 + y 2 + z 2 ) 

35. /(*, y, z) = x + z 36. fix, y, z) = z 

37. /(*, y, z) = x 2 + y 2 38. fix, y, z) = y 2 + z 2 

39. fix, y,z) = z ~ x 2 - y 2 

40. fix,y,z) = ix 2 /25) + (y 2 /16) + (z 2 /9) 



I dentif i caci on de funciones de dos variables 

Muestre los valores de las funciones de los ejercicios 19-28 de dos 
formas: (a) trazando la superficie z — fix, y) y (b) dibujando varias 
curvas de nivel en el dominio de la funcion. Marque cada curva de ni- 
vel con el valor correspondiente de la funcion. 

19. fix, y) = y 2 20. f(x,y) = 4 - y 2 

21. fix, y) = x 2 + y 2 22. fix, y) = 2 x 2 + y 2 

24. f(x,y) = 4 - x 2 - y 2 


Determinacion de una superficie de nivel 

En los ejercicios 41-44, encuentre una ecuacion para la superficie de 
nivel de la funcion en el punto dado. 

41. fix,y,z) = 2 x - y — lnz, (3, — 1, 1) 

42. f(x,y,z) = ln(.r 2 + y + z 2 ), (-1,2, 1) 

“ ix + y)" 

43. gix,y,z) = 2 T» ’ (In 2, In 4, 3) 

„= 0 n-z 


44. gix,y,z) 



r dt 
J 2 2 t2 t 2 - l’ 


(0, 1/2, 2) 


Teoria y ejemplos 

45. El valor maximo de una funcion en una recta del espacio La 

funcion fix, y, z) = xyz ^tiene un valor maximo sobre la recta 
x = 20 — t, y = t, z = 20? Si lo tiene, ^,cual es? Justifique su 
respuesta. ( Sugerencia : A lo largo de la recta w = fix, y, z) es 
una funcion diferenciable de t.) 

46. El valor mmimo de una funcion en una recta del espacio La 

funcion fix, y, z) = xy — z ^tienen un valor minirno sobre la rec- 
ta x = t — 1, y = t — 2, z = t + 7? Si lo tiene, ^cual es? Justi- 
fique su respuesta. ( Sugerencia : A lo largo de la recta, 
w — fix, y, z) es una funcion diferenciable de t.) 

47. El choque sonico del Concorde Las ondas sonoras del Con- 
corde se doblan cuando la temperatura carnbia arriba y debajo de 
la trayectoria del avion. La alfombra de choque sonico es la re- 
gion del suelo que recibe las ondas sonoras directamente del pla- 


23. fix,y) = -ix 2 + y 2 ) 
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no, no reflejadas de la atmosfera ni con difraccion a lo largo del 
suelo. La alfombra se determina mediante los rayos que tocan el 
suelo a partir del punto que se encuentra directamente debajo del 
avion. (Vea la siguiente figura.) 



Alfombra de choque sonico 


El ancho w de la region en que las personas en el suelo escuchan 
directamente el choque sonico del Concorde, no reflejado por una 
capa de la atmosfera, es una funcion de 

T = temperatura del aire al nivel del suelo (en Kelvin) 
h = altitud del Concorde (en kilometres) 
d = el gradiente de tempertaura vertical 
(cafda de temperatura en kelvin por kilometre). 

La formula para w es 



El Concorde, en vuelo hacia Washington, viajo hacia los Es- 
tados Unidos desde Europa en un curso que lo llevo al sur de la 
isla de Nantucket a una altura de 16.8 km. Si la temperatura en la 
superficie es de 290 K y el gradiente de temperatura vertical es 5 
K/km, <;,cuantos kilometres al sur de Nantucket tuvo que volar el 
avion para mantener su alfombra de choque sonico fuera de la is- 
la? [De “Concorde Sonic Booms as an Atmospheric Probe”, de N. 
K. Balachandra, W. L. Donn y D. H. Rind, Science, vol. 197 (1 de 
julio, 1977), paginas 47-49], 

48. Como usted sabe, la grafica de una funcion real de una sola varia- 
ble real es un conjunto en el espacio con dos coordenadas. La gra- 
fica de una funcion real de dos variables independientes reales es 
un conjunto en el espacio con tres coordenadas. La grafica de una 
funcion real de tres variables independientes reales es un conjunto 
en un espacio con cuatro coordenadas. ^Como definirfa la grafica 
de una funcion real /( x\, X 2 ,xi, X 4 ) de cuatro variables indepen- 
dientes reales? ^Como definirfa la grafica de una funcion real 
f(x 1 , X 2 , X 3 , . . . , x„) de n variables independientes reales? 


EXPLORACIONES POR C0MPUTAD0RA 

Superficies explicitas 

Use un programa de algebra por computadora para realizar los si- 
guientes pasos, para cada una de las funciones de los ejercicios 49-52. 

a. Trace la superficie sobre el rectangulo dado. 

b. Trace varias curvas de nivel en el rectangulo. 

c. Trace la curva de nivel de/que pase por el punto dado. 

y 

49. f(x, y) = x sen — + y sen lx, 0 < x < 5p 0 £ y < 5p , 
^(3p , 3p ) 


50. 

f(x,y ) = 

= (senx)(cosy)e 2 ' t2+ ^ 8 , 0 £ 

x < 5p , 


0 < y < 5p . 

. P( 4p , 4p ) 


51. 

f(x, y) - 

= sen 

i (x + 2 cosy), — 2p £ x 

- 2 P . 


— 2p < 

y ' 

2p , P(p,p) 


52. 

f(x,y) - 

= e <*° 

sen (x 2 + y 2 ), 0 < x 

■< 2p , 


— 2p < 

y ' 

P, P( P , — P 3 



Superficies implicitas 

Use un programa de algebra por computadora para trazar las superfi- 
cies de nivel de los ejercicios 53-56. 

53. 4 In (x 2 + y 2 + z 2 ) = 1 54. x 2 + z 2 = 1 

55. .v + y 2 — 3 z 2 = 1 

56. sen — (cosy) 2 x 2 + z 2 = 2 


Superficies parametrizadas 

Asf como las curvas en el piano se describen en forma parametrica 
con una pareja de ecuaciones x = f(t), y = g(t) definidas en algun 
intervalo 1 del parametro, a veces se puede describir a las superficies 
en el espacio con una tercia de ecuaciones x = f(u, y), y = g(u, y), 
z = h(u, y) definida en un rectangulo de parametros a £ u £ b, 
c s y £ i Muchos programas de algebra por computadora permiten 
trazar tales superficies en modo parametrico. (En la section 16.6 ana- 
lizaremos con detalle las superficies parametrizadas.) Use un progra- 
ma de algebra por computadora para trazar las superficies de los ejer- 
cicios 57-60. Ademas, trace varias curvas de nivel en el piano xy. 

57. x = u cos y, y = u sen y, z — u, 0 £ # £ 2, 

0 < y < 2p 

58. x = u cos y, y = u sen y, z — y, 0 £ u £ 2, 

0 £ y £ 2p 

59. x = (2 + cos u) cos y, y = (2 + cos u) sen y, z — sen u, 
0<«<2p, 0<y<2p 

60. x = 2 cos u cos y, y — 2 cos u sen y, z — 2 sen u, 

0<u<2p, o<y<p 
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14.2 


Limites y continuidad en dimensiones superiores 


Esta seccion analiza los limites y la continuidad de funciones de varias variables. La defi- 
nition del lfmite de una funcion de dos o tres variables es similar a la definicion del lfmite 
de una funcion de una sola variable, pero con una diferencial crucial, como veremos. 


Limites 

Si los valores de/(x, y) son arbitrariamente cercanos a un numero real fijo L para todos los 
puntos (x, y ) suficientemente cercanos a un punto (x (l , y 0 ), decimos que/tiende al lfmite L 
cuando ( x , y) tiende a (xo, y 0 ). Esto es similar a la definicion informal que dimos para el 
lfmite de una funcion de una sola variable. Sin embargo, observe que si (x 0 , yo) esta en el 
interior del dominio de/, (x, y), puede acercarse a(x 0 , y 0 ) desde cualquier direction. La di- 
rection de acercamiento puede ser importante, como en los ejemplos que veremos. 


DEFINICION Lfmite de una funcion de dos variables 

Decimos que una funcion fix, y) tiende al lfmite L cuando (x, y) tiende a (xo, yo), 
y escribimos 

lfm /(x, y) = L 

(*, y) — *( jco, yo) 

si para cada numero e > 0, existe un numero correspondiente d > 0 tal que pa- 
ra todo (x, y) en el dominio de/, 

|/(x, y) — L\ < e cuando 0 < 2 (x — x 0 ) 2 + (y — yo) 2 < d. 


La definicion de lfmite dice que la distancia entre /(x, y) y L es arbitrariamente pequena 
siempre que la distancia de (x, y) a (xo, yo) se haga suficientemente pequena (pero no cero). 

La definicion de lfmite se aplica a puntos frontera (xo, yo) y a puntos interiores del do- 
minio de/ El unico requisito es que el punto (x, y) permanezca en el dominio en todo mo- 
mento. Podemos mostrar, como en el caso de funciones de una variable, que 

x 0 
yo 

k (un numero arbitrario k). 

Por ejemplo, en la primera de las afirmaciones anteriores, /(x, y) = x y L = xo. Si utiliza 
la definicion de lfmite, entonces suponga que e > 0 fue la elegida. Si hacemos que d sea 
igual a esta e, vemos que 

0 < 2 (x - x 0 ) 2 + (y - yo) 2 < d = e 

implica 

0 < 2 (x — Xo) 2 < e 2 cr = |o| 

\x - x 0 | < e 
|/(x, y) - x 0 | < e 


lfm x = 

(x, y) — *( jc 0 , yo) 

lfm y = 

(x, y)—*(x 0 ,yo) 

lfm k = 

(x, y)—*(x 0 , yo) 
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Es decir. 


|/(x, y) — xo| < e cuando 0 < 2 (x — xo) 2 + (y — yo) 2 < d. 


Asf, 


lfm f(x, y) = lfm x = xn. 
(x, y)-*(x 0 ,y 0 ) (x, y)-*(x 0 ,yo) 


Tambien podemos mostrar que el lfmite de la suma de dos funciones es la suma de sus 
lfmites (si ambos existen), con resultados similares para los lfmites de las restas, produc- 
tos, multiplos constantes, cocientes y potencias. 


TEOREMA 1 Propiedades de los h'mites de funciones de dos variables 

Las siguientes reglas se cumplen si L, M y k son numeros reales y 


lfm fix, y) = L 

(x, y) — *(xr 0 , yo) 

1. Regia de la suma: 


2. Regia de la resta: 

3. Regia del producto: 

4 . Regia del multiplo 

const ante: 

5. Regia del cociente: 

6. Regia de la potencia: 


y lfm g(x, y) = M. 

(x,y)^(x 0 ,yo) 

lfm (f(x, y) + g(x, y)) = L + M 

(*,y)- > (*o,;yo) 

lfm (fix, y) - gix, y)) = L - M 

(*, y)— »(x 0 , yo) 

. Urn Afix,y)‘gix,y)) = L-M 

(x, y)^(x 0 , y 0 ) 

lfm ikfix, y)) = kL 
(jc.y)— qxo.yo) 

(es un numero arbitrario k ) 

f(x,y) L .. ^ „ 
(x,y)^(x 0 ,y 0 ) gix,y) M 


Si r y s son enteros sin factores comunes, y 
s A 0, entonces 


lfm ifix, y)) r ! s = L r / S 
(x,y)-*(xo,yo) 


siempre que sea un numero real. (Si ,v es par, suponemos que L > 0.) 


Aunque aquf no demostraremos el teorema 1, analizaremos informalmente por que es 
cierto. Si (x, y) esta suficientemente cerca de (xo, yo), entonces fix, y) esta cerca de L y 
g(x, y) esta cerca de M (de la interpretacion informal de los lfmites). Entonces, es razona- 
ble que fix, y) + gix, y) este cerca d e L + M, que fix, y) — gix, y) este cerca de L — M, 
que/(x, y)g(x, y) este cerca de LM\ que kf(x, y) este cerca de kL y que/(x, y)/g(x, y) este 
cerca de L/M, si M A 0. 

A1 aplicar el teorema 1 a los polinomios y a las funciones racionales, obtenemos el 
util resultado de que los lfmites de estas funciones cuando (x, y) — » (xo, yo) pueden calcu- 
late evaluando las funciones en (xo, yo). El unico requisito es que las funciones raciona- 
les esten definidas en (xo, yo). 

EJ EMPLO 1 Calculo de lfmites 

, , „ x-xy + 3 0 — (0)(1) + 3 

(a) lim x = r — 

(*.y)-»(0,i) x 2 y + 5xy - y 3 (0) 2 (1) + 5(0)(1) - (l) 3 

(b) lfm 2 x 2 + y 2 = 2 (3) 2 + (-4) 2 = 2 25 = 5 
(*,?)-»( 3,-4) 


= -3 
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EJ EMPLO 2 Calculo de Ifmites 

Determine 

x 2 — XV 

lfm — = = . 

(*< y)— *(o.o) 2 x - 2 y 


Como el denominador 2 x — 2 y tiende a 0 cuando (x, y) — » (0, 0), no 
podemos usar la regia del cociente del teorema 1 . Si multiplicamos el numerador y el de- 
nominador por 2 x + 2 y, producimos una fraccion equivalente, cuyo I finite podemos 
calcular: 


x 2 — XV 

lfm — = — = 

(x, y)— • (0,0) 2 X - 2 y 


(x 2 — xy)( 2 x + 2 }>) 

lfm 

(*,y)-»(0,0) 


lfm 

(x,y)—(0,0) 


( 2 x — 2 y)( 2 x + 2 y) 

x(x — y)( 2 x + 2 j) 
x — y 


lfm xf 2 x + 2 y 

(x, v) *(o,o) v 


Algebra 


Se cancela el factor 
nulo (x — ;y). 


= 0(20 + 2 0) = 0 


Cancelamos el factor y = x , debido a que la trayectoria y = x (a lo largo de la cual 
x — y = 0) no esta en el dominio de la funcion 

x 2 — xy 

— = = . ■ 

2 x - 2 y 


EJ EMPLO 3 Como aplicar la definicion de limite 

4xy 2 

Determine lfm —z — - — z, si este existe. 

(x, y)->(0,0) x 2 + y 2 


Solution Primero observamos que a lo largo de la recta x = 0, la funcion siempre tiene 
el valor 0 cuando y ^ 0. De manera analoga, a lo largo de la recta y = 0, la funcion tiene 
el valor 0 siempre que x ^ 0. Asf, si el lfmite existe cuando (x, v) tiende a (0, 0), el valor 
de este lfmite debe ser 0. Para ver si esto es cierto, aplicamos la definicion de lfmite. 

Sea e > 0 dado, pero arbitrario. Queremos encontrar d > 0 tal que 


< e cuando 0 < 2 x 2 + y 2 < d 

o bien 

4|x|y 2 

— r < e cuando 0 < 2 x 2 + y 2 < d. 

x + y 

Como y 2 < x 2 + y 2 tenemos que 

4|-y|y 2 

x 2 + y 2 ~ 


4xy 2 


x 2 + v 2 


- 0 


4|x| = 42 x 2 < 42 x 2 + y 2 . 
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Por lo que elegimos d = e/4.SiO< 2 i 2 + y z < d, obtenemos 


4 xy 

2 , 2 

x +y 


- 0 


< 42 x 2 + y 2 < 4d =4 


= e. 


De la definicion vemos que 


lfm 


4xy 2 


(x, y) — *(o,o) x 2 + y 2 


= 0 . 


Continuidad 

A1 igual que con las funciones de una variable, la continuidad se define en terminos de lf- 
mites. 



(a) 



DEFINICION Funcion continua de dos variables 

Una funcion f(x, y) es continua en el punto(xo, yo) si 

1. f esta definida en (xo, y (l ), 

2. lfm fix, y) existe, 

( x , y)-*(*o, yo) 

3. Inn f(x, y) = fix 0 , y 0 ). 

(x, y)->(xo, yo) 

Una funcion es continua si es continua en cada punto de su dominio. 


A1 igual que con la definicion de lfmite, la definicion de continuidad se aplica a pun- 
tos frontera y a puntos interiores del dominio de / El unico requisito es que el punto (x, y) 
este en el dominio en todo momento. 

Como habra imaginado, una de las consecuencias del teorema 1 es que las combina- 
ciones algebraicas de las funciones continuas son continuas en cada punto donde esten de- 
finidas las funciones involucradas. Esto significa que las sumas, restas, productos, multi- 
ples constantes, cocientes y potencias de funciones continuas son continuas, siempre que 
esten definidas. En particular, los polinomios y las funciones racionales de dos variables 
son continuas en cada punto donde estan definidas. 


EJEMPLO 4 Una funcion con un solo punto de discontinuidad 

Muestre que 


f(x,y) 


— 2> (*> y) * (O’ 0) 

x + y 

L 0, (x, y) = (0, 0) 


FIGURA14.il (a) La grafica de 


fix,y) 


2xy 


x 2 + y 2 ’ 

0, 


(x, y) * (0, 0) 
(x,y) = (0,0). 


La funcion es continua en todo punto 
excepto en el origen. (b) Las curvas de 
nivel de/(ejemplo 4). 


es continua en todo punto, excepto en el origen (figura 14. 1 1). 

Solution La funcion /es continua en cualquier punto (x, y) A (0, 0) pues son valores 
que estan dados por una funcion racional de x y y. 

En (0,0), el valor de/esta definido, pero/no tiene lfmite cuando (x, y) —* (0, 0). La 
razon de esto es que distintas trayectorias de acercamiento al origen pueden conducir a 
distintos resultados, como ahora veremos. 
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(b) 

FIGURA 1- 12 Lagraficade 
f(x,y ) = 2x 2 y/(x 4 + y 2 ). Como la 
grafica sugiere y los valores de la curva de 
nivel de la parte (b) confirman, 
lim^ — >(o,o) f(x, y) no existe (ejemplo 5). 


Para cada valor de m, la funcion / tiene un valor constante en la recta “perforada” 
y = mx, x A 0, pues 

= 2xjmx) = 2 mx 2 = 2m 

2 i / \2 2 i 22 i i 2 

y=mx X + [mx) X -r m X 1 + m 


f(x,y ) 


2xy 


2 , 2 
X + V 


Por tanto, / tiene este numero como limite cuando (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de la 
recta: 


11m fix, y) = lim 
>-)— (0.0) " (x, y)-(0,0) 

along y=mx 


fix, y) 


2 m 

1 + m 2 


Este limite cambia con m. Por tanto, no hay un unico numero que podamos llamar el limi- 
te de/cuando (x, y) tiende al origen. El limite no existe, de modo que la funcion no es con- 
tinua. 


El ejemplo 4 ilustra un punto importante acerca de los limites de funciones de dos 
variables (o mas). Para que el limite exista en un punto, el limite debe ser el mismo a lo 
largo de cualquier trayectoria de acercamiento. Este resultado es analogo al del caso de 
una variable, donde los limites por la izquierda y por la derecha debian tener el mismo va- 
lor. Por tanto, para funciones de dos o mas variables, si llegamos a encontrar trayectorias 
con valores distintos como limites, sabemos que la funcion no tendra limite en el punto al 
que se tiende. 


Criterio de dos trayectorias para demostrar la inexistencia de un limite 

Si una funcion /(x, y) tiene distintos limites a lo largo de dos trayectorias distintas 
cuando (x, y) tiende a (xq, yo), entonces lim^ y )^( X(h j, 0 ) /(x, y) no existe. 


EJ EMPL0 5 Como aplicar el criterio de dos trayectorias 


Muestre que la funcion 


fix, y) 


2 x 2 y 

7T7 


(figura 14.12) no tiene limite cuando (x, y) tiende a (0, 0). 


Solucion El limite no puede determinarse mediante una sustitucion directa, pues esto 
conduce a la forma 0/0. Examinaremos los valores de/a lo largo de curvas que terminan 
en (0, 0). A lo largo de la curva y = kx 2 , x A 0, la funcion asume el valor constante 

= 2x 2 jkx 2 ) = 2kx 4 = 2k 
y=kx 2 X 4 + ikx 2 ) 1 X 4 + k 2 x 4 1 + k 1 

Por tanto. 


fix, y) 


\=kx~ 


2x y 
x 4 + y 2 


lim fix, y) = lim 

(*, 30^(0, o) J (x,y)-*(0.0) 

along y=kx 2 


fix, y) 


y=kx 2 . 


2k 

1 + k 2 ' 


Este limite varia con la trayectoria de acercamiento. Por ejemplo, si (x, y) tiende a (0, 0) a 
lo largo de la parabola y = x 2 , k = 1 y el limite es 1. Si (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo del 
eje x, k = 0 y el limite es 0. Por el criterio de las dos trayectorias, /no tiene limite cuando 
(x, y) tiende a (0, 0). 

El lenguaje aqui parece contradictorio. Se podria preguntar ‘/Que quiere decir que/ 
no tiene limite cuando (x, y) tiende al origen?” Quiere decir que tiene muchos limites, por 
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lo que no existe un unico lfmite independiente de la trayectoria y por tanto, de acuerdo con 
la definicion, lfm( x , y )^(o,o) fix, y) no existe. ■ 

Las composiciones de funciones continuas tambien son continuas. La demostracion, 
que aquf omitimos, es similar a la de funciones de una variable (teorema 10 de la seccion 
2 . 6 ). 


Continuidad de las composiciones 

Si / es continua en (xo, yo) y g es una funcion de una variable continua en 
f(x o, yo), entonces la composicion h = g ° f definida por h{x, y ) = gifix, y)) 
es continua en (xo, yo)- 


Por ejemplo, las composiciones 

e x ~ y , cos ,, ^ — , ln(l + x 2 y 2 ) 

x" + 1 

son continuas en todo punto (x, y). 

A1 igual que con las funciones de una variable, la regia general es que las composicio- 
nes de funciones continuas son continuas. El unico requisito es que cada funcion sea con- 
tinua donde sea aplicada. 

Funciones con mas de dos variables 

Las definiciones de lfmite y continuidad para funciones de dos variables y las conclusio- 
nes acerca de los lfmites y continuidad para sumas, productos, cocientes, potencias y com- 
posiciones se extienden a funciones de tres o mas variables. Funciones como 

y sen z 

In (x + y + z) y ~ _ l 
son continuas en todo su dominio, y lfmites como 

„ e x+ * e'-' 1 

lim = = z = tv, 

(t, o -l) z 2 + cos 2 xy (-l)- + cos0 2 

donde P denota al punto (x, y, z), pueden determinarse mediante una sustitucion directa. 

Valores extremos de funciones continuas en conjuntos cerrados 
y acotados 

Hemos visto que una funcion de una variable, que es continua en un intervalo cerrado y 
acotado [a, b\, asume un valor maximo absoluto y un valor mfnimo absoluto, al menos una 
vez en [a, b], Lo mismo es cierto para una funcion z = fix, y) que sea continua en un con- 
junto cerrado y acotado R en el piano (como un segmento de recta, un disco, o un triangu- 
lo relleno). La funcion asume un valor maximo absoluto en algun punto de R y un valor 
mfnimo absoluto en algun punto de R. 

Teoremas similares a estos y a otros teoremas de esta seccion son validos para funcio- 
nes de tres o mas variables. Por ejemplo, una funcion continua w = fix, y, z), debe asumir 
sus valores maximo y mfnimo absolutos en cualquier conjunto cerrado y acotado (esfera o 
cubo solidos, cascaron esferico, solido rectangular) donde este definida. 

En la seccion 14.7 aprenderemos como determinar estos valores extremos, pero pri- 
mero debemos estudiar las derivadas en dimensiones superiores. Ese es el tema de la si- 
guiente seccion. 
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EJERCICIOS 14.2 


Limites con dos variables 

Encuentre los limites de los ejercicios 1-12. 
3x 2 - y 2 + 5 


1. lfm . ,, 

(*. 3 -)^(o,o) x 2 + y 2 + 2 


2. Km — . 

(■*> y) - K0>4) 2 y 


3. lfm 2 x 1 + y 2 - \ 

fey) - *(3,4) 


5. lfm sec x tan y 
(x, y) - *(0,p /4) 


4. lfm 

(x,y)^(2, -3) 


l + y 


6. lfm cos 


x 2 + y 3 


7. lfm < 

(x,y)— >(0,ln 2) 


9 1- C. 

. lim — 

fey)^(0,0) x 


(jr,y)->(0,0) X + y + 1 

8. lfm Inll+JtVl 
(*,y)-»(U) 


10. lfm cos 2 Ixyl — 1 
(*,y)-*(U) 


x sen y 


12. lfm 


cosy + 1 


(x, y)— *(p /2,0) y sen v 


11. lfm 

(x, y) — *(1,0) x z + 1 

Limites de cocientes 

Calcule los limites de los ejercicios 13-20. Primero escriba las fraccio- 
nes de otfa forma. x*y 

x 2 — 2xy + y 2 x 2 — y 2 


15 - ddet - - 1 


16. lfm 


xy — y — 2x + 2 

1 

y + 4 


(x, #y(2, -4) x 2 y - xy + 4x 2 - 4x 
x — y + 22 x — 22 y 


17. *lfftf 4 

(*.y)-»(o,o) 


2x-y*4 


18. 'W 


2 x — 2 y 
x + y - 4 


2 2x — y — 2 
(*,yp( 2,2) 2 x + y - 2 (y,yp(2,0) 2x - y - 4 


19. lfm 


2 r - 2 y + 1 


20. lfm 

(*> y)— *(4,3) x - y - 1 

Limites con tres variables 

Determine los lfmites de los ejercicios 21-26. 


21. 

lfm 


P— >(1,3,4) 

23. 

lfm 


P— >(3,3,0) 

24. 

lfm 


P - *(— l/4,f 

26. 

lfm 


P-*( 0, -2,1 


I + I + I 

x y z 


22. lfm 


2xy + yz 


p->(t,-t,-i) x 2 + z 2 


25. lfm ze 2y cos 2x 
P-»( P A3) 


„2 i .,2 , _2 


Continuidad en el espacio 


^,En que puntos (x, y, z) del espacio, las funciones de los ejercicios 31- 
34 son continuas? 

27. a. f(x,y) = sen (x + y) b. f(x, y) = ln(x 2 + y 2 ) 

y 


x + y 

28. a. f(x, y) = 


29. a. g(x, y) = sen 


1 


30. a. g (x, y) = 


xy 

x 2 + y 2 


x 2 — 3x + 2 


b. fix, y) = 
b. g(x,y) = 
b. g (x, y) = 


x 2 + 1 

x + y 
2 + cosx 

1 

2 

x — y 


Inexistencia del limite en un punto 

Considere distintas trayectorias de acercamiento y muestre que las 
funciones de los ejercicios 35-42 no tienen lfmite cuando (x, y) — > 
( 0 , 0 ). 

31. a. fix,y,z ) = x 2 + y 2 - 2 z 1 


b. f(x, y, z) = 2 x 2 + y 2 - 1 

32. a. fix,y,z ) = In xyz b. fix,y,z) = e I+;y cosz 

33. a. hix, y,z) — x y sen — b. hix, y, z) = 


x 2 + z 2 - 1 


34. a. h(x, y, z) = 


+ Izl 


b. hix, y, z) = 


1 


M + kl 


Inexistencia del limite en un punto 

Considere distintas trayectorias de acercamiento y muestre que las 
funciones de los ejercicios 35-42 no tienen lfmite cuando (x, y) — * 
(0, 0). 

35. fix, y) = X 36. fix, y) = 

2 x 2 + y 2 •* + y 




39. g(x, y) = 
41. hix , y) = 


x 4 — y 2 

38. f(x, y) = 

xy 

x 4 + y 2 

\*y\ 

_ x - y 
x + y 

40. g(x,y) = 

x + y 
x - y 

x 2 + y 

42. hix, y) = 

x 2 

y 

x 2 -y 
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Teoria y ejemplos 

43 . Si lfm ( x ,y)->(x 0 ,y 0 ) f(x, y ) = L , ^/debe estar definida en (xo, Vo)? 
Justifique su respuesta. 

44 . Si/(xo,Vo) = 3, ^ que puede decir acerca de 


lfm 

U,y)-*(*a,yo) 


f(x,y ) 


si/es continua en (xo,yo)? iY si /no es continua en (xo,Vo)? 
Justifique su respuesta. 

El teorema del sandwich para funciones de dos variables establece 
que si g(x, y) £ f(x, y) £ h(x,y) para toda (x, y) t 4 (xo.yo) en un 
disco con centro en (xq, yo) y si g y h tienen el mismo lfmite finito L 
cuando (x, y) —* (xq, yo), entonces 


y simplifique el resultado para mostrar como varfa el valor de 
/ con el angulo de inclinacion de la recta, 
b. Use la formula obtenida en la parte (a) para mostrar que el lf- 
mite de/cuando (x, y) —* (0, 0) a lo largo de la recta y = mx 
varfa desde —1 hasta 1, dependiendo del angulo de acerca- 
miento. 

50. Extension continua Defina/(0, 0) de tal forma que extienda 
la funcion 


x — y 
fix, y) = xy ’ 
x" + y 

para que sea continua en el origen. 


lfm f(x, y) = L. 

C*. y) — » , C*o, yo) 


Use este resultado para fundamentar sus respuestas a las preguntas de 
los ejercicios 45-48. 

45. ^E1 hecho de saber que 

x 2 y 2 tan~'xy 


le dice algo acerca de 


tan 1 xy 

lfm — — ? 
fejO-KO.O) W 


Justifique su respuesta. 

46. ^E1 hecho de saber que 


Cambio a coordenadas polares 

Si no puede obtener 1 f m ( x y )^.(o,o) fix, y) en coordenadas rectangula- 
res, intente un cambio a coordenadas polares. Sustituya 
x = rcosU,y = r sen II, e investigue el lfmite de la expresion resul- 
tante cuando r —> ► 0. En otras palabras, trate de decidir si existe un nu- 
mero L que satisfaga el siguiente criterio: 

Dada e > 0, existe una d > 0 tal que para todo ryU, 

M < d =» \f(r, u) — L| < e. (1) 

Si tal L existe, entonces 

lfm f(x, y) = lfm f(r, u) = L. 

(*,y)-*(o,0) r— *o 

Por ejemplo, 

,, x 3 „ r 3 cos 3 U ,, 3„ 

lim — : r = lim r = lim rcos^ U = 0. 

(x,y)->(0,0)x 2 + y 2 *0 r 2 r—*0 


xy — 

2\xy\ ^ r— < 4 — 4cos 2 |xy| < 2|xy| 

le dice algo acerca de 


Para verificar la ultima de estas igualdades, debemos mostrar que la 
ecuacion (1) se satisface con /(r, ll) = rcos 3 U y L = 0. Es decir, de- 
bemos mostrar que dado cualquier e > 0 existe d > 0 tal que para 
toda r y ll , 


lfm 

(*,y)— (0,0) 


4 — 4 cos 2 |xy | 
\xy\ 


Como 


| r | < d => | r cos 3 U — 0 1 < e . 


Justifique su respuesta. 

47 . ^E1 hecho de saber que | sen (1/x) | £ 1 le dice algo acerca de 

lfm y sen \ ? 

(*, y)— *(0,0) x 

Justifique su respuesta. 

48 . ^E1 hecho de saber que |cos (1/y) | £ 1 le dice algo acerca de 

lfm x cos 4 ? 

(*,y)— (0,0) y 

Justifique su respuesta. 

49 . (Continuation del ejemplo 4.) 

a. Vuelva a leer el ejemplo 4. Luego sustituya m — tan U en la 
formula 


f(x,y) 


2m 

1 + m 2 


| rcos 3 ll | = | r|| cos 3 U | < | r\ • 1 = |r| , 

la implicacion es valida para toda r y U si tomamos d = e. 
En contraste. 


x 2 + y 2 


= cos U 


asume todos los valores de 0 a 1, independientemente de cuan peque- 
iio sea | r | , de modo que h'm( x> v )^(o,o) x 2 / (x 2 + y 2 ) no existe. 

En cada una de estas instancias, la existencia o la inexistencia del 
lfmite cuando r—* 0 es bastante clara. Sin embargo, el cambio a coor- 
denadas polares no siempre ayuda y puede llevarnos a conclusiones 
falsas. Por ejemplo, el lfmite puede existir a lo largo de toda lfnea rec- 
ta (o rayo) U = constante, y no existir en el sentido estricto. El ejem- 
plo 4 ilustra este punto. En coordenadas polares, f(x, y) = (2x 2 y) 
/ (x 4 + y 2 ) se convierte en 


r cos U sen 2ll 


y—mx 


/(rcos U, rsen U) 


r 2 cos 4 ll + sen 2 ll 
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para r # 0. Si mantenemos 0 constante y hacemos r — > 0, el lfmite es 
0. Sin embargo, sobre la trayectoria y = x 2 , tenemos r r sen II = r 2 
r 2 cos 2 u y 


/(r cos U, r sen u) 


r cos U sen 2u 
r 2 cos 4 U + (rcos 2 u) 2 


Uso de la def inicion d-e 

En cada uno de los ejercicios 59-62 se da una funcion /(x, y) y un nu- 
mero positivo e. En cada ejercicio, demuestre que existe una d > 0 tal 
que para toda ( x , v). 


2 x 2 + y 2 < d => \f(x,y) — f(0, 0)| < e. 


2 r cos 2 U sen U _ r sen U 
2r 2 cos 4 U r 2 cos 2 u 


= 1 . 


En los ejercicios 51-56, determine el lfmite de / cuando (x, y)- 
(0, 0), o muestre que el lfmite no existe. 


3 2 

x - xy 


51. f(x, y) = 2 , 2 

x 2 + y 2 


52. f(x, y) = cos 


x 3 — y 3 
x 2 + y 2 


53. f(x, y) = 

x + y 


54. fix, y) = * 2 

x + x + y 2 


55. f(x, y) = tan 


t f\x\ + |y| 

x 2 + y 2 


x 2 — y 2 
56. f(x, y) = 2 2 

x 2 + y 2 

En los ejercicios 57 y 58, defina/(0, 0) de modo que la extension 
de/sea continua en el origen. 


57. fix, v) = In 


3x 2 - x 2 y 2 + 3y 2 


x 2 + y 2 


3x 2 y 

58. fix, y) = - t -2 ^ 

x + y 


59. fix, y) = x 2 + y 2 , € = 0.01 

60. fix, y) = y/(x 2 +1), € = 0.05 

61. fix, y) = (x + y)/(x 2 +1), € = 0.01 

62. fix, y) = (x + y)/(2 + cos x), e = 0.02 

En cada uno de los ejercicios 63-66 se da una funcion /(x, y, z ) y un 
numero positivo e. En cada uno, demuestre que existe una d > 0 tal 
que para toda (x, y, z). 


2 x 2 + y 2 + z 2 < d 


I jlx, y, z) ~ nu, u, uj| 


\ c . 


63. f(x,y,z ) = x 2 + y 2 + z 2 , e = 0.015 

64. fix, y, z) = xyz, e = 0.008 

x + y + z 

65. fix, y, z) = 2 -, 6 = 0.015 

x- + y 2 + z 2 + 1 

66. fix, y, z) = tan 2 x + tan 2 y + tan 2 z, e = 0.03 

67. Muestre que /(x, y, z) = x + y — z es continua en todo punto 
(*o,yo, zo)- 

68. Muestre que fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 es continua en el origen. 


14.3 


Derivadas parciales 


El calculo de varias variables es basicamente el calculo de una variable aplicado a varias 
variables a la vez. A1 mantener constantes todas las variables independientes excepto una y 
derivar con respecto a esta variable, obtenemos una derivada “parcial”. Esta seccion mues- 
tra como definir las derivadas parciales e interpretarlas geometricamente, as! como la for- 
ma de calcularlas aplicando las reglas para derivar funciones de una sola variable. 


Derivadas parciales de una funcion de dos variables 

Si (xo, yo) es un punto del dominio de una funcion fix, y), el piano vertical y = yo cortara 
la superficie z = fix, y) en la curva z = fix, yo) (figura 14.13). Esta curva es la grafica 
de la funcion z = fix, yo) en el piano y = yo. La coordenada horizontal de este piano es 
x; la coordenada vertical es z. El valor de y se mantiene constante en yp, de modo que y no 
es una variable. 

Definimos la derivada parcial de/con respecto ax en el punto (xo, yo) como la deriva- 
da ordinaria de fix, yo) con respecto a x en el punto x = xo- Para distinguir las derivadas 
parciales de las ordinarias usamos el sfmbolo d en lugar del d utilizado anteriormente. 
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FIGURA 14.13 La intersection del piano y = y 0 con la 
superficie z —fix, y), vista desde arriba del primer cuadrante 
del piano xy. 


DEFINICION Derivada parcial con respecto a x 

La derivada parcial de f(x, y) con respecto a x en el punto (xq, lo) es 

df\ 

,, fix o + h, lo) - fix o, lo) 

= lim . , 

bo.ro) h 

dx 

si el lfmite existe. 



Una expresion equivalente para la derivada partial es 


d 

dx 


fix, Lo) 




La pendiente de la curva z = fix, Vo) en el punto P(xq, Vo. fix o, Lo)) del piano y = Lo 
es el valor de la derivada parcial de / con respecto a x en (xo, Lo)- La recta tangente a la 
curva en P es la recta en el piano y = y (l que pasa por P con esta pendiente. La derivada 
partial df/dx en (xo, Lo) da la razon de cambio de/con respecto a x cuando y se mantiene 
fija en el valor y () . Esta es la razon de cambio de/en la direccion de i en (xo, Lo)- 
La notacion de una derivada parcial depende de lo que se quiera enfatizar: 


dj_ 

dx 


(x 0 , Jo) °r fxixo, Lo) 


dz 

dx 


bo. Vo) 


df dz 
U, dx , z x , or dx 


“Derivada partial de/con respecto a x en (xo, Lo)” ° “/ sub 
x en (xo, Lo)-” Conveniente para enfatizar el punto (xo, Lo)- 

“Derivada partial de z con respecto a x en (xo, Lo)-” 

“Comun en ciencias o ingenierfa, al trabajar con variables y 
no mencionar la funcion en forma explicita. 

“Derivada partial de/(o z) con respecto a x.” Conveniente 
al considerar la derivada partial como una funcion en si. 
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Eje vertical 
en el piano 

x = x 0 


Recta tangente 


P(xo,yO’Ax 0 ,y 0 )) 


z=f(x,y) 


( x 0 , y 0 + k > 


La curva z = f{x 0 ,y) 
en el piano 

x = x 0 


Eje horizontal 
en el piano x = x 0 


FI GU RA 1.14 La intersection del piano 
x = Xo con la superficie z — fix, y), vista 
desde arriba del primer cuadrante del 
piano xy. 


La definition de la derivada parcial de fix, y ) con respecto a y en un punto (xo, yo) es 
similar a la definicion de la derivada parcial de/con respecto a x. Mantenemos x fija en el 
valor xq y consideramos la derivada ordinaria de /(xq, y) con respecto a y en y 0 . 


DEFINICION Derivada parcial con respecto a y 

La derivada parcial de f(x, y) con respecto a y en cl punto (xq, yo) es 


df 

dy 


(xo, yo) 


= dy f(X(hy) 


y=yo 


= lfm 
h->0 


/(x 0 , yo + h) - f{x o, y 0 ) 


si el limite existe. 


La pendiente de la curva )z = f(x o, yo) en el punto P(xo, yo,/(xo, yo,)) del piano ver- 
tical x = xo (figura 14.14) es la derivada parcial de/con respecto a y en (xo, yo). La recta 
tangente a la curva en P es la recta en el piano x = xo que pasa por P con esta pendiente. 
La derivada parcial da la razon de cambio de / con respecto a y en (xo, yo) cuando x se 
mantiene fija en el valor xo- Esta es la razon de cambio de/en la direction de j en (xo, yo)- 
La derivada parcial con respecto a y se denota de manera similar a la derivada parcial 
con respecto a x: 

df df 

jty(* 0 ,yo), fy(xo,yo), fy, fy 


Observe que ahora tenemos dos rectas tangentes asociadas a la superficie z = f(x, y) 
en el punto P(xo, yo, f(x o, yo)) (figura 14.15). ( ',EI piano determinado por estas es tangente 
a la superficie en PI Veremos que sf, pero tenemos que aprender mas sobre las derivadas 
parciales antes de saber por que. 


z 



FIGURA 14.15 Las figuras 14.13 y 14.14 juntas. Las rectas 
tangentes en el punto (xo, yo,f(xo, yo)) determinan un piano que, 
al menos en este dibujo, parece ser tangente a la superficie. 
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Calculos 

Las definiciones de df/dx y df/dy nos proporcionan dos maneras distintas de derivar/en 
un punto: con respecto a x en la forma usual (considerando a y como una constante), y con 
respecto a y en la forma usual, considerando a x como constante. Como muestran los si- 
guientes ejemplos, los valores de estas derivadas parciales son, por lo general, distintos en- 
tre sf en un punto dado (xo, yo). 

EJEMPLO 1 Calculo de las derivadas parciales en un punto 

Determine los valores de df/dx y df/dy en el punto (4, —5), si 

fix, y) = x 2 + 3xy + y — 1. 


Solucion Para determinar df/dx, consideramos a y como constante y derivamos con 
respecto a x: 

Q-p n 

ffx = (x 2 + 3xy + y — 1) = 2x + 3 • 1 "y + 0 — 0 = 2x + 3y. 

El valor de df/dx en (4, —5) es 2(4) + 3(— 5) = —7. 

Para determinar df/dy, consideramos a x como constante y derivamos con respecto a y: 

fff = f/f, ( 2 + 3xy + y— l) = 0 + 3 , x , l + 1 — 0 = 3x + 1. 

El valor de df/dy en (4, —5) es3(4) + 1 = 13. 

EJEMPLO 2 Como definir una derivada parcial como una funcion 

Determine df/dy si /(x, y) = y senxy. 

Solucion Consideramos a x como constante y a/como producto de y y de sen xy: 

q J- d d d 

dy = ay ()' senj 0') = JaySenLy + (senxy)^(y) 

= (y cos xy) (xy) + senxy = xycosxy + senxy. 


USO DE LA TECNOLOGE Derivacion parcial 

Un sencillo graficador puede ayudarle con sus calculos, incluso en varias dimensiones. 
Si usted especifica los valores de todas las variables independientes excepto una, el gra- 
ficador puede calcular derivadas parciales y trazar las graficas con respecto a la variable 
restante. Por lo general, un programa de algebra por computadora puede calcular deriva- 
das parciales simbolicas y numericas tan facilmente como calcula derivadas sencillas. La 
mayor parte de los programas usan la misma instruccion para derivar una funcion, sin 
importar la cantidad de variables. (Solo hay que especificar la variable con repecto a la 
cual se realiza la derivacion.) 


EJ EMPLO 3 Las derivadas parciales pueden ser funciones diferentes 

Determine f x y f y si 

2y 


fix, y) 


y + cos x ’ 
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Solution Tratamos a / como un cociente y mantenemos a y como constante para 
obtener 


Jx dx \y + cos x J 


(y 4- cosx) 


^(2y) - 2 y-^(y + cosx) 
(y + cosx) 2 


(y + cosx)(0) — 2y(— senx) 
(y + cosx) 2 


2 y sen x 
(y + cosx) 2 


Con x como constante, obtenemos 


f = ±( ^ ) 

Jy dy \y + cos x J 


(y + cosx) 


Jy (2y) - 2y^(y + cosx) 
(y + cosx) 2 


(y + cos x)(2) — 2y(l) = 2 cos x 

(y + cosx) 2 (y + cosx) 2 


La derivacion implfcita funciona para las derivadas parciales de la misma forma que 
para las derivadas ordinarias, como muestra el siguiente ejemplo. 

EJEMPL0 4 Derivacion parcial implfcita 

Determine dz/dx si la ecuacion 

yz — lnz = x + y 

define a z como una funcion de las dos variables independientes x y y, y la derivada parcial 
existe. 


Solution Derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a x, manteniendo y cons- 
tante y considerando a z como una funcion diferenciable de x: 


d_ 

dx 



Superficie 

2 . ' 


J/ z = x- + y 


Recta 

tangente 


(yz) - 

d 1 

^-lnz 

dx 

dz 

1 dz 

y dx 

Z dx 

( V - 

A dz 

V 

Z J dx 


dz 


dx 


dx 

dx 


dy 

dx 


Con y constante, 

d , , dz 
t- (yz) = y it ■ 

OX OX 


Z 

yz - 1 


FIGURA 14.16 La tangente a la curva 
de intersection del piano x = 1 y la 
superficie z — x 2 + v 2 en el punto (1, 2, 5) 
(ejemplo 5). 


EJEMPLO 5 Calculo de la pendiente de una superficie en la direccion y 

El piano x = 1 corta al paraboloide z = x 2 + y 2 e n una parabola. Determine la pendien- 
te de la tangente a la parabola en (1, 2, 5) (figura 14.16). 

Solucion La pendiente es el valor de la derivada parcial dz/dy en (1, 2): 

d 


dz 

dy 


(i. 2 ) °y 


( 1 . 2 ) 


= 2y 


( 1 , 2 ) 


= 2(2) = 4. 
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Para verificar, podemos considerar a la parabola como la grafica de una funcion de una 
variable z = (l) 2 + y 2 = 1 + y 2 en el piano x = 1 y calcular la pendiente en y = 2. La 
pendiente, que se calcula ahora mediante una derivada ordinaria, es 


dz 

dy 


y=2 


d_ 

dy 


(1 + J 2 ) 


y=2 



Funciones de mas de dos variables 

Las definiciones de las derivadas parciales para funciones de mas de dos variables inde- 
pendientes son similares a las definiciones para funciones de dos variables. Son derivadas 
ordinarias con respecto a una variable, la cual se calcula mientras las demas variables in- 
dependientes se mantienen constantes. 

EJ EMPLO 6 Una funcion de tres variables 

Si x, y y z son variables independientes y 


entonces 


fix, y,z) = x sen (y + 3z), 


df 

dz 


^[xsen(y + 3z)] 



sen (>’ + 3z) 





= xcos(y + 3 z)^(y + 3z) = 3xcos(y + 3z). 

Ej EMPLO 7 Resistencias electricas en paralelo 

Si tres resistencias de/?i, R 2 , y R 3 ohms se conectan en paralelo para obtener una resisten- 
cia de R ohms, el valor de R se puede determinar mediante la ecuacion 

I=^+i+^ 

R Ri R 2 R 3 


FIGURA 14.17 Las resistencias ordenadas 
de esta forma estan conectadas en paralelo 
(ejemplo 7). Cada resistencia deja pasar 
una parte de la corriente. Su resistencia 
equivalente R se calcula mediante la 
formula 


R 



R 2 + r 3 - 


Determine el valor de dR/dR 2 cuando R\ = 30, R 2 = 45 , y R\ = 90 ohms. 


Solucion Para determinar dR/dR 2 , consideramos a R\ y a R 3 como constantes y usamos 
la derivacion implfcita para derivar ambos lados de la ecuacion con respecto a R 2 : 


— (V) 

br 2 \r J 


d 

dR 2 





1 dR 

R 2 dR 2 


= 0 - 


1 

r 2 2 


+ 0 


dR = r2 = f-B-X 

()R 2 rJ. \ r 2 J 


Cuando R\ = 30, R 2 = 45, y R 3 = 90, 


1 

R 




I 

90 


3+2 + 1 


_6_ = J_ 

90 15 ’ 


90 


990 
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de modo que R = 15 y 


dR 

dR2 




Derivadas parciales y continuidad 

Una funcion fix, v) puede tener derivadas parciales con respecto a x y v en un punto, sin 
que la funcion sea continua ahf. Esto difiere del caso de las funciones de una variable, 
donde la existencia de una derivada implica la continuidad. Sin embargo, si las derivadas 
parciales de/(x, v) existen y son continuas en todo un disco con centra en (x 0 , y 0 ), enton- 
ces/es continua en (xq, yo), , como veremos al final de esta seccion. 


0. xy # 0 

1. xy = 0 



EJ EMPLO 8 

Sea 


Las derivadas parciales existen, pero f es discontinua 


f(x,y ) 


fO, xy A 0 
\l, xy = 0 


(figura 14.18). 

(a) Encuentre el lfmite de/cuando (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de la recta y = x. 

(b) Demuestre que/no es continua en el origen. 

(c) Muestre que ambas derivadas parciales df/dx y df/dy existen en el origen. 


FIGURA 14,18 Lagraficade Solucion 


f(x,y) 


( 0, xy * 0 
1 1, xy = 0 


(a) Como fix, y) es constante e igual a cero a lo largo de la recta y = x (excepto en el ori- 
gen), tenemos 


consta de las rectas L x y L 2 y los cuatro 
cuadrantes abiertos del piano xy. La 
funcion tiene derivadas parciales en el 
origen, pero no es continua ahf (ejemplo 8). 


lfm fix, y) 
(x, v) *(0.0) 


y=x 


lfm 0 = 0. 

(*,)■) ^(0,0) 


(b) Como /( 0, 0) = 1, el lfmite de la parte (a) demuestra que/no es continua en (0, 0). 

(c) Para calcular df/dx en (0, 0), mantenemos y fija en y = 0. Entonces /(x, y) = 1 para 
toda x y la grafica de/es la recta L\ de la figura 14.18. La pendiente de esta recta en 
cualquier x es df/dx = 0. En particular, df/dx = 0 en (0, 0). De manera analoga, 
df/dy es la pendiente de la recta L 2 en cualquier y, de modo que df/dy = 0 en (0, 0). 


A pesar del ejemplo 8, en dimensiones superiores, la diferenciabilidad en un punto 
implica la continuidad. Lo que el ejemplo 8 sugiere es que necesitamos un requisito mas 
fuerte para la diferenciabilidad en dimensiones superiores que la simple existencia de las 
derivadas parciales. Al final de esta seccion definiremos la diferenciabilidad para funcio- 
nes de dos variables y revisaremos su conexion con la continuidad. 


Derivadas parciales de segundo orden 

Al derivar una funcion /(x, y) dos veces, producimos las derivadas de segundo orden. Estas 
derivadas se denotan por lo general como 

d 2 f 

— y “d cuadrada fdx cuadrada” o f xx “f sub xx” 

dx 

d 2 f 

— , “d squared fdy squared” or f yy “f sub yy” 

dy~ 
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BlOGRAFfA HISTORICA 

Pierre-Simon Laplace 
(1749-1827) 


d 2 f 

dxdy 

d 2 f 

dydx 


''d cuadrada fdx dy” o f 


yx 


‘d cuadrada fdy dx ” o f x 


“f sub yx ” 

“/ sub xy” 


Las ecuaciones que definen lo anterior son 


d 2 / = d_ (3f\ d 2 f 3 fdf 

g x 2 dx ydx J’ dxdy dx l^dy J’ 

etcetera. Observe el orden en que se toman las derivadas: 

Derivar primero con respecto a y, luego con respecto a x. 


d 2 f 


dxdy 

fyx = ( fy) x Significa lo mismo 

EJ EMPLO 9 Calculo de derivadas parciales de segundo orden 

Si /(x, y) = x cos y + ye x , determine 


d _l 

dx 2 


d 2 f aV 

dydx ’ dy 2 1 


d~f 

dxdy ' 


Solucion 

d f d . x 

dx = dx (x cos y + y e ) 

= cosy + ye x 


a f d , , « 

^ = ^(xcosy +ye ) 
= —x sen y + e x 


d fdf 


So 
d 2 / 

dydx dy \^dx 

dV d fdf 

dx 2 


= — seny + e x 


d fdf 


dx \ dx 


= ye x . 


So 
d 2 f 

dxdy dx \dy 

d 2 f d fdf 


dy 2 dy \dy 


= —seny + e x 


~x cos y. 


El teorema de la derivada cruzada 


Tal vez habra notado que las derivadas parciales “cruzadas”, o “mixtas”, de segundo orden 

d 2 f d 2 f 


dydx 


dxdy 


del ejemplo 9 eran iguales. Esto no fue una coincidencia. Deben ser iguales siempre que 
j\ f x , f y , fxy, y fyx sean continuas, como lo establece el siguiente teorema. 


TEOREMA 2 El teorema de la derivada cruzada 

Si f{x, y) y sus derivadas parciales f x , f y , f xy , y f yx estan definidas en una region 
abierta que contiene a un punto (a, b) y todas son continuas en (a, b), entonces 

fxy(a, b) = f yx (a , b). 
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BlOGRAFfA HISTORICA 

Alexis Clairaut 
(1713-1765) 


El teorema 2 se conoce tambien como teorema de Clairaut, en honor del matematico 
frances Alexis Clairaut, quien lo descubrio. El apendice 7 muestra una demostracion. El 
teorema 2 dice que para calcular una derivada parcial cruzada de segundo orden podemos 
derivar en cualquier orden, siempre que se cumplan las condiciones de continuidad. Esto 
puede ser de provecho. 


EJEMPLO 10 Eleccion del orden de deri vacion 

Encuentre d 2 w/dxdy si 


w 


xy + 


e y 

y 2 + 1 ' 


Solution El sfmbolo d 2 w/dxdy nos dice que primero derivemos con respecto a y y luego 
con respecto a x. Pero si posponemos la derivacion con respecto a y y derivamos primero 
con respecto a x, obtenemos la respuesta rapidamente. En dos pasos, 

dw _ d 2 w _ 

dx y y dydx 

Si derivamos primero con respecto a y, obtenemos tambien que d 2 w/dxdy = 1 

Derivadas parciales de orden superior 

Aunque trabajaremos principalmente con derivadas parciales de primer y segundo orden, 
pues estas aparecen con mayor frecuencia en las aplicaciones, no hay lfmite teorico para el 
numero de veces que se pueda derivar una funcion, siempre que las derivadas implicadas 
existan. Asf, podemos obtener derivadas de tercer y cuarto orden, denotadas por sfmbolos 
como 


d 3 f 

dxdy~ 


= fy 


d f 

2~\ 2 — fyyxx, 

dx ay 


etcetera. Como con las derivadas de segundo orden, el orden de derivacion no importa, 
mientras todas las derivadas hasta el orden en cuestion sean continuas. 


EJEMPLO 11 Calculo de una derivada parcial de cuarto orden 

Determine f yxyz if f(x,y,z) = 1 ~ 2 xy 2 z + x 2 y. 

Solucion Primero derivamos con respecto a la variable y, luego con respecto a x, luego 
nuevamente con respecto a y, y por ultimo con respecto a z: 

f y = -4 . \yz + x 2 

fyx = -4 yz + 2x 
fyxy = -4 Z 
fyxyz 


-4 
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Diferenciabilidad 

El punto de partida para la diferenciabilidad no es el cociente de diferencias de Fermat, si- 
no la idea de incremento. Usted recordara de nuestro trabajo con funciones de una variable 
(seccion 3.8) que si v = fix) es diferenciable en x = xo, entonces el cambio en el valor 
de/, resultante del cambio en a de xo a xo + Ax esta dado por una ecuacion de la forma 

Ay = f'i x o)Ax + eAx 

donde e —* 0 cuando Ax — > 0. Para funciones de dos variables, la propiedad analoga se 
convierte en la definicion de diferenciabilidad. El teorema del incremento (del calculo 
avanzado) nos dice cuando debemos esperar que la propiedad se cumpla. 


TEOREMA 3 El teorema del incremento para funciones de dos variables 

Suponga que las primeras derivadas parciales de /(x, y) estan definidas en una re- 
gion abierta R que contiene al punto (xo, yo) y que f x y f y son continuas en 
( xo , yo). Entonces el cambio 

Az = f(x o + Ax, y 0 + Ay) - /(x 0 , yo) 

en el valor de / resultante de moverse de (xo, yo) a otro punto (xo + Ax, yo 
+ Ay) en R, satisface una ecuacion de la forma 

Az = f x (x 0 , yo)Ax + / y (x 0 , yo)Ay + eiAx + e 2 A y, 

donde cada ei, e 2 —* 0 cuando Ax, Ay —* 0. 


Usted puede ver de donde provienen ei, e 2 , en la demostracion que aparece en el apendice 
7. Tambien puede ver que se cumplen resultados similares para funciones de mas de dos 
variables independientes. 


DEFINICION Funcion diferenciable 

Una funcion z = fix, y) es diferenciable en (xo, yo) si / X (x o, yo) y / y (x o, yo) 
existen y A z satisface una ecuacion de la forma 

Az = f x ixo, yo)Ax + fyix 0 , y 0 )Ay + eiAx + e 2 A y, 

donde cada ei, e 2 — > 0 cuando Ax, Ay — > 0. Decimos que/es diferenciable si es 
diferenciable en cada punto de su dominio. 


A la luz de esta definicion, tenemos un corolario inmediato del teorema 3, en el senti- 
do de que una funcion es diferenciable si sus primeras derivadas parciales son continuas. 


COROLARIO DEL TEOREMA 3 La conti nui dad de las derivadas parciales 

implica diferenciabilidad 

Si las derivadas parciales f x y f y de una funcion/(x, y) son continuas en toda una 
region abierta R, entonces/es diferenciable en cada punto de R. 


994 


Capftulo 14: Deri vadas parciales 


Si z = fix, y) es diferenciable, entonces la definition de diferenciabilidad garantiza 
que A z = fix o + Ax, yo + Ay) — f(x o, yo) tiende a 0 cuando Ax y Ay tienden a cero. 
Esto nos dice que una funcion de dos variables es continua en cada punto donde es dife- 
renciable. 


TEOREMA 4 La diferenciabilidad implica continuidad 

Si una funcion fix, y) es diferenciable en (xo, yo), entonces / es continua en 

Uo, yo)- 


Segun los teoremas 3 y 4, una funcion fix, y) debe ser continua en un punto (xo, yo) si /, y 
f y son continuas en toda una region abierta que contenga a (xo, yo)- Sin embargo, debemos 
recordar que es posible que una funcion de dos variables sea discontinua en un punto don- 
de existan sus primeras derivadas parciales, como vimos en el ejemplo 8. La sola existen- 
cia de las derivadas parciales en un punto no es suficiente. 


Ej ERCI Cl OS 14.3 


Calculo de derivadas parciales de primer orden 

En los ejercicios 1-22, determine df/dx y df/dy . 


1. 

fix, y) = 

2x 2 - 3y - 

4 2. 

II 

x 2 - 

1 

+ 

NJ 

3. 

fix, y) = 

(x 2 - l)(y 

+ 2) 




4. 

fix, y) = 

5xy - lx 2 - 

- y 2 + 3x 

— 6 y + - 

) 


5. 

fix, y) = 

(xy - l) 2 

6. 

fix, y) = 

(2x 

- 3y) 3 

7. 

fix, y) = 

2 x 2 + y 2 

8. 

fix, y) = 

(X 3 

+ (y/2)) 2/3 

9. 

fix, y) = 

l/(x + y) 

10. 

II 

x/0 

r 2 + y 2 ) 

11. 

fix, y) = 

(x + y)/(xy 

- 1) 12. 

fix, y) = 

tati 

1 (y/x) 

13. 

fix, y) = 

e b+r+i) 

14. 

fix, y) = 

e~ x 

sen (x + y) 

15. 

fix, y) = 

In (x + y) 

16. 

fix, y) = 

e xy 

lny 

17. 

fix, y) = 

sen 2 (x — 3y) 18. 

II 

COS' 

1 (3x - y 2 ) 

19. 

fix, y) = 

X* 

20. 

II 

log, 

,x 

21. 

fix, y) = 

[fUfcIt 

ig continua para toda t ) 


22. 

fix, y) = 

oo 

2(xy) n (|xy| < 1) 

n= 0 




En 

los ejercicios 23-34, calcule f x , f y 

- y fz- 



23. 

fix, y, z) 

= 1 + xy 2 - 

- 2z 2 24. 

fix, y, z) 

= xy + yz + xz 

25. 

fix, y, z) 

= x - 2 y 2 

+ z 2 





26. f(x, y, z) = (x 2 + y 2 + z 2 ) ^ 2 

27. fix, y, z) = sen -1 (xy z) 28. f(x, y, z) = secT 1 (x + yz) 

29. fix, y, z) = In (x + 2y + 3z) 

30. fix, y, z) = yz In (xy) 31. f(x, y, z) = e _ b 2 +/+z 2 ) 

32. f{x, y, z) = 

33. fix, y, z) = tanh (x + 2y + 3z) 

34. fix, y, z) = senh (xy - z 2 ) 

En los ejercicios 35-40, calcule la derivada partial de la funcion con 
respecto a cada variable. 

35. fit, a ) = cos (2p t — a ) 36. giu, y) = y L e (21u ^ 

37. /?(r,f , u) = r senf cos U 38. g(r, II, z) = r(l - cosll) - z 

39. Trabajo realizado por el corazon (Section 4.5, ejercicio 45) 

WiP, V, d, y, g) = PV + 

40. Formula de Wilson para el tamano de un lote (Section 4.5, 
ejercicio 45) 

./ , , km hq 

A(c, h, k, m, q) = + cm + — 

Calculo de derivadas parciales de segundo orden 

Determine todas las derivadas parciales de segundo orden de las fun- 
ciones de los ejercicios 41-46. 

41. fix, y) = x + y + xy 42. fix, y) = sen xy 
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43. g(x, y) = x 2 y + cosy + ysenx 

44. h(x,y ) = xe y + y + 1 45. r(x, y) = In (x + y) 

46. v(x, y) = tan -1 ( yfx ) 


define a z como funcion de las dos variables independientes x y y, 
y la derivada parcial existe. 

58. Determine el valor de dx/dz en el punto (1,-1,— 3) si la ecua- 
cion. 


Derivadas pardales cruzadas 

En los ejercicios 47-50, verifique que = w yx . 

47. w = In (2x + 3y) 48. w = e x + xlnv + ylnx 

49. w — xy 2 + x 2 y 3 + x 3 y 4 50. w = xseny + ysenx + xy 

51. ^Cual orden de derivacion calculara mas rapido: x o y? Trate 
de contestar sin escribir. 

a. f{x,y) = x sen y + e y 

b. f(x, y ) = 1/x 

c. fix, y) = y + (x/y) 

d. fix, y) = y + x 2 y + 4y 3 - In (y 2 + 1) 

e. /(x, y) = x 2 + 5xy + sen x + Ve* 

f. fix, y) = x In xy 

52. La derivada parcial de quinto orden d 5 //dx 2 dy 3 se anula para ca- 
da una de las siguientes funciones. Para mostrar esto lo mas rapi- 
damente posible, icon respecto a cual variable derivana primero, 
x o y? Trate de contestar sin escribir. 

a. fix, v) = y 2 x A e x + 2 

b. fix, v) = y 2 + y(senx - x 4 ) 

c. fix, y) = x 2 + 5xy + sen x + le x 

d. fix, y) = xe y2 ! 2 

Uso de la def inicion de derivada parcial 

En los ejercicios 53 y 54, use la definicion de derivada parcial me- 
diante lfmites para calcular las derivadas parciales de las funciones en 
los puntos dados. 

53. fix, y) = 1 - x + y - 3x 2 y, ^ y ^ at (1, 2) 


xz + ylnx — x 2 + 4 = 0 

define a x como una funcion de las dos variables independientes y 
y z, y la derivada parcial existe. 

Los ejercicios 59 y 60 se refieren al siguiente triangulo. 



59. Exprese A en forma implfcita como funcion de a, b y c, y calcule 
dA/da y dA/db . 

60. Exprese a en forma implfcita como funcion de A, b y B, y calcule 
da/9A y da/dB . 

61. Dos variables dependientes Exprese v x en terminos de u y v, si 
las ecuaciones x = y In u y y = u In y definen any v como fun- 
ciones de las variables independientes x y y, y si v x existe. ( Suge - 
rencia: Derive ambas ecuaciones con respecto a x y despeje y x 
eliminando u x .) 

62. Dos variables dependientes Determine dx/du y dy/du si las 
ecuaciones u = x 2 — y 2 y y = x 2 — y definen a x y y como fun- 
ciones de las variables independientes u y v, y las derivadas par- 
ciales existen. (Vea la sugerencia del ejercicio 61.) Luego, haga 
x = x 2 + y 2 y determine ds/du. 

Ecuaciones de Laplace 

La ecuacion de Laplace tridimensional 


54. fix, y) = 4 + 2x - 3y - xy 2 


df df . „ „ 

at (-2,1) 


d 2 f d 2 f d 2 f 

— + — + — = 0 

dx 2 dy 2 dz 2 


55. Tres variables Sea w = fix, y, z) una funcion de tres variables 
independientes. Escriba la definicion formal de la derivada par- 
cial df/dz en (xo,yo, Zo)-U se esta definicion para calcular df/dz 
en (1, 2, 3), para fix, y, z) = x 2 yz 2 . 

56. Tres variables Sea w = fix, y, z) una funcion de tres variables 
independientes. Escriba la definicion formal de la derivada par- 
cial df/dy en (xo, yo, Zo)-U se es ta definicion para calcular df/dy 
en (-1, 0, 3) para/(x, y, z) = -2xy 2 + yz 2 . 

Derivacion implfcita 

57. Determine el valor de dz/dx en el punto (1,1, 1), si la ecuacion 

xy + z 3 x - 2yz = 0 


se satisface por las distribuciones de temperatura estacionarias 
T = fix, y, z) en el espacio, por los potenciales gravitatorios y los po- 
tenciales electrostaticos. La ecuacion de Laplace bidimensional 


d 2 f 


d 2 f 


9 4 1 ~ O' 

dx 2 dy 2 


obtenida al eliminar el termino d 2 f/dz 2 de la ecuacion anterior, descri- 
be potenciales y distribuciones de temperatura estacionarias en un pia- 
no (vea la siguiente figura). El piano (a) puede considerarse como una 
rebanada delgada del solido (b), perpendicular al eje z. 
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Muestre que cada funcion de los ejercicios 63-68 satisface una 
ecuacion de Laplace. 

63. f(x,y,z ) = x 2 + y 2 ~ 2z 2 

64. f(x,y,z ) = 2z 3 — 3(x 2 + y 2 )z 

65. f(x, y) = e~ 2y cos 2x 

66. /(x, y) = ln2 x~ + y 2 

67. /(x,y,z) = (x 2 + y 2 + z 2 T' 12 

68. f(x,y,z) = e 3x+4 - v cos5z 

La ecuacion de onda 

Si nos paramos en la orilla del mar y tomamos una foto de las ondas, 
el rango muestra un patron regular de picos y valles en un instante de 
tiempo. Vemos el movimiento vertical periodico en el espacio, con 
respecto a la distancia. Si nos paramos en el agua, podemos sentir co- 


mo sube y baja el agua con las olas. Vemos el movimiento vertical pe- 
riodico en el tiempo. En fisica, esta bella simetrfa se expresa mediante 

la ecuacion de onda en una dimension (espacial) 


d 2 W _ 2 d 2 W 

ltt 2 ~ c 


donde w es la altura de la onda, x es la variable de distancia, t es la va- 
riable de tiempo y c es la velocidad de propagation de las ondas. 


w 


En nuestro ejemplo, x es la position a traves de la superficie del 
oceano, aunque en otras aplicaciones x podrfa ser la position a lo lar- 
go de una cuerda vibrante, la distancia en el aire (para ondas sonoras) 
o la position en el espacio (ondas de luz). El numero c varfa con el 
medio y el tipo de onda. 

Muestre que todas las funciones de los ejercicios 69-75 son solu- 
ciones de la ecuacion de onda. 

69. w — sen ( x + ct) 70. w = cos (2x + 2 ct) 

71. w — sen ( x + ct) + cos (2x + 2 ct) 

72. w = In (2x + 2 ct) 73. w = tan (2x — 2ct) 

74. tv = 5 cos (3x + 3 ct) + e x+a 

75. w = f(u), donde/es una funcion diferenciable de u = a(x + ct), 
donde a es una constante. 

Derivadas parciales continuas 

76. (,Una funcion fix, y) con primeras derivadas parciales continuas 
en toda una region abierta R, debe ser continua en /J? Justifique 
su respuesta. 

77. Si una funcion/(x, y) tiene segundas derivadas parciales continuas 
en toda una region abierta R, ^deben ser continuas en R las deri- 
vadas parciales de primer orden de/? Justifique su respuesta. 



14.4 


La regia de la cadena 


La regia de la cadena para funciones de una variable que estudiamos en la section 3.5 dice 
que cuando w = f(x) es una funcion diferenciable de x, y x = g(t) es una funcion dife- 
renciable de t, w se convierte en una funcion diferenciable de t y dw/dt puede calcularse 
mediante la formula 


dw _ dw dx 
dt dx dt ' 
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Para funciones de dos o mas variables, la regia de la cadena tiene varias formas. La 
forma depende del numero de variables en cuestion, pero funciona como la regia de la ca- 
dena de la seccion 3.5, una vez que consideramos la presencia de variables adicionales. 

Funciones de dos variables 

La formula de la regia de la cadena para una funcion w = /(x, v) cuando x = x(t) y 
y = y(t) son funciones diferenciables de f, esta dada por el siguiente teorema. 


TEOREMA 5 Regia de la cadena para funciones de dos variables inde 
pendientes 

Si w = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas f x y f y y si x = x(f), y = y(t) 
son funciones diferenciables de t, entonces la composicion w = /(x(f), y(f )) es 
una funcion diferenciable de f y 

-jj = fx(x(t),y(t))-x'(t) + fy(x(t), y(f)) •y'(f), 

o bien 

dw = </f_dx d/ffy 
dt dx dt dy dt ' 


Demostracion La demostracion consiste en mostrar que si x y y son diferenciables en 
1 = to, entonces w es diferenciable en to y 



Para recordar la regia de la cadena, use el 
siguiente diagrama. Para calcular dw/dt, 
comience con w y lea hacia abajo hasta t, 
multiplicando las derivadas en el camino. 
Luego sume los productos. 

Remade la cadena 


dw 

It 


w = f(x, y) 



Variable 

dependiente 


Variables 
J intermedias 


dw dx 
dx dt 


civt' dy 
dy dt 


Variable 

independiente 


donde Pq = (x(fo), >f to)). Los subfndices indican en donde se calcula cada derivada. 

Sean Ax, Ay, y Aw los incrementos que resultan de variar t de to a to + At. Como / 
es diferenciable (vea la definicion en la seccion 14.3), 


Aw 



Ax + 



Ay + eiAx + 62 A y, 


dondeei, e 2 ^ 0 cuando Ax, Ay — » 0. Para calcular dw/dt, dividimos esta ecuacion entre 
At y hacemos que At tienda a cero. 


Aw _ / dw^i Ax f dw\ Ay Ay 

At \dx J Po At \9y J Po At e ‘ At 62 At ' 

A1 hacer que At tienda a cero tenemos 



lfm 

Ar-»0 


Aw 

At 




El diagrama de arbol al margen proporciona una forma conveniente de recordar la 
regia de la cadena. En el diagrama podemos ver que cuando f = to, las derivadas dx/dt y 
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dy/dt se evaluan en to-. Luego, el valor de to determina el valor xq para la funcion diferen- 
ciable x y el valor yo para la funcion diferenciable y. Las derivadas parciales dw/dx y 
dw/dy (que son funciones de x y y) se evaluan en el punto Pijxo, yo) correspondiente a to-. 
La “verdadera” variable independiente es f, mientras que x y y son variables intermedias 
(controladas por t), y w es la variable dependiente. 

Una notation mas precisa para la regia de la cadena muestra la forma de evaluar las 
distintas derivadas del teorema 5: 

5 ( f o) = Yx ( * 0 ’ >°> • f (fo) + f^* 0 ’ ^ o) • f (fo) ' 

EJEMPL0 1 Applying the Chain Rule 

Use la regia de la cadena para calcular la derivada de 


w = xy 

con respecto a y a lo largo de la trayectoria x = cos t,y = sen t. ( ',Cual es el valor de la de- 
rivada en t = p /2? 

Solution Aplicamos la regia de la cadena para calcular dw/dt como sigue: 

dw 
dt 


En este ejemplo podemos verificar el resultado con un calculo mas directo. Como 
funcion de t. 


dv^dx_ dw dy 
dx dt dy dt 

d , , , d(xy) d 

~W ' Jt {cost) + ~di~ ' ^ (senf) 

(y)(-sen t) + (x)(cosf) 

(sen f)(— sen t) + (cosf)(cosf) 

—sen 2 t + cos 2 t 
cos 2t. 


de modo que 


w = xy = cos t sen t 


1 

2 


sen 2 1 , 


dw 

dt 


d_ 

dt 


sen 2 1 


2 


2 cos 2f = cos 2 1 . 


En todo caso, en el valor dado de t. 



cos 


■ = cos p = — 1 


Funciones de tres variables 

Tal vez se imagine la forma de la regia de la cadena para funciones de tres variables, pues 
solo implica agregar un tercer termino a la formula para dos variables. 
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TEOREMA 6 Regia de la cadena para funciones de tres variables 
independientes 

Si w = fix, y, z) es diferenciable, y x, y y z son funciones diferenciables de /, en- 
tonces w es una funcion diferenciable de t y 

dw _ dffdy df_ dy_ df dz 
dt dx dt dy dt dz dt ' 


Aquf tenemos tres rutas de w a / en lugar 
de dos, pero el calculo de dw/dt es el 
mismo. Lea hacia abajo cada ruta, 
multiplicando las derivadas en el camino 
y luego sume. 

Remade la cadena 


W = fix, y, z) 



Variable 

dependiente 


Variables 

intermedias 


Variable 

independiente 


dw _ dw dx dw dy dw dz 
dt dx dt dy dt dz dt 


La demostracion es identica a la del teorema 5, excepto que ahora tenemos tres varia- 
bles intermedias en lugar de dos. El diagrama que utilizamos para recordar la nueva ecua- 
cion tambien es similar, con tres rutas desde w hasta /. 

EJEMPLO 2 Cambios en los valores de una funcion a lo largo de una helice 

Encuentre dw/dt si 

w = xy + z, x = cos t, y = sen t, z = t. 

En este ejemplo, los valores de w cambian a lo largo de la trayectoria de una helice (sec- 
cion 13.1). ^Cual es el valor de la derivada en t = 0 ? 

Solucion 


dw _ dw dx 5vv dy_ dw dz 
dt dx dt dy dt dz dt 

— (y)(— sen/) + (x)(cos t) + (1)(1) 


Se sustituyen 
las variables 
intermedias. 


= (sen /)( — sen t) + (cosf)(cosf) + 1 


= —sen 2 / + cos 2 / +1 = 1+ cos 2/. 



1 + cos (0) = 2. 


He aquf una interpretacion fisica del cambio a lo largo de una curva. Si w = Tix, y, z) 
es la temperatura en cada punto (x, y, z) a lo largo de una curva C con ecuaciones parame- 
tricas x = x(t),y = y(t), y z = z(/), entonces la composicion w = T(x(t), y(t), z(t)) re- 
presenta la temperatura con respecto a / a lo largo de la curva. La derivada dw/dt se inter- 
preta entonces como la razon de cambio de la temperatura a lo largo de la curva, como 
vimos en el teorema 6. 


Funciones definidas en superficies 

Si estamos interesados en la temperatura w = fix, y, z) de los puntos (x, y, z) sobre la Tie- 
rra, tal vez preferinamos pensar en x, v y z como funciones de las variables r y s que dan 
las longitudes y latitudes de los puntos. Si x = g(r, s), y = h{r , s),y z = k(r, s), podrfa- 
mos expresar la temperatura como funcion de r y s con la composicion 

w = figir, s), h{r, s), k(r, s)). 

Con la condicion correcta, w tendrfa derivadas parciales con respecto arys que podrfan 
calcularse del siguiente modo. 
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Variable 

dependiente 


Variables 

intermedias 


Variables 

independientes 

W = 


FIGURA 14.19 


TEOREMA 7 Regia de la cadena para dos variables independientes y 
tres variables intermedias 

Suponga que w = f(x, y, z), x = g(r, s), y = h{r, s),y z = k{r, s). Si las cuatro 
funciones son diferenciables, entonces w tiene derivadas parciales con respecto a 
rys, dadas por las formulas 

dw _ dw dr dw dy dw dz 

dr dx dr dy dr dz dr 

dw _ dyvdx dw dw dz 

ds dx ds dy ds dz ds ' 


La primera de estas ecuaciones puede deducirse de la regia de la cadena en el teorema 
6, manteniendo a s fija y considerando a r como t. La segunda puede deducirse de la mis- 
ma forma, manteniendo r fija y considerando a r como t. Los diagramas de arbol para am- 
bas ecuaciones aparecen en la figura 14.19. 


asm 


f(g[r, s), h ( r , s), k ( r , s)) 


w = /U. y. z) 



w =f(x, y, z) 



(a) 


(b) 


(C) 


Composiciones y diagramas de arbol para el teorema 7. 


EJ EMPLO 3 Derivadas parciales por medio del teorema 7 

Exprese dw/dr y dw/ds en terminos de r y s si 


w = x + 2y + z~. 


r 

X = S’ 


y = r 2 + Ini, 


Z = 2 r. 


Solucion 


dw _ &wdx cby'Ty dw dz 
dr dx dr dy dr dz dr 


= (1)1 t] + (2)(2r) + (2z)(2) 


Sustituimos en la variable 
intermedia z- 


= | + 4 r + (4r)(2) = j + I2r 


dw _ dyydx cby^y dw dz 
ds dx ds dy ds dz ds 


= (l)(—7] + (2)( t) + (2z)(0) =f 
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Recjade la cadena 

w=f(x,y) 



Sw _ Sw dx dw dy 
Sr Sx Sr Sy Sr 


FI GLJ RA 14.20 Diagrama de arbol para 
la ecuacion 

dw _ dw dx dw 

dr dx dr dy dr ' 


Si/es una funcion de dos variables en lugar de tres, cada ecuacion del teorema 7 tiene 
un termino menos. 


Si w = f(x, y), x = g{r, s), y y = h{r, s), entonces 

dw _ dw_dx_ dvv^y dw_ _ dw_dx_ dw dy 

dr dx dr dy dr ^ ds dx ds dy ds ' 


La figura 14.20 muestra el diagrama de arbol de la primera de estas ecuaciones. El 
diagrama de la segunda ecuacion es similar; solo hay que reemplazar r por s. 

EJ EMPLO 4 Mas derivadas parciales 

Exprese dw/dr y dw/ds en terminos de r y s si 

2 2 

w = x + y , x = r — s, y = r + s . 


Solucion 


dw _ dw_ dx dw dy 
dr dx dr dy dr 


dw _ dw_dx_ dw 

ds dx ds dy ds 


= (2x)(l) + ( 230 ( 1 ) 

= 2(r — s) + 2(r + s) 
= 4 r 


= (2x)( — 1) + (2y)(l) 

= — 2(r — s) + 2(r + s) 
= 4 s 


Se 

sustituyen 
las variables 
intermedias 


Si/es una funcion solo de x, nuestras ecuaciones son mas sencillas. 


Remade la cadena 


w=f(x) 



dw _ dw dx 
dr dx dr 


Si w = f(x) y x = g{r , s), entonces 

dw _ dxydyy d\y _ dw dx 

dr dx dr ^ ds dx ds ' 


En este caso, podemos usar la derivada ordinaria (de una variable) dw/dx. El diagrama de 
arbol aparece en la figura 14.21. 


Revision de la derivacion implicita 


dw _ dw dx 
ds dx ds 


La regia de la cadena para dos variables segun el teorema 5 conduce a una formula que 
realiza gran parte del trabajo de la derivacion implicita. Suponga que 


FIGURA 14.21 Diagrama de arbol para 1- La funcion F(x, y) es diferenciable, y 

derivar/ como composicion de r v .v con 2. La ecuacion F(x, v) = 0 define a y de manera implicita como una funcion diferencia- 

una variable intermedia. ble de x, digamos y = h{x). 
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w = F(x, y ) 



FIGURA 14.2 Diagrama de arbol para 
derivar w = F{x, y) con respecto a x. A1 
hacer dw/dx = 0 se obtiene una sencilla 
formula para calcular la derivada implfcita 
(teorema 8). 


Como w = F{x, y) = 0, la derivada dw/dx debe anularse. A1 calcular la derivada mediante 
la regia de la cadena (diagrama de arbol de la figura 14.22), tenemos 


n = — _ p dx dy 
dx x dx y dx 


= F r - 1 


dy 

+ F • — 
y dx' 


Teorema 5 con t — x 
y f = F 


Si F y = dw/dy A 0, podemos despejar dy/dx de esta ecuacion para obtener 

dy = _F\ 

dx Fy ’ 

Esta relacion proporciona una manera rapida para calcular derivadas de funciones defini- 
das en forma implfcita, que establecemos como un teorema. 


TEOREMA 8 Una formula para la derivacion implfcita 

Suponga que F(x, y) es diferenciable y que la ecuacion Fix, y) = 0 define a y 
como una funcion diferenciable de x. Entonces, en cualquier punto donde 
Fy * 0, 

dy = _F\ 

dx F y ' 


EJEMPL0 5 Derivacion implfcita 

Use el teorema 8 para determinar dy/dx si y 2 — x 2 — senxy = 0. 

Solution Haga F(x,y) = y 2 — x 2 — senxy. Entonces 

dy F x ~2x — y cos xy 
dx F y 2 y — xcosxy 

2x + y cos xy 
2 y — x cos xy ' 

Este calculo es mucho mas corto que el calculo con una variable que utilizamos para en- 
contrar dyy/dx en el ejemplo 3 de la seccion 3.6. 

Funciones de varias variables 

En esta seccion hemos visto varias formas de la regia de la cadena, pero usted no tendra 
que memorizarlas si puede considerarlas como casos particulares de una misma formula 
general. A1 resolver problemas particulares, puede ser util trazar diagramas de arbol colo- 
cando la variable dependiente en la parte superior, las variables intermedias en medio, y la 
variable independiente seleccionada en la parte inferior. Para calcular la derivada de la va- 
riable dependiente con respecto a la variable independiente seleccionada, es necesario par- 
tir de la variable dependiente y leer hacia abajo cada ruta del arbol hacia la variable inde- 
pendiente, calculando y multiplicando las derivadas a lo largo de cada ruta. Luego se 
suman los productos encontrados por las diversas rutas. 
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En general, suponga que w = f(x, y, . . . , y) es una funcion diferenciable de las varia- 
bles x,y, y (un numero finito) y las x, y, . . . , y son funciones diferenciables de 

p, q , . . . , t (otro conjunto finito). Entonces w es una funcion diferenciable de las variables 
p hasta t, y las derivadas parciales de w con respecto a estas variables estan dadas por 
ecuaciones de la forma 


dw _ dw_dx_ dw_fy_ _ dw_dy_ 
dp dx dp dy dp dy dp ' 


Las otras ecuaciones se obtienen reemplazando p por q , . . . , t, una a la vez. 

Una forma de recordar esta ecuacion consiste en pensar el lado derecho como el pro- 
ducto punto de dos vectores con componentes 


( dw dw 

dw ) 


(dx 5y 

ay\ 

l dx ’ dy’ " 

”ay ) 

y 

W’ ap’ ' ‘ 

’’ dp )' 


Derivadas de w 
con respecto a las 
variables intermedias 


Derivadas de las variables 
intermedias con respecto a la 
variable independiente seleccionada 


EJ ERG Cl OS 14.4 


Regia de la cadena: una variable independiente 

En los ejercicios 1-6, (a) exprese dw/dt como funcion de t; use la re- 
gia de la cadena y exprese w en terminos de f; derive en forma directa 
con respecto a t. Luego (b) evalue dw/ dt en el valor dado de t. 

1. w — x 2 + y 2 , x = cos f, y = sen t, t = p 

2. w — x 2 + y 2 , x = cos t + sen t, y = cos t — sen t; t = 0 

x y 

3 . w = x = cos 2 1, y = sen 2 1, z = 1/f; t = 3 

4. w = In (x 1 + y 2 + z 2 ), x = cos t, y = sen t, z = 4 2 t ; 

l = 3 

5. w = 2ye x — lnz, x = ln(? 2 +1), y = tan -1 1 , z. = e'\ 

t = 1 

6. w = z ~ sen xy, x = t, y = In t, z = e'~ 1 ; t = 1 

Regia de la cadena: dos y tres variables 
independientes 

En los ejercicios 7 y 8, (a) exprese dz/du y dz/dy como funciones de u 
y v; use la regia de la cadena y exprese z directamente en terminos de 
aydev antes de derivar. Luego (b) evalue dz/du y dz/dy en el punto 
dado («, y ). 

7. z = 4e x lny, x = In (u cosy), y = u sen y; 

(«, y) = (2 , p /4) 

8. z = tan -1 (x/y), x = n cosy, y = nseny; 

(«, y) = (i-3, p/6) 

En los ejercicios 9 y 10, exprese dw/du y dw/dy como funciones de u 
y v; use la regia de la cadena y exprese w directamente en terminos de 


u y v antes de derivar. Luego (b) evalue dw/du y dw/dy en el punto da- 
do ( u , v). 

9. tv = xy + yz + xz, x = u + y, y = u — y, z = «y; 

(«. y) = (1/2,1) 

10. w = In (x : + y 2 + z 2 ), x = «e y sen u, y = «e y cos m, 
z = ue y ; («, y) = (-2, 0) 

En los ejercicios 1 1 y 12, exprese du/ dx, du/dy, y du/dz como funcio- 
nes de x, y y z; use la regia de la cadena y exprese u directamente en 
terminos de x, y y z antes de derivar. Luego (b) evalue du/dx, du/dy, y 
du/dz en el punto dado (x, y, z). 

p ~ q 

11. u = _ r , p = x + y + z, q = x — y + z, 

r = x + y - z; (x,y,z) = (2 3, 2, l) 

12. u = e' /r sen~ 1 p, p = senx, q — z 1 lny, r = 1/z; 

(x,y,z) = (p/4, 1/2, -1/2) 

Uso de un diagrama de arbol 

En los ejercicios 13-24, trace un diagrama de arbol y escriba una for- 
mula con la regia de la cadena para cada derivada. 

!3. Y t P ara z = /(■*> >'), x = g(t), y = h(t) 

dz 

14 . -^paraz = f(u, y, w), u = g(t), y = h(t), w = k{t ) 

15 ‘ ft y fy para w = h< ~ x ’ y ’ x = y ^’ y = g ( u ’ y ^’ 

z = k(u, y) 
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16. 

dw 

dx 

dw 

y dv P ara w = 

f(r, s, t). 

r = g(x , y), 

j = h(x, y), 


t = 

k(x, y) 




17. 

dw 

du 

dw 

y d y para w = 

g{x , y), 

x = h(u, y). 

y = k(u, y) 

18. 

3vv 

dx 

dw 

y para w = 

g(u, y), 

u = h(x, y). 

y = k(x, y) 

19. 

dz , 

dt ' 

y para z = f(x, y), x 

= g(t, s), y 

= h(t, s) 

20. 

dy 

dr 

paray = f(u). 

u = g(t 



21. 

3vv 

ds 

dw 

y para w = 

g(u), u 

— h(s , t) 


22. 

dw 

dp 

para w = /(x, 

y, z, y), 

x = g(p, q). 

y = h(p, q). 


z = 

; j(p, q), y = 

k(p, q) 



23. 

dw 

dr 

dw 

y 37 para w = 

fix, y), 

x = g(r), y 

= h(s) 

24. 

3vv 

ds 

para w = g(x. 

y), x = 

h(r, s, t ), y = 

- k(r, s, t ) 


Calculo de deri vadas parciales dadas 

33. Determine dw/dr cuando r = 1,5= — 1 si w = (x + y + z) 2 , 
x = r — s, y = cos (r + s), z = sen (r + s). 

34. Determine dw/dy cuando u — — 1, y = 2 si w = xy + In z, 
x = y 2 / u, y = u + y, z — cos u. 

35. Determine dw/dy cuando u = 0, y = 0 si w = x 2 + ( y/x ), 
x = u — 2y + 1, y = 2m + y — 2. 

36. Determine 3 z/3m cuando u = 0, y = 1 si z = senxy + xseny, 
x = m 2 + y 2 , y = tty. 

37. Determine 3 z/3m y dz/dy cuando m = In 2, y = 1 si z = 5 tan -1 x 
y x = e u + In y. 

38. Determine dz/du y dz/3y cuando u = 1 y y = —2 si z = In q y 
q = 1 y + 3 tan -1 m. 

Teoria y ejemplos 

39. Cambio de voltaje en un circuito El voltaje V de un circuito 
que satisface la ley V = 1R cae lentamente cuando la baterfa se 
acaba. A1 misrno tiempo, la resistencia R aumenta conforme el re- 
sistor se calienta. Utilice la ecuacion 

dV _ dVdJ dVdR 
dt dl dt dR dt 


Derivation imph'cita 

Suponga que las ecuaciones de los ejercicios 25-28 definen a y como 
una funcion diferenciable de x, y use el teorema 8 para calcular el va- 
lor de dyj dx en el punto dado. 

25. x 3 - 2y 2 + xy = 0, (1, 1) 

26. xy + y 2 — 3x — 3 = 0, (-1, 1) 

27. x 2 + xy + y 2 — 7 = 0, (1, 2) 

28. xe y + sen xy + y — In 2 = 0, (0, In 2) 

Derivation imph'cita con tres variables 

El teorema 8 puede generalizarse a funciones de tres variables o mas. 
La version para tres variables se obtiene como sigue: si la ecuacion 
F(x, y, z) = 0 determina a z como una funcion diferenciable de x y y, 
entonces, en los puntos donde F z A 0, 

dz _ _ly dz _ _h 

dx ~ F- y dy~F z ' 

Use estas ecuaciones para determinar los valores de dz/dx y dz/dy 
en los puntos de los ejercicios 29-32. 

29. z 3 - xy + yz + y 3 - 2 = 0, (1, 1, 1) 

30. J + y + J 1 = 0, (2, 3, 6) 


para determinar el cambio de la corriente en el instante en que 
R = 600 ohms, I = 0.04 amperios, dR/dt = 0.5 ohm/segundo, y 
dV/dt = —0.01 voltios/segundo. 


V 



40. Cambio de dimensiones en una caja Las longitudes a, by c de 
las aristas de una caja rectangular cambian con el tiempo. En el 
instante en cuestion, a = 1 m, b = 2 m, c = 3 m, da/dt = db/dt 
= 1 m/s, y dc/dt = — 3 m/s. ^,Que valores tienen las razones de 
cambio instantaneas del volumen V y del area de la superficie to- 
tal S en ese instante? ^La longitud de las diagonales interiores de 
la caja, aumenta o disminuye? 

41. Si f(u, v, w ) es diferenciable y u = x — y, y = y — z, y w = 
z — x, muestre que 


dl 

dx 


+ 



df 

dz 


= 0 . 


31. sen (x + y) + sen (y + z) + sen (x + z) = 0, (p , p , p ) 

32. xe y + ye z + 2 lnx — 2 — 3 In 2 = 0, (1, In 2, In 3) 


42. Coordenadas polares Suponga que sustituimos las coordena- 
das polares x = r cos U y y = r sen Lien una funcion diferenciable 
w = f(x, y). 
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a. Muestre que 


dw 


= f x cos II + fy sen U 


y 


1 dw 

r au 


= —f x sen U + f y cos U . 


b. Suponga que T = 4x 2 — 4 xy + 4y 1 . Determine los valores 
maximo y mmimo de T sobre la circunferencia. 

48. Temperatura en una elipse Sea T — g(x, y) la temperatura en 
el punto ( x , y) de la elipse 

x = 2 2 2 cos t, y — 2 2 sen t, 0 £ t £ 2p , 


b. Resuelva las ecuaciones de la parte (a) para expresar f x y f y 
en terminos de dw/dr y dw/d U. 

c. Muestre que 


if ,) 2 + (fy ) 2 


dwV j_ /awV 

dr) r 2 \3U / 


43. Ecuaciones de Laplace Muestre que si w = /( u. y) satisface 
la ecuacion de Laplace f uu + /yy = 0 y si u = (x 2 — y 2 )/2 y 
y = xy, entonces w satisface la ecuacion de Laplace 

W.tJC + Wyy = 0. 

44. Ecuaciones de Laplace Sea_ny= /( u ) + g(y), donde u = 
x + iyyy=x-iyei = 2 — 1 . Muestre que w satisface la 
ecuacion de Laplace w xx + w yy = 0 si todas las funciones nece- 
sarias son diferenciables. 


Cambios en funciones a lo largo de curvas 

45. Valores extremos en una helice Suponga que las derivadas 
parciales de una funcion f(x, y, z ) en los puntos de la heli- 
cex = cos t, y = sen t, z = t son 

f x = cos t, f y = sen t, f z — t 2 + t — 2. 

y,En que puntos de la curva puede/asumir sus valores extremos? 

46. Una curva en el espacio Sea w = x 2 e 2y cos 3z ■ Determine el 
valor de dw/dt en el punto (1, In 2, 0) sobre la curva x = cos t, 
y = In (t + 2), z = t . 

47. Temperatura en una circunferencia Sea T = fix, y) la tem- 
peratura en el punto (x, y) sobre la circunferencia x = cos t, 
y = sen t, 0 £ t £ 2p y suponga que 


5T 

dx 


8x - 4y, 


dT 

dy 


8y - 4x. 


a. Determine donde ocurren las temperaturas maxima y minima 
en la circunferencia, examinando las derivadas dT/dt y 
d 2 T/dt 2 . 


y suponga que 


dT dT 

dy =X - 

a. Localice las temperaturas maxima y minima en la elipse, exa- 
minando las derivadas dT/dt y d 2 T/dt 2 . 

b. Suponga que T = xy — 2 . Determine los valores maximo y 
mmimo de T sobre la elipse. 

Derivacion de integrales 

Bajo mmimas restricciones de continuidad, es cierto que si 
F(x) = f g(t,x) dt. 


entonces F'(x) = / g x (t, x) dt. Podemos usar este hecho y la regia 
J a 

de la cadena para determinar la derivada de 


F(x) = 


rf « 


g(f, x) dt 


haciendo 


G(u, x) = / g(t,x)dt. 


donde u = f(x). Determine las derivadas de las funciones de los ejer- 
cicios 49 y 50. 


49. F(x) 

50. F(x) 


2 r + x 2 dt 


14.5 


Derivadas direccionales y vectores gradiente 


Si observa el mapa (figura 14.23) que muestra los contornos en el area de West Point a lo 
largo del rib Hudson en Nueva York, observara que las corrientes tributarias fluyen en for- 
ma perpendicular a los contornos. Estas corrientes siguen las trayectorias del descenso 
mas pronunciado, de modo que las aguas lleguan rapidamente al Hudson. Por tanto, la ra- 
zon de cambio instantanea en la altura de un flujo sobre el nivel del mar tiene una direc- 
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cion particular. En esta seccion vera por que esta direccion, llamada la direccion “colina 
abajo”, es perpendicular a los contornos. 



FIGURA 14.23 Los contornos del area de West Point en 
Nueva York muestran flujos con trayectorias de descenso 
pronunciado que fluyen en forma perpendicular a los 
contornos. 


Derivadas direccionales en el piano 

De la seccion 14.4 sabemos que si/(x, y) es diferenciable, entonces la razon de cambio de 
/ con respecto a t a lo largo de una cttrva diferenciable x = g(t), y = hit) es 


y 



FIGURA 14.24 La razon de cambio de/ 
en la direccion de u en un punto P 0 es la 
razon con que/cambia a lo largo de esta 
recta en P 0 . 


df = dj^dx + d^dy 
dt dx dt dy dt ' 

En cualquier punto Pq(xq, yo) = Po(g(to), h(to)), esta ecuacion da la razon de cambio de/ 
con respecto a 1 creciente y por tanto depende, entre otras cosas, de la direccion de movi- 
miento a lo largo de la curva. Si la curva es una lfnea recta y t es el parametro de longitud 
de arco a lo largo de la recta, medida desde Pq en la direccion de un vector unitario dado u, 
entonces df/dt es la razon de cambio de/con respecto a la distancia en su dominio en la 
direccion de u. A1 variar u, encontramos las razones con que cambia / con respecto a la 
distancia, al pasar por Pq en distintas direcciones. Ahora definimos esta idea con mas pre- 
cision. 

Suponga que la funcion fix, y) esta definida en una region R en el piano xy, que 
P oU'o, yo) es un punto en R, y que u = u\ i + iti j es un vector unitario. Entonces las ecua- 
ciones 


x = xo + su\, y = yo + SU 2 

parametrizan la recta que pasa por Pq y que es paralela a u. Si el parametro s mide la lon- 
gitud de arco desde Pq en la direccion de u, encontramos la razon de cambio de/en Pq en 
la direccion de u, calculando df/ds en Pq (figura 14.24). 
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DEFINICION Derivada direccional 

La derivada de / en P«(xo, yo) en la direccion del vector unitario u = u ii + 

1 / 2 j es el numero 

(df\ f(x 0 + su u y 0 + su 2 ) ~ f(x 0 , y 0 ) 

( 7J7 = s • <*> 

\ as /u,P 0 s ~^° 

si el lfmite existe. 


La derivada direccional tambien se denota mediantey 


(flu/W 


“La derivada de f en Pq 
en la direccion de u” 


EJEMPLO 1 Calculo de una derivada direccional mediante la definicion 

Calcule la derivada de 


fix, y) = x 2 + xy 


en PoU, 2) en la direccion del vector unitario u 


(1/2 2)i+ (1/2 2)j. 

Ecuacion (1) 


Solucion 



„ fix o + suu yo + su 2 ) - f{x 0 , y 0 ) 
lim ,, 

s — *0 4 







- (I 2 + 1-2) 


= lim 

s — *0 


2 2 


i + — = + 4 ] + (2 + — = + 4 1 - 3 


2 2 


+ 5 2 , 

lim ^ ^ = lim ( — + s 

s->o 4 s-»o \ 2 2 


2 2 


+ 0 


5 

2 2' 


La razon de cambio de f(x,y) = x 2 + xy en Po(l, 2) en la direccion u = ( 1/ 1 2)i + 
( 1/ 2 2)j es5/l 2. 


Interpretation de la derivada direccional 

La ecuacion z = fix, y) representa una superficie S en el espacio. Si z o = fix o, yo), en- 
tonces el punto P(x o, yo, Zo) esta en S. El piano vertical que pasa por P y Pq{xq, yo) parale- 
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z 



lo a u corta aSen una curva (figura 14.25). La razon de cambio de/en la direction de u 
es la pendiente de la tangente a C cn P. 

Cuando u = i, la derivada direccional en Pq es df/dx evaluada en (xo, yo). Cuando 
u = j, la derivada direccional en Pq es df/dy evaluada en (xo, yo). La derivada direccional 
generaliza las dos derivadas parciales. Ahora podemos preguntarnos acerca de la razon de 
cambio de/en cualquier direccion u, y no solo en las direcciones i y j. 

He aquf una interpretacion ffsica de la derivada direccional. Suponga que T = f(x, y ) 
es la temperatura en cada punto (x, y) de una region en el piano. Entonces /(x o, yo) es la 
temperatura en el punto Po(Ao, .Vo) y (//, /)/>,, es la razon de cambio instantanea de la tem- 
peratura en P 0 al avanzar en la direccion u. 


Calculos y gradientes 


FIGI 14.25 La pendiente de la curva 
C en P Q es lim pendiente ( PQ)', esta es 

la derivada direccional 



(D a f) Po . 


Ahora desarrollaremos una formula eficiente para calcular la derivada direccional para 
una funcion diferenciable/. Comenzamos con la recta 


x = xo + sui, y = yo + SU 2 , (2) 

que pasa por Pfixo, yo) , parametrizada con el parametro de longitud de arco 5 que crece en 
la direccion del vector unitario u = u\\ + Mo.j- Entonces 


df\ Af\ dx + f ffy 

ds )a,p 0 \ dX Jp 0 ds \ d yJpo ds 


Regia de la cadena para una / 
diferenciable 




De las ecuaciones(2), 
dx/ els = U[ y dy/ds = w/ 


df 


dx 


^ i + + 


Po 


df 


dy 


J 

Po j L 


M| i + «2j 


Gradiente de f en Pq 


Direccion u 


(3) 


DEFINICION Vector gradiente 

El vector gradiente (o simplemente el gradiente) de fix, y) en un punto 
P Q (x 0 , yo) es el vector 


V/ 


df. df. 

dx 1 dy j 


el cual se obtiene al evaluar las derivadas parciales de/en Pq . 


La notacion V/ se lee “gradiente de/’ o “nabla de /’. El simbolo V se lee “nabla”. Otra 
notacion para el gradiente es grad / que se lee como se escribe. 

La ecuacion (3) dice que la derivada de una funcion diferenciable /en la direction de 
u en P o es el producto punto de u con el gradiente de/en Pq . 
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TEOREMA 9 La derivada direccional es un producto punto 

Si fix, y ) es diferenciable en una region abierta que contiene a Po(*o> yo), 
entonces 



(V/)p 0 • u. 


es el producto punto del gradiente de/en Pq con u. 


(4) 



FIGURA 14.26 Trace V/ como un vector 
en el dominio de/. En el caso de 
f(x, y) = xe y + cos (xy), el dominio es 
todo el piano. La razon de cambio de/en 
(2, 0) en la direccion u = (3/5)i — (4/5)j 
es V/ • u = — 1 (ejemplo 2). 


EJ EMPLO 2 Calculo de la derivada direccional mediante el gradiente 

Determinar la derivada de fix, y) = xe y + cos (xy) en el punto (2, 0) en la direccion de 
v = 3i - 4j. 


Solucion 


La direccion de v es el vector unitario obtenido al dividir v entre su longitud: 
v v 3 . 4 


rJ 


Las derivadas parciales de/son continuas en todas partes, y en (2, 0) estan dadas por 
fx( 2, 0) = (e y - y sen (xy))( 2 ,o) = e° - 0 = 1 
f y ( 2, 0) = ( xe y — x sen (xy))( 2 , 0 ) = 2e° — 2 • 0 = 2. 

El gradiente de/en (2, 0) es 

V/ 1 ( 2 , 0 ) = /,(2,0)i + fy( 2,0)j = i + 2j 
(figura 14.26). La derivada de/en (2, 0) en la direccion de v es entonces 
(A/)|(2,0) = V/|(2,0)-U 


- (i + 2j) 1 


8 


= -1 . 


Al evaluar el producto punto de la formula 

A/ = Yf-u = | V/ 1 1 u | cos u = | V/|cos u, 
donde U es el angulo entre los vectores u y V/, se revelan las siguientes propiedades. 


Propiedades de la derivada direccional D u f = Vf • u = | Vf | cos u 

1. La funcion/crece mas rapidamente cuando cos LI = 1 o cuando u es la di- 
reccion de Vf. Es decir, en cada punto P de su dominio, /crece mas rapida- 
mente en la direccion del vector gradiente Vf en P. La derivada en esta di- 
reccion es 

D u f = | V/|cos (0) = |V/|. 

2. De manera similar, /decrece mas rapidamente en la direccion de — Vf. La 
derivada en esta direccion es D u f = \ Vf \ cos (p ) = — | Vf | . 

3. Cualquier direccion u ortogonal a un gradiente Vf A 0 es una direccion de 
cambio nulo en / pues en ese caso LI es igual a p /2 y 

D u f = |V/|cos(p/2) = | V/l-0 = 0. 
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Como en casos anteriores, estas propiedades son validas en tres dimensiones, como lo son 
en dos. 

EJEMPL0 3 Como determi nar cambios maximos, minimos y nulos 

Determine las direcciones en que /(x, y) = (x 2 /2) + (y 2 /2) 

(a) Crece mas rapidamente en el punto (1, 1). 

(b) Decrece mas rapidamente en (1,1). 

(c) ( : ,Cuales son las direcciones de cambio nulo de/en (1, 1)? 


z z= f{x, y) 



FI GURA 14 .2 i La direction en que 
f{x,y) = (x 2 /2) + (y 2 /2) crece mas 
rapidamente en (1, 1) es la direction de 
V/|(i,i) = i + j. Corresponde ala 
direction de maximo ascenso sobre la 
superficie en (1, 1, 1) (ejemplo 3). 


Solution 

(a) La funcion crece mas rapidamente en la direction de V/ en (1, 1). El gradiente en es- 
te caso es 


(V/)(i,p = (xi 4- xj)( U ) = i + j 


Su direction es 


= 1 + J = 1 + J = 1 . + 1 . 

I* + jl 2 (l) 2 + (l) 2 2 2 * 2 2 J 

(b) La funcion decrece mas rapidamente en la direccion de — V/ en (1, 1), que es 

1 . 1 

-u = i J. 

2 2 2 2 

(c) Las direcciones de cambio nulo en (1, 1) son las direcciones ortogonales a Vf: 


n 




y 


n = 1 j 

2 2 * 


1 

2 2 


j 


Vea la figura 14.27. 


Gradientes y tangentes a curvas de nivel 

Si una funcion diferenciable/(x, y) tiene un valor constante c a lo largo de una curva regu- 
lar r = g(f)i + h(t) j haciendo que la curva sea una curva de nivel de /, entonces 
f(g(t), h(t)) = c. A1 derivar ambos lados de esta ecuacion con respecto a 1 tenemos las 
ecuaciones 


j t mt),Kt)) = j t ( C ) 

dj_dg^ dj^dh_ 

dx dt dy dt 


Regia de la cadena 


df . , df \ (dg . dh . 


dy 1 


+ 7177 J )• + C77 J ) - °- 


dt 


dt ' 


(5) 


V/ 


dr 

~dt 


La ecuacion (5) dice que V/ es normal al vector tangente dr/dt, de modo que es normal a 
la curva. 
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La curva de nivel/U, y) =/(.v 0 , ,y 0 ) 



FIGURA 14.28 El gradiente de una 
funcion diferenciable de dos variables en 
un punto siempre es normal a la curva de 
nivel de la funcion que pasa por ese punto. 


y 



FIGURA 14.29 Podemos determinar la 
tangente a la elipse (x 2 /4) + y 2 = 2 
tratando a la elipse como una curva de 
nivel de la funcion f(x, y) = (jr 2 / 4) + y 2 
(ejemplo 4). 


En cada punto (xo,yo) del dominio de una funcion diferenciable fix, y), el gra- 
diente de/es normal a la curva de nivel que pasa por (xo, Vo) (figura 14.28). 


La ecuacion (5) valida nuestra observacion de que las corrientes fluyen en forma per- 
pendicular a los contornos de los mapas topograficos (vea la figura 14.23). Como el flujo 
alcanzara su destino de la manera mas rapida, este debe fluir en la direccion del negativo 
del vector gradiente, por la propiedad 2 de la derivada direccional. La ecuacion (5) nos di- 
ce que estas direcciones son perpendiculares a las curvas de nivel. 

Esta observacion tambien nos permite determinar ecuaciones de las rectas tangentes a 
las curvas de nivel. Estas son las rectas normales a los gradientes. La recta que pasa por un 
punto Pq(xq, vo) normal a un vector N = Ai + Bj tiene la ecuacion 

A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) = 0 

(ejercicio 35). Si N es el gradiente (Vf)( Xo ,y 0 ) = f x (x o, yo)i + f y (x o, yo)j, la ecuacion de 
la recta tangente es 


fx(x o, y 0 )U - *o) + f y (x o, yo)(y ~ Jo) = 0. 


( 6 ) 


EJ EMPLO 4 Como determinar la recta tangente a una elipse 

Determine una ecuacion para la tangente a la elipse 



(figura 14.29) en el punto (—2, 1). 

Solucion La elipse es una curva de nivel de la funcion 

f(x,y) =^ + y 2 . 

El gradiente de/en (—2, 1) es 

V/|(-2,i) = (f i 

La tangente es la recta 

(-!)(* + 2 ) 

x - 2 y = -4. 

Si conocemos los gradientes de dos funciones/y g, automaticamente conocemos los gra- 
dientes de sus multiplos, de su suma, su resta, su producto y su cociente. En el ejercicio 36 
se le pedira que establezca las siguientes reglas. Observe que estas reglas tienen la misma 
forma que las reglas correspondientes para derivadas de funciones de una variable. 


+ 2yj 1 = — i + 2j. Ecuacion (6) 

'HU) 


+ (2 )(y - 1) = 0 
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Reglas algebraicas para gradientes 


1. 

Regia del multiplo constante: 

Vikf) = kVf (k arbitrario) 

2. 

Regia de la suma: 

V(/ + g) = v/ + Vg 

3. 

Regia de la resta : 

V(/ - g) = v/ - Vg 

4. 

Regia del producto : 

V(/g) = fVg + gVf 



(f\ gVf - fVg 

5. 

Regia del cociente'. 

W g 2 


EJ EMPLO 5 Las reglas del gradiente 

Ilustramos las reglas con 


fix, y) = x - y g(x, y) = 3y 

V/ = i - j Vg = 3j. 

Tenemos 


1. V(2 /) = V(2x - 2 y) = 2i - 2j = 2V/ 

2. V(/ + g) = V(x + 2y) = i + 2j = V/ + Vg 

3. V(/ - g) = V(x - 4y) = i - 4j = V/ - Vg 

4. V(/g) = V(3ry - 3y 2 ) = 3yi + ( 3x - 6y)j 

= 3y(i - j) + 3yj + (3x - 6y)j 
= 3y(i - j) + (3x - 3y)j 
= 3y(i - j) + (x - y)3j = gVf + fVg 


5. 




1 . _ X . 

3/ 3 y 2i 


3yi - 3xj = 3y(i - j) - (3x - 3y)j 
9y 2 9y 2 


3y(i - j) - U - y)3j = gVf - fVg 
9y 2 g 2 


Funciones de tres variables 

Para una funcion diferenciable fix, y, z) y un vector unitario u = u\ i + ui] + M : ?k cn el 
espacio, tenemos 


y 


v/ 


df df df 

dx dy J dz 


_ df df df 
- dx" 1 + dy U2 + Yz U2 ' 


D u f = V/ • u 
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De nuevo, la derivada direccional puede escribirse en la forma 

D u f = Vf • u = | V/ 1 1 u | cos U = | Vf | cos U, 

de modo que las propiedades antes enunciadas para funciones de dos variables siguen 
siendo validas. En cualquier punto dado,/crece mas rapidamente en la direccion de Vf y 
decrece mas rapidamente en la direccion de — Vf. En cualquier direccion ortogonal a Vf, 
la derivada se anula. 

EJEMPLO 6 Como determi nar las direcciones de cambio maximo, minimo 
y nulo 

(a) Calcule la derivada de f(x, y, z) = x 3 — xy 2 — z en Po(L 1, 0) en la direccion de 
v = 2i - 3j + 6k. 

(b) ^En cuales direcciones cambia/mas rapidamente en Pq, y cuales son las razones de 
cambio en estas direcciones? 


Solucion 

(a) La direccion de v se obtiene dividiendo v entre su longitud: 


| v | = 2 (2) 2 + (— 3) 2 + (6) 2 = 2 49 = 7 


y_ = 2. 
M 7 1 


3 . 
7 J 


+ 


6 

7 


k. 


Las derivadas parciales de/en Pq son 

fx = (3x 2 - y 2 ) ( i.i,o) = 2, f y = -2xy| (Ui0 ) = ~2, f z = -l|( Uj0 ) = ~1- 

El gradiente de/en Pq es 

V/ 1 (i,i,o) - 2i — 2j — k. 

La derivada de/en Pq en la direccion de v es 

O?u/)(1,1,0) = V/ |(i, i,o) • u = (2i - 2j - k)- (ji - |j + |kj 

_ 4 , 6 . 6 _ 4 
7 7 7 7 ' 


(b) La funcion crece mas rapidamente en la direccion de V/ = 2i — 2j — k y decrece 
mas rapidamente en la direccion de — Vf. Las razones de cambio en estas direcciones 
son, respectivamente, 

I V/| = 2 (2) 2 + (— 2) 2 + ( — l) 2 = 2 9 = 3 y »|V/|=-3. 


EJERCICIOS 14.5 


Calculo de gradientes en puntos 

En los ejercicios 1-4, determine el gradiente de la funcion en el punto 
dado. Luego trace el gradiente junto con la curva de nivel que pasa por 
el punto. 

1. f(x, y) = y - x, (2,1) 2 . f(x, y) = In (jc 2 + y 2 ), (1,1) 


3. g(x, y) = y - x 2 , (-1, 0) 4. g(x, y) = ^ ( 2 2, l) 

En los ejercicios 5-8, determine Vf en el punto dado. 

5. f(x,y,z) = x 2 + y 2 - 2 z 2 + zlnx, (1, 1, 1) 

6. f(x,y,z) = 2 z 3 - 3(x 2 + y 2 )z + tan^'xz, (1, 1, 1) 
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7. f(x,y,z ) = (x 2 + y 2 + z 2 ) + In (xyz), (-1,2, -2) 

8. f(x,y,z) = e* +:v cosz + (y + l)sin -1 x, (0, 0, p /6) 

Calculo de derivadas direccionales 

En los ejercicios 9-16, determine la derivada de la funcion en Pq en la 
direccion de A. 


9. 

fix. 

y) = 

2xy 

- 3y 2 , 

Po(5, 5), 

A = 4i 

+ 3j 

10. 

fix. 

y) = 

lx 2 ■ 

+ y 2 , P 0 (-l, 1), 

A = 3i 

- 4j 

11. 

gix. 

y) = 

x — 

(y 2 /x) +23 sec -1 

1 (2xy), 

^o(l. 1), 


A = 

= 12i 

+ 5j 





12. 

h(x. 

y) = 

tan H 

iy/x) + 

2 3 sen 1 

(xy/2), 

Poih 1), 


A = 

-- 3i - 

2j 





13. 

fix. 

y, z) 

= xy 

+ yz + 

zx, P 0 (l, 

-1,2), 

A = 3i + 6j- 

14. 

fix. 

y, z) 

= x 2 

+ 2y 2 - 

- 3z 2 , P 0 (l, 1, 1), 

A = i + j + : 

15. 

gix. 

y, z) 

= 3e 

x cos yz. 

P 0 (0, 0, 0), A = 

2i + j — 2k 

16. 

hix. 

y, z) 

= cosxy + e 

yz + In zx. 

O 

O 

Q. 

, 1/2), 


A = 

-- i + 

2j + 

2k 





Direcciones de incremento 
y decremento mas rapido 

En los ejercicios 17-22, determine las direcciones en que las funcio- 
nes crecen o decrecen mas rapidamente en Pq. Luego determine las 
derivadas de las funciones en estas direcciones. 


30. 30. Cambio de temperatura a lo largo de una circunferencia 

^Existe una direccion u en que la razon de cambio de la funcion 
temperatura T(x,y,z) = 2xy — yz (temperatura en grados Cel- 
sius, distancia en pies) en P(l, —1, 1) sea igual a — 3°C/pies? 
Justifique su respuesta. 

31. La derivada de/(x, y) en Pq( 1,2) en la direccion de i + j es 2 1 2 
y en la direccion de — 2j es — 3 . ^Cual es la derivada de/en la di- 
reccion de — i — 2j ? Justifique su respuesta. 

32. La derivada de/(x, y, z) en un punto P alcanza su maximo en la di- 
reccion de v = i + j — k. En esta direccion, el valor de la deri- 
vada es 2 1 3 . 

a. ^Como es V/ en P? Justifique su respuesta. 

b. ^,Cual es la derivada de/en P en la direccion de i + j ? 

33. Derivadas direccionales y componentes escalares ,' Cual es la 
relacion entre la derivada de una funcion diferenciable fix, y, z) 
en un punto Pq en la direccion de un vector unitario u, y el com- 
ponente escalar de (V/)p 0 en la direccion de u? Justifique su res- 
puesta. 

34. Derivadas direccionales y derivadas parciales Suponiendo 
que las derivadas necesarias de fix, y, z) estan definidas, ^cual 
es la relacion entre D^f, D^f, D^f y f x , f y , /.? Justifique su 
respuesta. 

35. Rectas en el piano x y Muestre que 

A(x — Xq) + B(y — yo) = 0 es una ecuacion de la recta en el 
piano xy que pasa por el punto (xo , yo) normal al vector 
N = Ai + By 

36. Las reglas algebraicas para los gradientes Dada una constan- 
te k y los gradientes 


17. fix, y) = x 2 + xy + y 2 , P 0 (-l, 1) 

18. f(x, y) = x 2 y + e xy seny, P 0 (l, 0) 

19. f(x,y,z) = (x/y) - yz, Po(4, 1, 1) 

20. g(x, y, z) = xe y + z 2 , Po(l,ln2, 1/2) 

21. f{x,y,z) = lnxy + lnyz + In xz, Po(l, 1, 1) 

22. h(x,y,z) = ln(x 2 + y 2 - 1) + y + 6z, Po(l, 1,0) 


V/ 


3 / 3 / . 

. l + - — i 

dx dy 


+ 


df 

dz 


k 


y 


v a s ■ , d s . , 3g 

^ = + + /k k ’ 


use las ecuaciones escalares 


Rectas tangentes a curvas 

En los ejercicios 23-26, trace la curva /( x, y) = c junto con Vf y la 

recta tangente en el punto dado. Luego escriba una ecuacion de la rec- 
ta tangente. 

23. jc 2 + y 2 = 4, (2 2, 2 2) 24. x 2 y ~ 1, (2 2, l) 

25. xy = —4, (2, —2) 26. x 2 — xy + y 2 = 7, (— 1, 2) 

Teona y ejemplos 

27. Derivada direccional nula ,\En que direccion se anula la deri- 
vada de f{x, y) = xy + y 2 en P( 3, 2)? 

28. Derivada direccional nula ,\Fn que direcciones se anula la de- 
rivada de f(x, y) = (x 2 - y 2 )/(x 2 + y 2 ) enP(l, 1)? 

29. ^Existe una direccion u en que la razon de cambio de f(x, y) = 
x 2 — 3xy + 4y 2 en P(l, 2) sea igual a 14? Justifique su respuesta. 


dx 


b 


(kf) = k 


dx 


df 

dx ’ 

dx (f ± 8 ^ 

_ dj_ dg, 
dx dx ’ 

df 

d ff\ 

df dg 

8 dx 2 dx 


dx ' 


dx \8 , 


y asf sucesivamente, para establecer las siguientes reglas. 

a. \(kf) = kVf 

b. V(/ + g) = V/ + Vg 
c- V(/ ~ g) = Vf - Vg 
d. V(fg) = fVg + gVf 

„ff\ 8^f ~ fVg 

e - V U) ■ 
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14.6 


Pianos tangentes y diferenciales 


En esta seccion definimos el piano tangente en un punto sobre una superficie regular en el 
espacio. Determinamos una ecuacion para el piano tangente a partir de las derivadas par- 
ciales de la funcion que define a la superficie. Esta idea es similar a la definicion de la rec- 
ta tangente en un punto sobre una curva en el piano coordenado para funciones de una va- 
riable (seccion 2.7). Luego estudiamos la diferencial total y la linealizacion de funciones 
de varias variables. 


Pianos tangentes y rectas normales 

Si r = g(t)\ + hit)] + k(t)k es una curva regular en la superficie de nivel fix, y, z) = c 
de una funcion diferenciable/, entonces f(g(t), h{t), k{t)) = c. A1 derivar ambos lados de 
esta ecuacion con respecto a t tenemos 



FIGURA 14.30 El gradiente Vf es 
ortogonal al vector velocidad de cada 
curva regular en la superficie que pasa por 
P 0 . Por tanto, los vectores velocidad en P 0 
estan en un piano comun, que llamaremos 
el piano tangente en P 0 . 


jf t h(t), k(t)) = J ~ t (c) 

Wdg dj_dh dj_dk = 

dx dt dydt dz dt U 


'V 1 + V i + v 

dx dy J dz 


dg . dh . dk . 
dt 1 dt ^ dt 


= 0 . 


V/ 


dr/dt 


Regia de la cadena 


(i) 


En todo punto a lo largo de la curva, Vf es ortogonal al vector velocidad de la curva. 

Ahora restringimos nuestra atencion a las curvas que pasan por Pq (figura 14.30). To- 
dos los vectores velocidad en Pq son ortogonales a V/ en Pq, de modo que todas las rectas 
tangentes a las curvas estan en el piano que pasa por Pq normal a Vf. A este piano lo 11a- 
mamos el piano tangente a la superficie en Pq. La recta que pasa por Pq perpendicular al 
piano es la recta normal a la superficie en Pq. 


DEFI Nl Cl ONES Plano tangente, recta normal 

El piano tangente en el punto Pq(xq , yo , z (l ) en la superficie de nivel 
f(x, y, z) = c de una funcion diferenciable/, es el piano que pasa por Pq normal 

a Vf I A>- 

La recta normal a la superficie en Pq es la recta que pasa por Pq paralela a 


Asf, de la seccion 12.5, el piano tangente y la recta normal tienen las siguientes ecuaciones: 


Plano tangente a fix, y, z) = c en zo) 

fx(Po)(x - X 0 ) + fr(Po)(y - yo) + fz(Po)(z ~ Zo) = 0 (2) 

Recta normal a fix, y,z) = c en Po(x 0 ,yo, Zo) 

* = *o + fx(Po)t, y = yo + f y {Po)t, z = zq + f z (Po)t (3) 
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z 


La superficie 
X 2 + V 2 + z - 9 = 



X 


FI GURA 14.31 El piano tangente y la 
recta normal a la superficie 
x 2 + y 2 + z ~ 9 = 0 en Pq( 1, 2, 4) 
(ejemplo 1). 


EJ EMPLO 1 Como determi nar el piano tangente y la recta normal 

Determine el piano tangente y la recta normal de la superficie 

\ 2 i 2 i (\ c\ Una paraboloide circular 

f(x, y, z) = x'- + y A + z ~ 9 = 0 
en el punto Po(l, 2, 4) . 

Solucion La superficie aparece en la figura 14.31. 

El piano tangente es el piano que pasa por P 0 , perpendicular al gradiente de /en Pq . 
El gradiente es 

V/|p 0 = (2xi + 2yj 4- k) (lj2 , 4 ) = 2i + 4j + k. 

Por tanto, el piano tangente es el piano 

2(x — 1) + 4 (y — 2) + (z — 4) = 0, or 2x + 4 y + z = 14. 

La recta normal a la superficie en Pq es 

x = 1 + 2t, y = 2 + At, z = 4 + t. 


Para determinar una ecuacion para el piano tangente a una superficie regular z = fix, y) 
en un punto Pq{xq, yo, zo). donde zo = f(x o, yo), primero observamos que la ecuacion 
z = f(x, y) es equivalente a f(x, y) — z = 0. La superficie z = f(x, y) es por tanto la 
superficie de nivel cero de la funcion F(x, y, z) = f(x, y) — z. Las derivadas parciales de 
F son 


F x = £(f(x,y) -z) =f,~0=f x 
F y = ^ (fix, y) - Z) = fy - 0 = fy 

F z = j r Af(x,y)-z) = 0-1= -1 

La formula 


F x (Po)(x ~ xo) + F y (P 0 )(y - y 0 ) + F z (P 0 )(z - z 0 ) = 0 
para el piano tangente a la superficie de nivel en Pq se reduce entonces a 
fx(xo,yo)(x - x 0 ) + / v (x 0 ,yo)(y - yo) ~ (z - zo) = 0. 


Plano tangente a una superficie z = f(x,y ) y (xo,y«, /Uo^Jo)) 

El piano tangente a la superficie z = fix, y) de una funcion diferenciable/en el 
punto P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) = Uo, /Uo, Jo)) es 

fx(xo,yo)(x - x 0 ) + f y (x 0 , y 0 )(y - y 0 ) - (z - z 0 ) = 0. (4) 


EJEMPLO 2 Como determinar un piano tangente a una superficie z = /(x y) 

Determine el piano tangente a la superficie z = xcosy — ye x en (0, 0, 0). 
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Solucion Calculamos las derivadas parciales de /(x, y) = xcosy — ye x y usamos la 
ecuacion (4): 

fJO, 0) = (cosy - ye A ) (o,o) = 1 - 0 - 1 = 1 
f y ( 0, 0) = (— x seny - e x )( 0 ,o) = 0 - 1 = -1. 

Por tanto, el piano tangente es 

1 • (x — 0) — 1 • (y — 0) — (z ~ 0) = 0, Ecuacion (4) 
o 

x — y — z = 0. ■ 


EJ EMPLO 3 Recta tangente a la curva de interseccion de dos superficies 

Las superficies 


y 


f(x,y,Z ) = X 2 +y 2 ~ 2 = 0 Uncilindro 


g(x, y, z) = X + Z — 4 = 0 Un piano 


se cortan en una elipse E (figura 14.32). Determine ecuaciones parametricas de la recta 
tangente a £ en el punto £*o( 1 , 1,3). 



La elipse E 
(1, 1, 3) 


El cilindro 

x 2 +y 2 - 2 = 0 


fix, y, z) 


FIGURA 14.32 El cilindro 

f(x, y, z) — x 2 + y 1 — 2 = 0 y el piano 
g(x, y, z) = x + z - 2 = 0 se intersecan en 
una elipse E (ejemplo 3), 


La recta tangente es ortogonal a V/ y Vg en P lh y por tanto es paralelo a 
v = V/ X Vg. Los componentes de v y las coordenadas de Pq nos dan las ecuaciones de 
la recta. Tenemos 

V/ 1 (i,i, 3 ) = (2xi + 2yj) (1 j 3) = 2i + 2j 

Vg | (i,i,3) = (i + k)(!,i, 3 ) = i + k 


v = (2i + 2j) X (i + k) 


2 

1 


j k 

2 0 
0 1 


= 2i — 2j — 2k. 


La recta tangente es 

x = 1 + 2 1, y = 1 — 2 1, 


z = 3 - It. 


Estimation del cambio en una direccion especifica 

La derivada direccional juega el papel de una derivada ordinaria cuando queremos estimar 
cuanto cambia el valor de una funcion/si nos movemos una pequena distancia ds de un 
punto P 0 a otro punto cercano. Si/fuese una funcion de una variable, tendrfamos 

df = f'(P 0 ) ds. Derivada ordinaria X incremento 

For a function of two or more variables, we use the formula 

df = (V/| Po -u) ds, Derivada direccional X incremento 

donde u es la direccion del movimiento conforme nos alejamos de Pq. 
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Estimation del cambio de f en una direction u 

Para estimar el cambio en el valor de una funcion diferenciable/cuando nos mo- 
vemos una pequena distancia ds desde un punto Pq en una direccion particular u, 
usamos la formula 

df - (V/|f 0 -u) • ds 

Derivada Incremento 
direccional de la distancia 


EJ EMPLO 4 Estimacion del cambio en el valor de/U y, z) 

Estime el cambio en el valor de 


f(x, y, z) = y sen x + 2 yz 

si el punto P{x, y, z) se mueve 0.1 unidades desde Pq(0, 1, 0) directamente hacia 
P\{2, 2, -2). 


Solucion Primero determinamos la derivada de / en Pq en la direccion del vector 
PqP i = 2i + j — 2k. La direccion de este vector es 

P Q P\ PqP i 2 . , 1 . 2, 

U = - = 5 = T 1 + TJ — zz k. 

|P 0 Pi| 3 3 3 3 

El gradiente de/en Pq es 

V/ 1 (o,i,o) = ((ycosx)i + (sinx + 2z)j + 2yk)) (0 ,i, 0 ) = i + 2k. 

Por tanto, 


V/|p„-u 


(i + 2k) • 




2 _ 4 _ _ 2 

3 3 3 ’ 


El cambio df que resulta de moverse ds = 0.1 unidades desde Pq en la direccion de u es 
aproximadamente 


df = ( V / 1 p 0 • u ) {ds ) 



0.067 unit. 


Como linealizar una funcion de dos variables 

Las funciones de dos variables pueden ser complicadas, y a veces debemos reemplazar 
unas funciones por otras mas sencillas que den la precision requerida para aplicaciones es- 
pecfficas sin que sea diffcil trabajar con ellas. Hacemos esto de una manera similar a la 
forma en que hallamos los reemplazos lineales para funciones de una variable (seccion 
3.8). 

Supongamos que la funcion que queremos reemplazar es z = f(x, y) y necesitamos 
que el reemplazo sirva cerca de un punto (xo,yo) donde/es diferenciable, y conocemos 
los valores de f, f x , y f y . Si nos movemos desde (xo, yo) hasta cualquier punto (x, y) me- 
diante los incrementos Ax = x — xo y Ay = y — yo, entonces la definicion de diferen- 
ciabilidad de la seccion 14.3 nos da el cambio 


f(x,y) ~ /(x 0 , yo) = / A -(x 0 , yo)Ax + / v (x 0 ,yo)Ay + e,Ax + e 2 Ay, 
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donde ei, 62 — >0 0 cuando Ax, Ay — > 0. Si los incrementos Ax y Ay son pequenos, los 
productos e\ Ax y eiAy seran aun menores y tendremos 

f(x,y ) « f(x 0 ,y 0 ) + f x (x 0 ,yo)(x - x 0 ) + f y (x 0 ,yo)(y - y 0 ). 

L(x, y ) 

En otras palabras, mientras Ax y Ay sean pequenos, / tendra aproximadamente el mismo 
valor que la funcion lineal L. Asf que si es diffcil usar /, y nuestro trabajo puede tolerar el 
error implicado, podemos aproximar/por L (figura 14.33). 


FIGURft 14.33 Si/es diferenciable en 
(x 0 , yo), entonces el valor de/en cualquier 
punto (x, y) cercano es aproximadamente 
/(xo,yo) + /a(x 0 , yo)Ax + f y {x 0 ,y 0 )Ay. 


DEFI NIC! ONES Li neal izacion, aproximacion lineal estandar 

La linealizacion de una funcion fix, y) en un punto (xo, yo) donde /es diferen- 
ciable, es 

L(x, y) = /(x 0 ,yo) + f x (x o,yo)(x - x 0 ) + / y (x 0 ,yo)(y - yo)- (5) 
La aproximacion 

/(x, y) « L(x, y) 

es la aproximacion lineal estandar de /en (xo, yo)- 


U n punto _ 

>(*,y) 

cercano a 


(*o. - y o) 



> 

II 

V 

1 

v; 

o 

Un punto donde 


/es diferenciable 


/ 


Uo- _vo) \ X = X - XQ 



De la ecuacion (4) vemos que el piano z = L(x, y) es tangente a la superficie 
z = f(x, y) en el punto (xo, yo)- Asf, la linealizacion de una funcion de dos variables es 
una aproximacion tangente plana, de la misma forma que la linealizacion de una funcion 
de una variable es una aproximacion tangente lineal. 

EJEMPLO 5 Como realizar una linealizacion 

Linealice 


f(x, y) = x 2 - xy + jy 2 + 3 


en el punto (3, 2). 

Solucion Primero evaluamos /, f t . y f y en el punto (xo, yo) = (3,2): 
/(3, 2 ) = (x 2 — xy + 4y 2 + 3 ) =8 


(3,2) 


a 


1 


fx( 3, 2) = fa \ x~ ~ xy + ^y + 3 ) = (2x - y) (3 , 2 ) = 4 


(3,2) 


fy( 3, 2) = fy (x“ - xy + ^y + 3 ] = (-x + y) (3 , 2 ) = -1, 


(3,2) 


lo que da 

L(x, y) = /(x 0 , y 0 ) + f x (x 0 , y 0 )(x - x 0 ) + f y (x 0 , y 0 )(y - y 0 ) 
= 8 + (4)(x - 3) + (— l)(y - 2) = 4x - y - 2. 


La linealizacion de/en (3, 2) is L(x, y) = 4x — y — 2. 
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y 


k 

h 

( x 0. Jo) 

R 

► x 

0 

FIGURA 14.34 La region rectangular R: 
R: \x — jco | s h, |y — yo| — k en el 
piano xy. 


A1 aproximar una funcion diferenciable fix, y) mediante su linealizacion L(x, y) en 
(x 0 , yo), la precision de la aproximacion es una cuestion importante. 

Si podemos determinar una cota superior comun M para | f xx \ , \ f yy | , y | f xy | en un rec- 
tangulo R con centra en (xo, Jo) (figura 14.34), entonces podemos acotar el error E en to- 
do R, usando una sencilla formula (deducida en la seccion 14. 10). El error se define como 
E(x, y) =f(x,y ) - L(x,y). 


El error en la aproximacion lineal estandar 

Si / tiene primeras y segundas derivadas parciales en un conjunto abierto que 
contiene un rectangulo R con centra en (xo, yo), y si M es una cota superior para 
los valores de | f xx | , | fyy | , y l| f xy | en R, entonces el error E(x, y) obtenido al reem- 
plazar /(x, y) en R por su linealizacion, 

L(x, y) = f(x 0 , yo) + fx(x o, yo)U - x 0 ) + f y (x 0 , yo)(y - yo) 
satisface la desigualdad 

\E(x,y)\ < \m(\x - x 0 | + |y - y 0 |) 2 - 


Para que | E(x, y) | sea pequeno para una M dada, simplemente hacemos pequenos a 
\x ~ -«o|y \y ~ yo|. 

EJ EMPLO 6 Cota del error del ejemplo 5 

Determine una cota superior para el error en la aproximacion /(x, y) ~ L(x, y) del ejem- 
plo 5 para el rectangulo 


R: |x-3|<0.1, |y — 2 1 < 0.1 . 

Exprese la cota superior como un porcentaje de/(3, 2), que es el valor de/en el centra del 
rectangulo. 

Solucion Usamos la desigualdad 


| E(x,y)\ < ^Af(|x - x 0 | + |y - y 0 |) 2 - 

Para encontrar un valor adecuado para M, calculamos f xx , fxy, y y f yy , despues de una de- 
rivacion ordinaria vemos que las tres derivadas son constantes, con valores 

1/^1 = 121 = 2, 1^1 = 1-11=1, 1/^1 = 111=1. 

El mayor de estos es 2, de modo que podemos tomar M como 2. Si (xo, yo) = (3, 2), sa- 
bemos que en R, 

\E(x, y) | < ^ (2)(|x — 3 1 + |y — 2|) 2 = (|x - 3| + |y - 2|) 2 . 

Por ultimo, como|x — 3| s 0.1 y |y — 2| < 0. 1 en/?, tenemos 
|£(x,y)| < (0.1 + 0.1) 2 = 0.04. 

Como el porcentaje de /( 3, 2) = 8, entonces el error no es mayor que 


0.04 


X 100 = 0.5% . 
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Diferenciales 

De la section 3.8 recuerde que para una funcion de una variable v = f(x), definimos el 
cambio en/cuando x cambia de a a a + Ax como 

A f = f(a + Ax) - f(a ) 


y la diferencial de/como 


df = f'(a) Ax. 

Ahora consideremos una funcion de dos variables. 

Un calculo directo a partir de la definition de L(x, y), usando la notation 
x — xo = Ax y y — yo = Ay, muestra que el cambio correspondiente en L es 

A/ = /(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - /(x 0 ,yo)- 

Suponga que una funcion diferenciable/(x, y) y sus derivadas parciales existen en un pun- 
to (xo, yo)- Si nos movemos a un punto cercano (xo + Ax, yo + Ay), el cambio en/es 

AL = L(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - L(x 0 ,yo) 

= fxixo, yo)Ax + f y {xQ, yo) Ay. 

Las diferenciales dx y dy son variables independientes, de modo que pueden asignarseles 
valores arbitrarios. Con frecuencia hacemos dx = Ax = x — x (l , y dy = Ay = y — y 0 . 
Entonces tenemos la siguiente definition para la diferencial, o diferencial total de/ 


DEFINICION Diferencial total 

Si nos movemos de (xo, yo) a un punto (xo + dx, yo + dy) cercano, el cambio 
resultante 

df = f x (x 0 , y 0 ) dx + f y (x 0 , y 0 ) dy 

en la linealizacion de/se conoce como la diferencial total de /. 


EJEMPLO 7 Estimation del cambio en el volumen 

Suponga que una lata cilmdrica esta disenada para tener un radio de 1 pulgada y una altu- 
ra de 5 pulgadas, pero estas medidas tienen un error de dr = +0.03 y dh = —0.1. Estime 
el cambio absolute resultante en el volumen de la lata. 

Solucion Para estimar el cambio absoluto en V = p r 2 h, usamos 

AE « dV = V r (ro, ho) dr + V/(ro, ^o) dh. 

Con V r = 2p rh y Vh — P r 2 , obtenemos 


dV = 2p r 0 h 0 dr + p r 0 2 dh = 2p (1)(5)(0.03) + p (1) 2 (— 0.1) 
= 0.3p - O.lp = 0.2p « 0.63 in. 3 
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r = 5 



(a) (b) 

FI GURA 14.35 El volumen del cilindro 
(a) es mas sensible a un pequeno cambio en 
r que a un cambio igualmente pequeno 
en h. El volumen del cilindro (b) es mas 
sensible a los cambios pequenos en h que a 
los cambios pequenos en r (ejemplo 8). 


En lugar del cambio absoluto en el valor de una tuncion/Dc, y), podemos estimar el cam- 
bio relativo o cambio porcentual mediante 


df 


df 


X 100, 


f(x o, jo) f(x o, jo) 

respectivamente. En el ejemplo 7, el cambio relativo se estima en 


dV = 0-2p = 0.2p = 0 Q4 

V{r 0 ,h 0 ) p r 0 2 h 0 p (1) 2 (5) 


lo que da 4% como una estimacion del cambio porcentual. 


EJEMPL08 Sensibilidad al cambio 

Su empresa fabrica tanques cilmdricos circulares rectos, con 25 pies de altura y 5 pies de 
radio, para el almacenamiento de melaza. ,' Cual es la sensibilidad del volumen de los tan- 
ques a pequenas variaciones en la altura y el radio? 


Solucion Con V = p r 2 h, tenemos que la aproximacion al cambio en el volumen es 
dV = V r (5, 25) dr + 14(5, 25) dh 
= (2p rh\ 5,25) dr + (p r 2 ) (5i2 5) dh 
= 250p dr + 25p dh. 

Asf, un cambio de una unidad en r cambia a V en aproximadamente 250p unidades. Un 
cambio de una unidad en h cambia V en aproximadamente 250p unidades. El volumen del 
tanque es 10 veces mas sensible a un pequeno cambio en r, que a un pequeno cambio de 
igual tamano en h. Como ingeniero de control de calidad preocupado por el volumen co- 
rrecto de los tanques, tendra que prestar atencion especial a los radios. 

En contraste, si los valores de r y h se invierten para que r = 25 y h = 5, entonces la 
diferencial total en V es 


dV = (2p rh) ( 25 , 5 ) dr + (p r 2 )( 25 , 5 )dh = 250p dr + 625p dh. 

Ahora, el volumen es mas sensible a cambios en li que a cambios en r (figura 14.35). 

La regia general es que las funciones son mas sensibles a pequenos cambios en las va- 
riables que generan las mayores derivadas parciales. 


Ej EMPLO 9 Estimacion del error porcentual 

El volumen V 7 = p r 2 h de un cilindro circular recto debe calcularse a partir de los valores 
medidos de r y h. Suponga que r se mide con un error no mayor al 2% y que h se mide con 
un error no mayor al 0.5%. Estime el error porcentual posible en el calculo de V. 


Solucion Sabemos que 


dr . 


dh . ^ ^ 

X 100 

— 2 y 

^ X 100 
h 


dV _ 2p rh dr + p r 2 dh _ 2 dr dh_ 
V ~ p r 2 h r h ’ 


Como 
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tenemos 


dV 

V 


dr dll 

~r + ~h 


9 4l 

1 r 


+ 


dll 

h 


< 2(0.02) + 0.005 = 0.045. 


Estimamos un error en el calculo del volumen no mayor a 4.5%. 

Funciones de mas de dos variables 

Tenemos resultados similares para funciones diferenciables de mas de dos variables. 

1. La linealizacion defix, y, z) en un punto Pq(xq, yo , zo) is 

L(x, y, z) = f(P 0 ) + fM(x - *o) + fy(Po)(y ~ yo) + fz( p o)(z ~ zo). 

2. Supongamos que R es un solido rectangular cerrado centrado en Pq, contenido en una 
region abierta donde las segundas derivadas parciales de/son continuas. Supongamos 
ademas que |/„|, \fyy\, |/ a |, |/*y|, \f xz \, y \f yz \ son menores o iguales a M en R. En- 
tonces el error E{x, y, z) = f(x, y, z) — L{x, y, z.) en la aproximacion de/por L esta 
acotado en R, de acuerdo con la desigualdad 

|£| < ^M(\x - xq | + |y - y 0 | + \z ~ zo|) 2 - 

3. Si las segundas derivadas parciales de / son continuas y si x, y y z cambian desde 
x fl , yo , y zo mediante las pequenas cantidades dx, dy y dz, la diferencial total 

df = f x (Po) dx + f y (Po) dy + f z (P 0 ) dz 
nos da una buena aproximacion del cambio resultante en/. 


EJEMPLO 10 Determination de una aproximacion lineal en el espacio 

Determine la linealizacion L(x, y, z) de 

f(x, y, z) = x 2 — xy + 3 sen z 

en el punto (xo, yo , zo) = (2, 1, 0) . Determine una cota superior para el error obtenido al 
reemplazar/por L en el rectangulo 

R: \x — 2| < 0.01, |y — 1| < 0.02, |z| < 0.01. 


Solucion Una evaluacion rutinaria implica 

/( 2, 1, 0) = 2, f x (2, 1, 0) = 3, f y (2, 1, 0) = -2, f z ( 2, 1, 0) = 3. 

Asf, 

L(x, y, z) = 2 + 3(x — 2) + (— 2)(y — 1) + 3(z — 0) = 3x — 2y + 3z — 2. 
Como 

fxx = 2, fyy = 0, fzz= - 3 senz, 

fxy = -1, fxz = 0 , fyz = 0 , 
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podemos considerar con seguridad a M como max| —3 sen z\ = 3. Por tanto, el error obte- 
nido al reemplazar/por L cn R satisface 

|£j < ^(3)(0.01 + 0.02 + 0.01) 2 = 0.0024. 

El error no sera mayor que 0.0024. 


EJ ERCICIOS 14.6 

Pianos tangentes y rectas normales a superficies 

En los ejercicios 1-8, determine las ecuaciones para 

(a) el piano tangente y (b) la recta normal en el punto Po , en la 

superficie dada. 

1. x 2 + y 2 + z 2 = 3, P 0 (l, 1, 1) 

2. x 2 + y 2 - z 2 = 18, j° 0 (3, 5, -4) 

3. 2z - x 2 = 0, Pq(2, 0, 2) 

4. x 2 + 2xy - y 2 + z 2 = 1, Pod -1,3) 

5. cos p x - x 2 y + e xz + yz = 4, j°o(0, 1, 2) 

6. x 2 - xy - y 2 - z = 0, P 0 (l, 1, -1) 

7. x + y + z = 1, P 0 {Q, 1, 0) 

8. x 2 + y 2 — 2xy — x + 3y — z — —4, Po(2, —3, 18) 

En los ejercicios 9-12, determine una ecuacion para el piano 
tangente a la superficie dada, en el punto especificado. 

9. z = In (x 2 + y 2 ), (1, 0, 0) 10. z = e~ (x2+y2 \ (0, 0, 1) 

11. z — 2 y — x, (1, 2, 1) 12. z = 4x 2 + y 2 , (1, 1, 5) 

Rectas tangentes a curvas 

En los ejercicios 13-18, determine ecuaciones parametricas para la 
recta tangente a la curva de intersection de las superficies en el punto 
dado. 

13. Superficies: jc + y 2 + 2z = 4, x = I 

Punto: (1, 1, 1) 

14. Superficies: xyz =1, x 2 + 2y 2 + 3 z 2 = 6 

Punto: (1, 1, 1) 

15. Superficies: jc 2 + 2y + 2z = 4, y = I 

Punto: (1, 1, 1/2) 

16. Superficies: x + y 2 + z — 2, y = I 

Point: (1/2, 1, 1/2) 

17. Superficies: x 3 + 3x 2 y 2 + y 3 + 4xy - z 2 = 0, 

x 2 + y 2 + z 2 = 11 
Punto: (1,1,3) 

18. Superficies: x 2 + y 2 = 4, x 2 + y 2 - z = 0 

Punto: (2 2, 2 2, 4 ) 


Estimation del cambio 

19. iA cuanto asciende el cambio de 

f(x,y,z) = ln2 x 2 + y 2 + z 2 

si el punto P(x, y, z) se mueve desde Po(3, 4, 12) una distancia de 
ds = 0.1 unidades en la direccion de 3i + 6j — 2k? 

20. iA cuanto asciende el cambio de 

f(x, y, z) = e x cos yz 

si el punto P{x, y, z) se mueve desde el origen una distancia de 
ds = 0. 1 unidades en la direccion de 2i + 2j — 2k? 

21. 1 A cuanto asciende el cambio de 

g(x, y,z) = x + x cos z ~ y sen z + y 

si el punto P(x, y, z) se mueve desde Po(2, —1,0) una distancia de 
ds = 0.2 unidades hacia el punto Pi(0, 1, 2)? 

22. iA cuanto asciende el cambio de 

h(x, y, z) = cos (p xy) + xz 1 

si el punto P(x, y, z) se mueve desde j°o( — E “ 1, —1) una distan- 
cia de ds = 0.1 unidades hacia el origen? 

23. Cambio de temperatura a lo largo de una circunferencia Su- 

ponga que la temperatura Celsius en el punto ( x , y) en el piano xy 
es T( x, y) = x sen 2y y que la distancia en el piano xy se mide en 
metros. Una partlcula se mueve en el sentido de las manecillas 
del reloj alrededor de la circunferencia de radio 1 m con centra en 
el origen, a la razon constante de 2 m/ s. 

a. (,Con que rapidez cambia la temperatura experimentada 
por la partfcula, en grados Celsius por metro, en el punto 
p(l/2, 2 3/2)? 

b. How fast is the temperature experienced by the particle 
changing in degrees Celsius per second at PI 

24. Cambio de temperatura a lo largo de una curva en el espacio 
La temperatura Celsius de una region en el espacio esta dada por 
T{x, y, z) = 2x 2 — xyz ■ Una partfcula se mueve en esta region y 
su position en el tiempo t esta dada por x = 2Z 2 , y — 3 1, z — 
— t 2 , donde el tiempo se mide en segundos y la distancia en metros. 
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a. ^Con que rapidez cambia la temperatura experimentada por la 
partfcula, en grados Celsius por metro, cuando la partfcula es- 
ta en el punto P( 8, 6, —4)? 

b. ^Con que rapidez cambia la temperatura experimentada por la 
partfcula, en grados Celsius por segundo en PI 

Determinacion de linealizaciones 

En los ejercicios 25-30, determine la linealizacion L(x , y ) de la fun- 
cion en cada punto. 


25. /(*, y) 

= x 2 + y 2 + 1 en 

a. (0,0), 

b. 

(1, 1) 

26. f(x,y) 

= (x + y + 2) 2 en 

a. (0,0), 

b. 

(1,2) 

27. f(x,y) 

= 3x — 4y + 5 en 

a. (0,0), 

b. 

(L 1) 

28. /(*, y) 

3 4 

= x y en 

a. (1, 1), 

b. 

(0, 0) 

29. f(x,y) 

= e x cosy en 

a. (0,0), 

b. 

(O.p/2) 

30. f(x, y) 

= e 2y ~ x en 

a. (0,0), 

b. 

(1,2) 


Cotas su peri ores para errores 
en las aproximaciones lineales 

En los ejercicios 31-36, determine la linealizacion L(x, y) de la 
funcion/(x, y) en Pq. Luego determine una cota superior para la mag- 
nitud | E | del error en la aproximacion f(x, y) ~ L(x, y) en el rectan- 
gulo R. 

31. f(x,y) = x 2 — 3xy + 5 enP 0 (2, 1), 

R : \x - 2| < 0.1, |y — 1| < 0.1 

32. f(x, y) = (1/2)* 2 + xy + ( 1/ 4)y 2 + 3x — 3y + 4 en Po(2, 2), 

R: \x - 2| < 0.1, \y - 2| < 0.1 

33. f(x, y) = 1 + y + x cos y en Po(0, 0), 

R: | x | < 0.2, |y | < 0.2 

(Use|cosy| £ 1 y|seny| £ 1 al estimar £.) 

34. f(x, y) = xy 2 + y cos (x — 1) en Po(L 2), 

R: \x - 1| < 0.1, \y - 2| < 0.1 

35. fix, y) = e* cos y en P 0 (0, 0), 

R: |*| < 0.1, |y|<0.1 

(Usee's 1.11 y | cos y| s 1 al estimar E.) 

36. fix, y) = lnx + In y en Pq(1 , 1), 

R: \x — 1 1 s 0.2, |y - 1| < 0.2 

Funciones de tres variables 

Determine las linealizaciones L(x, y, z) de las funciones de los ejerci- 
cios 37-42 en los puntos dados. 

37. f(x, y, z) = xy + yz + xz en 

a. (1, 1, 1) b. (1,0,0) c. (0,0,0) 

38. fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 en 

a. (1, 1, 1) b. (0, 1,0) c. (1,0,0) 


39. 

fix, y, z) 

= 

2 x 2 

+ y 2 

+ z 

2 

: en 


a. (1,0, 

0) 


b. 

(1, 

1 , 

0) 

40. 

fix, y, z) 

= 

(sen. 1 

ty)/z en 




a. (p/2, 

1, 

1) 

b. 

(2, 

0 , 

1) 

41. 

fix, y, z) 

= 

e x + 

cos (y + 

z) 

en 


a. (0,0, 

0) 


b. 

(° 

p 

’ 2 

:’°) 

42. 

fix, y, z) 

= 

tan -1 

(xyz) t 

in 




a. (1,0, 

0) 


b. 

(i. 

1, 

0) 


c. (1,2,2) 


c. 


P_ 

4’ 4 ) 


c. (1, 1, 1) 


En los ejercicios 43-46, Determine la linealizacion Lix, y, z) de la fun- 
cion f(x, y, z) en Pq. Luego determine una cota superior para la magni- 
tud del error E en la aproximacion fix, y, z) ~ L(x, y, z) en la region R. 

43. f{x,y,z) = xz - 3 yz +2 en P 0 (l> 1,2) 

R: \x - 1 1 s 0.01, |y — 1 1 < 0.01, |z - 2| < 0.02 

44. f(x, y, z) = x 2 + xy + yz + (l/4)z 2 en P 0 (U 1, 2) 

R: \x — 1 1 < 0.01, y - 1 < 0.01. |z — 2 1 < 0.08 

45. f(x,y,z ) = xy + 2yz — 3 xz en Po(l, 1,0) 

R: \x - 1 1 < 0.01, |y — 1 1 < 0.01, |z| < 0.01 

46. f(x,y,z ) = 2 2 cos x sen (y + z) en P 0 (0, 0, p /4) 

R: |*| < 0.01, |y| < 0.01, |z-p/4|<0.01 


Estimacion del error; sensibilidad al cambio 

47. Estimacion del error maximo Suponga que T se encuentra 
mediante la formula T = * (e y + e~ y ), donde * y y tienen los va- 
lores 2 y In 2, con errores maximos posibles de \dx\ = 0.1 y 
| dy | = 0.02. Estime el error maximo posible en el valor calculado 
de T. 

48. Estimacion del volumen de un cilindro ( ,Con que precision 
puede calcular V = p r 2 h con medidas de r y h que tienen un er- 
ror de 1%? 

49. Error porcentual maximo Si r = 5.0 cm y h = 12.0 cm con 
una precision milimetrica, ^cual sera el error porcentual maximo 
esperado al calcular V = p r 2 h ? 

50. Variacion en la resistencia electrica La resistencia R produci- 
da al unir resistencias de R t y Ki ohms en paralelo (vea la si- 
guiente figura) puede calcularse mediante la formula 


R Rt + R 2 ' 

a. Muestre que 

+ (!)’*. 

b. Usted ha disenado un circuito de dos resistencias como el que 
aparece en la siguiente pagina, con resistencias de 

R i = 100 ohms y R2 — 400 ohms, pero siempre existe una 
variacion en la fabrication, y es probable que las resistencias 
recibidas no tengan los valores exactos. ^E1 valor de R es mas 
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sensible a la variacion en R\, o a la variacion en /U? Justifi- 55. Valor de un determinante 2X2 Si \ a\ es mucho mayor que 

que su respuesta. | b \ , \ c \ , y l| d |, cual de las variables a, b, c y d es mas sensible el 

valor del siguiente determinante? 



c. En otro circuito como el que se muestra, usted planea cam- 
biar R\ de 20 a 20.1 ohms y R 2 de 25 a 24.9 ohms. ^Aproxi- 
madamente en que porcentaje cambiara esto a R7 

51. Usted planea calcular el area de un rectangulo largo y delgado a 
partir de las medidas de su largo y ancho. ^Cual dimension debe 
medir con mas cuidado? Justifique su respuesta. 

52. a. Alrededor del punto (1, 0), £la funcion f(x, y) = x 2 (y + 1) 

es mas sensible a los cambios enroa los cambios en y? Jus- 
tifique su respuesta. 

b. ^Cual razon entre dx y dy hare que df sea igual a cero en (1,0)? 

53. Acarreo del error en los cambios de coordenadas 


y 



a. Si x = 3 ± 0.01 y y = 4 ± 0.01, como mostramos aquf, 
^aproximadamente con que precision puede calcular las coor- 
denadas polares ryll del punto P{x, y), a partir de las formu- 
las r 2 = x 1 + y 2 y II = tan -1 (y/x)7 Exprese sus estimacio- 
nes como cambios porcentuales de los valores que tienen r y 
U en el punto ( xq , yo) = (3, 4). 

b. En el punto (xg, yo) = (3, 4), £son mas sensibles los valores 
de r y U a cambios en x que a cambios en y? Justifique su res- 
puesta. 

54. Diseno de una lata de refresco Una lata comun de 12 onzas lr- 
quidas de refresco es en esencia un cilindro de radio r = 1 pulga- 
da y altura h — 5 pulgadas. 

a. Con estas dimensiones, ^cuan sensible es el volumen de la la- 
ta a un pequeno cambio en el radio, en comparacion con un 
pequeno cambio en la altura? 

b. ^Podria disenar una lata que pareciera contener mas refresco, 
pero que de hecho contenga las mismas 12 onzas lfquidas? 
oCuales serfan sus dimensiones? (Hay mas de una respuesta 
correcta.) 


f(a, b, c, d) = 

c a 

Justifique su respuesta. 

56. Estimacion del error maximo Suponga que u = xe y + y sen c 

y que x, y y z pueden medirse con errores maximos posibles de 
±0.2, ±0.6, y ±p / 1 80, respectivamente. Estime el error maximo 
posible al calcular u a partir de los valores medidos 

x = 2, y = In 3, z = p /2. 

57. La formula de Wilson para el tamano de un lote Esta formu- 
la de economia dice que la cantidad mas economica Q de bienes 
(radios, zapatos, cepillos, etcetera) para un pedido de una tienda 
esta dada por la formula Q = 2 2KM/h , donde K es el costo de 
elaboracion del pedido, M es el numero de artrculos vendidos por 
semana y h es el costo de almacenamiento semanal para cada artr- 
culo (costo del espacio, utilerfa, seguridad, etcetera). ^ A cual de 
las variables K, M y h es mas sensible Q cerca del punto 
( Kq , Mo, ho) = (2, 20, 0.05)? Justifique su respuesta. 

58. Medicion de un campo triangular El area de un triangulo es 
(1/2 )ab sen C, donde ay b son las longitudes de dos lados del 
triangulo, y C es la rnedida del angulo entre ellos. Al medir un te- 
rreno triangular, las medidas obtenidas para a, by C son 150 pies, 
200 pies y 60°, respectivamente. ^Cual es aproximadamente el er- 
ror en el calculo del area, si los valores de ay b tienen un error de 
medio pie cada uno y el valor de C tiene un error de 2°? Vea la fi- 
gure anexa. Recuerde usar radianes. 



Teoria y ejemplos 

59. La linealizacion de f(x, y) es una aproximacion con un piano 
tangente Muestre que el piano tangente en el punto 
Po(xo, yo), f(x 0 , Vo)) en la superficie z = f(x, y) definida me- 
diante una funcion diferenciable/, es el piano 

f x {xo,yo)(x - x 0 ) + f y (x 0 ,yo)(y - yo) - (z - f(x 0 ,y 0 )) = 0 

o bien 

z = f(x 0 ,y 0 ) + f x (x 0 ,y 0 )(x - * 0 ) + / y (*o,yo)(y - yo)- 

As(, el piano tangente a Pq es la grafica de la linealizacion de/en 
Po (vea la siguiente figure). 
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60. Cambio a lo largo de la involuta de una circunferencia En- 

cuentre la derivada de f(x, y) = x 1 + y 2 en la direccion del vec- 
tor unitario tangente a la curva 

r(f) = (cost + fsen?)i + (sent — fcosf)j, t > 0. 

61. Cambio a lo largo de una helice Determine la derivada de 
f(x, y,z ) = x 2 + y 2 + z 2 en la direccion del vector unitario tan- 
gente a la helice 

r (t) = (cos f)i + (sen f)j + fk 


en los puntos donde t = — p /4, 0, 0 y p /4. La funcion/da el cua- 
drado de la distancia de un punto P(x, y, z) sobre la helice al ori- 
gen. Las derivadas calculadas aquf dan las razones de cambio del 
cuadrado de la distancia con respecto a t , cuando P pasa por los 
puntos donde t = — p /4, 0, 0 y p /4. 

62. Curvas normales Una curva regular es normal a una superficie 
f(x, y, z) = c en un punto de interseccion si el vector velocidad 
de la curva es un multiplo no nulo de V/ en el punto. 

Muestre que la curva 

r (?) = 2 t\ + 2 rj — ^(t + 3)k 

es normal a la superficie x" P y 2 ~ z = 3 cuando t = 1. 

63. Curvas tangentes Una curva regular es tangente a la superficie 
en un punto de interseccion si su vector velocidad es ortogonal a 
V/ en ese punto. 

Muestre que la curva 

r(f) = 2 fi + 2 t j + (2 1 — l)k 
es tangente a la superficie x 2 P y 2 — z = 1 cuando t = 1. 


14.7 
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FI GURA 14.36 La funcion 

z = (cosjc)(cosy)f? -2 xl+yl 

tiene un valor maximo de 1 y un valor 
mlnimo aproximado de -0.067 sobre la 
region cuadrada | x \ < 3p /2, |y| < 3p /2. 


Las funciones continuas de dos variables asumen valores extremos en dominios cerrados y 
acotados (vea las figuras 14.36 y 14.37). En esta seccion veremos que podemos reducir la 
busqueda de estos valores extremos, examinando las primeras derivadas parciales de las 
funciones. Una funcion de dos variables puede asumir valores extremos solo en los puntos 
frontera del dominio o en los puntos interiores del dominio donde las primeras derivadas 
parciales se anulan, o donde una o ambas derivadas no existen. Sin embargo, la anulacion 
de las derivadas en un punto interior (a, b) no siempre indica la presencia de un valor ex- 
tremo. La superficie, que es la grafica de la funcion, podrfa tener la forma de una silla de 
montar justo en (a, b) y cruzar su piano tangente en ese punto. 


Criterios de las derivadas para los valores extremos locales 

Para determinar los valores extremos locales de una funcion de una variable, buscamos los 
puntos donde la grafica tiene una recta tangente horizontal. En tales puntos, buscamos los 
maximos locales, los mmimos locales y los puntos de inflexion. Para una funcion /(v, y) de 
dos variables, buscamos los puntos donde la superficie z = fix, y) tiene un piano tangen- 
te horizontal. En tales puntos, buscamos los maximos locales, los mmimos locales y los 
puntos silla (de estos ultimos daremos mas detalles en breve). 
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FIGURA 14.37 La “superficie de techo” 

z = ^(1 W ~ W) - \*\ ~ |y|) 

vista desde el punto (10, 15, 20). La 
funcion que la define tiene un valor 
maximo de 0 y un valor mi'nimo de - a 
sobre la region cuadrada | x | s a, | y S a. 


BiografIa historica 

Simeon-Denis Poisson 
(1781-1840) 


z 



FIGURA 14.39 Si un maximo local de/ 
ocurre en x = a, y = b, entonces las 
primeras derivadas parciales f x (a, b) y 
f y (a, b) se anulan. 


DEFI Nl Cl ONES Maximo local, mi'nimo local 

Sea/(x, v) definida en una region R que contiene al punto (a, b). Entonces, 

1. f(a, b ) es un valor maximo local de/si f(a, b ) & fix, y ) para todos los pun- 
tos del dominio ( x , y) en un disco abierto con centra en (a, b ). 

2. f{a, b ) es un valor rmnimo local de / si f(a, b) < f(x, y) para todos los 
puntos del dominio (x, y) en un disco abierto con centra en (a, b). 


Los maximos locales corresponden a picos de montana en la superficie z = f(x, y) y los 
mmimos locales corresponden a fondos de valle (figura 14.38). En tales puntos, los pianos 
tangentes (cuando existen) son horizontales. Los extremos locales tambien se conocen co- 

mo extremos relativos. 

Como en el caso de las funciones de una sola variable, la clave para identificar los ex- 
tremos locales es un criterio de la primera derivada. 


M aximo local 

(ningun valor cercano de/es mayor) 



M fnimo local ■—-* 

(ningun valor cercano de/es menor) 


FIGURA 14,38 Un maximo local es un pico de montana y un mi'nimo 
local es el fondo de un valle. 


TEOREMA 10 Criterio de la primera derivada para valores extremos 
locales 

Si f(x, y) tiene un valor maximo o mi'nimo local en un punto interior {a, b ) de su 
dominio, y si las primeras derivadas parciales existen en el punto, entonces 
fx(a, b) = 0 y f y (a, b) = 0. 


Demostracion Si /tiene un extremo local en {a, b), entonces la funcion g(x) = f(x, b ) 
tiene un extremo local en x = a (figura 14.39). Por tanto, g'(a) = 0 (teorema 2 del capf- 
tulo 4). Ahora g'(a) = f x (a, b), de modo que f x (a, b ) = 0. Un argumento similar con la 
funcion h(y) = f(a, y) muestra que f y (a, b) = 0. ■ 

Si sustituimos los valores f x (a, b) = 0 y f y (a, b) = 0 en la ecuacion 
fx(a, b)(x - a) + f y (a, b){y - h) - (z ~ f(a, b)) = 0 
del piano tangente a la superficie z = f(x, y) en (a, b), la ecuacion se reduce a 
0 • (x — a) + 0 • (y — Z) — z + b) = 0 

o bien 

z = f(a , b). 
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FIGURA 14.40 Puntos silla en el origen. 


z 



FIGURA 14.41 La grafica de la funcion 
f(x, y) = x 2 + y 2 es el paraboloide 
z = x 2 + y 2 . La funcion tiene un valor 
mi'nimo local de 0 en el origen (ejemplo 1). 


Asf, el teorema 10 dice que la superficie tiene un piano tangente horizontal en un extremo 
local, si dicho piano existe. 


DEFINICI ONES Punto critico 

Un punto interior del dominio de una funcion fix, y ) donde f x y f y se anulan, o 
bien donde alguna de estas derivadas no existe, es un punto critico de/. 


El teorema 10 dice que los unicos puntos donde una funcion fix, y ) puede asumir valo- 
res extremos son los puntos crfticos y los puntos frontera. A1 igual que en las funciones di- 
ferenciables de una sola variable, no todo punto critico da lugar a un extremo local. Una 
funcion diferenciable de una variable podrfa tener un punto de inflexion. Una funcion dife- 
renciable de dos variables puede tener un punto silla. 


DEFINICI ON Punto silla 

Una funcion diferenciable f[x, y) tiene un punto silla en un punto critico (a, b) si 
en cada disco abierto con centra en (a, b) existen puntos del dominio (x, y) donde 
/(x, y) > f(a , b ). y puntos del dominio (x, y) donde /(x, y) < f(a, b ). El punto 
correspondiente (a, b, j[a, b)) sobre la superficie z = /(x, y) se conoce como 
punto silla de la superficie (figura 14.40). 


EJEMPLO 1 Como determi nar valores extremos locales 

Determine los valores extremos locales de /(x, y) = x 2 + y 2 . 

Solution El dominio de/es todo el piano (de modo que no hay puntos frontera) y las 
derivadas parciales f x = 2x y f y = 2 y existen en todas partes. Por tanto, los valores extre- 
mos locales pueden ocurrir solamente cuando 

fx = 2x = 0 y f y = 2y = 0. 

La unica posibilidad es el origen, donde el valor de/es cero. Como/nunca es negativa, 
vemos que el origen da un minimo local (figura 14.41).. 

EJEMPLO 2 I dentificacion de un punto silla 

Determine los valores extremos locales (si existen) de /(x, y) = y 2 — x 2 . 

Solucion El dominio de/es todo el piano (de modo que no existen puntos frontera), y 
las derivadas parciales f x = — 2x y f y = 2y existen en todas partes. Por tanto, los extre- 
mos locales pueden ocurrir solamente en el origen (0, 0). Sin embargo, a lo largo del se- 
mieje positivo x, /tiene el valor /(x, 0) = -x 2 < 0; a lo largo del semieje positivo y, /tie- 
ne el valor /( 0, y) = y 2 > 0. Por tanto, todo disco abierto en el piano xy con centra en (0, 
0) contiene puntos donde la funcion es positiva y puntos donde es negativa. La funcion tie- 
ne un punto silla en el origen (figura 14.42), en lugar de un valor extremo local. Conclui- 
mos que la funcion no tiene valores extremos locales.. 

El hecho de que f x = f y = 0 en un punto interior (a, b ) de R, no garantiza que/tenga 
un valor extremo local en tal punto. Sin embargo, si/y sus primeras y segundas derivadas 
parciales son continuas en R, podemos saber mas gracias al siguiente teorema, el cual de- 
mostraremos en la seccion 14.10. 
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FIGURA 14,42 El origen es un punto 
silla de la funcion f(x, y) = y 1 — x 1 . No 
hay valores extremos locales (ejemplo 2). 


TEOREMA 11 Criterio de la segunda derivada para valores extremos 
locales 

Suponga que /(x, y) y sus primeras y segundas derivadas parciales son continuas 
en un disco con centra en (a, b) y que f x (a, b) = f y (a, b) = 0 . Entonces 

i. /tiene un maximo local en (a, b), si fxx < o y fxxfyy ~ fxy > 0 en (a, b ). 

ii. /tiene un minirno local en (a, b ), si f xx > 0 y f xx f yy — f x 2 > 0 en (a, b). 

iii. /tiene un punto silla en fxxfyy - fxy 2 < 0 en (a, b). 

iv. El criterio no es concluyente en ( a , b), si ff xx f yy - f xy 2 = 0 en (a, b ). En 
este caso, debemos buscar otra forma de determinar el comportamiento de 
/en (a, b). 


La expresion f xx f yy — f xy se conoce como discriminante o Hessiano de / A veces 
es mas facil recordarlo como determinante. 


fxxfyy ~ fx 


fxx fxy 
fxy fyy 


El teorema 1 1 dice que si el discriminante es positivo en el punto (a, b), entonces la super- 
ficie se curva de la misma forma en todas las direcciones: hacia abajo si f xx < 0, lo que da 
lugar a un maximo local; y hacia arriba si f xl > 0, lo que da lugar a un minirno local. Por 
otro lado, si el discriminante es negativo en (a, b), entonces la superficie se curva hacia 
arriba en algunas direcciones y hacia abajo en otras, de modo que obtenemos un punto si- 
lla. 


EJEMPLO 3 Como determinar valores extremos locales 

Determine los valores extremos locales de la funcion 

f(x, y) = xy — x 2 — y 2 — 2x — 2y + 4. 


Solucion La funcion esta definida y es diferenciable para toda x y y, y su dominio no 
tiene puntos frontera. Por tanto, la funcion tiene valores extremos solo en los puntos donde 
f x y f y se anulan en forma simultanea. Esto conduce a 

fx = y - 2x - 2 = 0, fy = x - 2y - 2 = 0, 


Por tanto, el punto (—2, —2) es el unico punto donde /puede asumir un valor extremo. Pa- 
ra ver si esto ocurre, calculamos 

fxX = - 2 , fyy = ~2, fxy = 1 . 

El discriminante de/en (a, b ) = (—2, —2) es 

fxxfyy ~ fxy 2 = (~2)(-2) - (l) 2 =4-1 = 3. 

La combinacion 

fxx <0 y fxxfyy ~ fxy 2 > 0 

nos dice que / tiene un maximo local en (—2, —2) . El valor de f en este punto es 
/(— 2 , - 2 ) = 8 . 


14.7 Valores extremos y puntos silla 1031 



EJ EMPLO 4 Busqueda de valores extremos locales 

Determine los valores extremos locales de f(x, v) = xy. 

Solucion Como/es diferenciable en todas partes (figura 14.43), puede asumir valores 
extremos solo donde 


fx = y = o y fy = X = 0. 

Asf, el origen es el unico punto donde /podrfa tener un valor extremo. Para ver que ocurre 
aquf, calculamos 


fxx = 0 , fyy = 0 , f X y= 1 . 


z = xy 


El discriminante 


FIGURA 14.43 La superficie z = xy tiene 
un punto silla en el origen (ejemplo 4). 


fxx fyy - fxy 2 = ~h 


es negativo. Por lo tanto, la funcion tiene un punto silla en (0, 0). Concluimos que 
f(x, y) = xy no tiene valores extremos locales. ■ 


Maximos y mi'nimos absolutos en regiones cerradas y acotadas 

Organizamos la busqueda de los extremos absolutos de una funcion continua /U; y) en una 

region cerrada y acotada R en tres pasos. 

1. Enumerar los puntos interiores de R donde /puede tener maximos y mmimos locales, 
y evaluar/en estos puntos. Estos son los puntos crfticos de/. 

2. Enumerar los puntos f route ra de R donde /tiene maximos y mmimos locales, y eva- 
luar/en estos puntos. En breve mostraremos como hacerlo. 

3. Buscar en las listas los valores maximos y mmimos de/. Estos seran los valores ma- 
ximos y mmimos absolutos de/en R. Como los maximos y mmimos absolutos son 
tambien maximos y mmimos locales, los valores maximos y mmimos absolutos de / 
aparecen en alguna de las listas creadas en los pasos 1 y 2. 


y 



FIGURA 14,44 Esta region triangular es 
el dominio de la funcion del ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Como determi nar extremos absolutos 

Determine los valores maximos y mmimos absolutos de 

f(x, y) = 2 + 2x + 2y — x 2 — y 2 

en la region triangular del primer cuadrante acotada por las rectas x = 0, y = 0, 
y = 9 - x. 

Solucion Como/es diferenciable, los unicos lugares donde /puede asumir estos valo- 
res son los puntos interiores del triangulo (figura 14.44) donde f x = f y = 0 y los puntos 
en la frontera. 

(a) Puntos interiores. Para estos, tenemos 


f x = 2 - 2x = 0, f y = 2-2y = 0, 

lo que da el unico punto (x,y) = (1,1). El valor de/ahf es 

/(l, 1) = 4. 
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(b) Puntos frontera. Consideramos un lado del triangulo a la vez. 

(i) Sobre el segmento OA, y = 0. La funcion 

/(x, y) = f(x , 0) = 2 + 2x — x 2 

puede considerarse ahora como una funcion de x definida en el intervalo cerrado 
0 s x < 9. Sus valores extremos (que conocemos del capftulo 4) pueden ocurrir en 
los puntos extremos 

x = 0 donde f(0, 0) = 2 

x = 9 donde f(9, 0) = 2 + 18 - 81 = -61 

y en los puntos interiores donde /'(x, 0) = 2 — 2x = 0. El unico punto interior 
donde /'(x, 0) = 0 es x = 1, donde 

fix, 0) = /(l, 0) = 3. 

(ii) En el segmento OB, x = 0 y 

f(x,y) = f(0,y) = 2 + 2 y - y 2 . 

Por la simetrfa de/con respecto a x y y, y por el analisis anterior sabemos que los can- 
didates en este segmento son 

/( 0,0) = 2, /( 0,9) = -61, /(0, 1) = 3. 

(iii) Ya tomamos en cuenta los valores de/en los extremos de AB, de modo que solo nece- 
sitamos buscar en los puntos interiores de AB. Como y = 9 — x, tenemos 

f(x, y) = 2 + 2x + 2(9 — x) — x 2 — (9 — x) 2 = —61 + 18x — 2x 2 . 


A1 hacer /'(x, 9 — x) = 18 — 4x = 0 tenemos 

18 9 

X = T = 2 ■ 

En este valor de x, 

y = 9 ~l = l y f( x >y) = f( If) 


44 

2 ' 


Resumen Enumeramos todos los candidatos: 4, 2, —61, 3, —(41/2). El maximo es 4, yf 
lo asume en (1, 1). El mfnimo es— 61, y /lo asume en (0, 9) y (9, 0). 

Para solucionar problemas de valores extremos con restricciones algebraicas sobre las va- 
riables, por lo general necesitaremos el metodo de multiplicadores de Lagrange de la si- 
guiente seccion. Pero a veces es posible resolver tales problemas directamente, como en el 
siguiente ejemplo. 


EJ EMPL0 6 Solucion de un problema de volumen con una restriccion 

Una companfa de mensajerfa solo acepta cajas rectangulares tales que la suma de su largo 
con su circunferencia (perfmetro de una seccion transversal) no exceda 108 pulgadas. De- 
termine las dimensiones de una caja aceptable de volumen maximo. 


Solucion Sean x, y y z el largo, el ancho y la altura de la caja rectangular, respectivamen- 
te. Entonces, la circunferencia es 2 y + 2z.Queremos maximizar el volumen V = xyz de 
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C i rcunf erenci a = di stand e 



FIGUKA 14.45 La caja del ejemplo 6. 


la caja (figura 14.45) con la condicion x + 2y + 2z = 108 (la caja mas grande aceptada 
por la empresa). Asf, podemos escribir el volumen de la caja como una funcion de dos 
variables. V = xyz y 

jr = 108 — 2y — 2z 

V{ y, z) = (108 - 2y - 2 z)yz 

= 108yz - 2 y 2 z - 2 yz 2 
A1 igualar a cero las primeras derivadas parciales, 

Vy( y, z) = 108 z ~ 4yz - 2 z 2 = (108 — Ay — 2z)z = 0 
V z ( z) = 108y - 2 y 2 - 4 yz = (108 — 2y — 4z)y = 0, 


obtenemos los puntos crfticos (0, 0), (0, 54), (54, 0) y (18, 18). El volumen se anula en (0, 
0), (0, 54), (54, 0), por lo que en ninguno de estos tenemos un volumen maximo. En el 
punto (18, 18) podemos aplicar el criterio de la segunda derivada (teorema 1 1): 

V yy = -4 Z, = —4 y, V yz =108-4 y - 4 z. 

Entonces 

VyyV a - V yz 2 = 16 yz ~ 16(27 - y - z) 2 . 

Asf, 


y vv (18, 18) = -4(18) < 0 


y 

[VyyV a - V* 2 ] (lg>lg) = 16(18)(18) - 16(— 9) 2 > 0 


implican que (18, 18) da un volumen maximo. Las dimensiones del paquete son 
x = 108 — 2(18) — 2(18) = 36 y = 18 pulgadas, y = 18 pulgadas y z = 18 pulgadas 
y el volumen maximo es V = (36)( 1 8)( 18) = 11,664 pulgadas cubicas, o 6.75 pies cubi- 
cos. 

A pesar de la fuerza del teorema 10, le pedimos que recuerde sus limitaciones. Este no se 
aplica a los puntos frontera del dominio de una funcion, donde es posible que una funcion 
tenga valores extremos y derivadas no nulas. Ademas, no se aplica a los puntos donde al- 
guna de las derivadas f x o f y no existe. 


Resumen de criterios de maximos y nunimos 

Los valores extremos de fix, y) pueden ocurrir solo en 

i. puntos frontera del dominio de/ 

ii. puntos criticos (puntos interiores donde f x = / = (I, o puntos donde f x o f y 
no existen). 

Si las derivadas parciales de primer y segundo orden de/son continuas en un dis- 
co con centra en un punto f x (a, b ) = f y (a, b) = 0,1a naturaleza de /(a, b) puede 
verificarse con el criterio de la segunda derivada: 

i- fxx < o y f xxfyy ~ fxy 2 > 0 en (a, b) => maximo local 

ii- fxx > 0 y f xx f yy ~ f ^ 2 > 0 en (a, b) => minimo local 

iii- fxxfyy - fxy 2 < 0 en ( a , b) => punto silla 

iv. fxxfyy — fxy 2 = 0 en (a, b ) => el criterio no es concluyente 
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EJERCICIOS 14.7 


Determination de extremos locales 

Determine todos los maximos locales, minimos locales y puntos silla 
de las funciones de los ejercicios 1-30. 

1. fix, y) = x 2 + xy + y 2 + 3x - 3y + 4 

2. f{x, y) = x 2 + 3xy + 3y 2 - 6x + 3y - 6 

3. f(x, y) = 2xy — 5x 2 — 2y~ + Ax + 4y — 4 

4. fix, y) = 2xy - 5x 2 - 2y 2 + 4x - 4 

5. f(x, y) = x 2 + xy + 3x + 2y + 5 

6. f(x, y) = y 2 + xy — 2x — 2y + 2 

7. f(x, y) = 5xy - 7x 2 + 3x - 6y + 2 

8. fix, y) = 2xy — x 2 — 2y 2 + 3x + 4 

9. fix, y) = x 2 — 4xy + y 2 + 6y + 2 

10. fix, y) = 3x 2 + 6xy + 7y 2 - 2x + 4y 

11. fix, y) = 2x 2 + 3xy + 4y 2 - 5x + 2y 

12. fix, y) = 4x 2 — 6xy + 5y 2 — 20x + 26y 

13. fix, y) = x 2 - y 2 - 2x + 4y + 6 

14. fix, y) = x 2 - 2xy + 2y 2 - 2x + 2y + 1 

15. fix, y) = x 2 + 2xy 

16. fix, y) = 3 + 2x + 2 y — 2x 2 — 2xy — y 2 

17. fix, v) = x 3 - y 3 - 2xy + 6 

18. fix, y) = x 3 + 3xy + y 3 

19. fix, y) = 6x 2 - 2x 3 + 3y 2 + 6xy 

20. fix, y) = 3y 2 - 2y 3 - 3x 2 + 6xy 

21. fix, y) = 9x 3 + y 3 /3 - 4xy 

22. fix, y) = 8x 3 + y 3 + 6xy 

23. fix, y) = x 3 + y 3 + 3x 2 - 3y 2 - 8 

24. fix, y) = 2x 3 + 2y 3 - 9x 2 + 3y 2 - 12y 

25. fix, y) = 4xy - x 4 - y 4 

26. fix, y) = x 4 + y 4 + 4xy 

27. fix, y) = -y— ^ 28. fix, y) = \ + xy + \ 

x + y — 1 7 

29. /(x, y) = y sen x 30. fix, y) = e 2x cos y 

Determination de extremos absolutos 

En los ejercicios 31-38, determine los maximos y minimos absolutos 
de las funciones en los dominios dados. 

31. fix, y) = 2x 2 — 4x + y 2 — 4y + 1 en la placa triangular cerra- 
da y acotada por las rectas x = 0, y = 2, y = 2x en el primer 
cuadrante 

32. D(x, y) = x 2 — xy + y 2 + 1 en la placa triangular cerrada en el 
primer cuadrante y acotada por las rectas x = 0, y = 4, y = x 


33. fix, y) = x 2 + y 2 en la placa triangular cerrada y acotada por 
las rectas x = 0, y = 0, y + 2x = 2 en el primer cuadrante 

34. r(x, y) = x 2 + xy + y 2 — 6x en la placa rectangular 0 £ x £ 
5, -3 < y < 3 ' 

35. Tix, y) = x 2 + xy + y 2 — 6x + 2 en la placa rectangular 0 £ x 
< 5, -3 < y < 0 

36. fix, y) = 48xy — 32x 3 — 24y 2 en la placa rectangular 0 £ x £ 
1,0 < y < 1 

37. fix, y) = (4x — x 2 )cosy en la placa rectangular 1 £ x £ 3, 
— p /4 s y < p /4 (Vea la siguiente figura). 



38. fix, y) = 4x — 8xy + 2y + 1 en la placa triangular cerrada y 
acotada por las rectas x = 0, y = 0, x + y = 1 en el primer cua- 
drante 

39. Encuentre dos numeros ay b, con a s b, tales que 
(6 — x — x 2 ) dx 



tenga en ese punto su valor maximo. 

40. Determine dos numeros ay b, con a £ b, tales que 


b 

(24 - 2x - x 2 ) 1/3 dx 


tenga en ese punto su valor maximo. 

41. Temperaturas La placa circular plana de la figura 14.46 tiene 
la forma de la region x~ + y 2 < 1. La placa, incluyendo la fron- 
tera donde x 2 + y 2 = 1 , se calienta de modo que la temperatura 
en el punto (x, y) es 

Tix, y) = x 2 + 2y 2 — x. 

Determine las temperaturas en los puntos mas caliente y mas frio 
de la placa. 
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FIGURA 14.46 Las curvas de 
temperatura constante se llaman 
isotermas. La figura muestra 
las isotermas de la funcion de 
temperatura T(x, y) = x 2 + 2y 2 
-x sobre el disco x 2 + y 2 £ 1 
en el piano xy. En el ejercicio 
41 se le pide localizar las 
temperaturas extremas. 


42. Determine el punto critico de 

fix, y) = xy + 2x — In x 2 y 

en el primer cuadrante abierto (x > 0, y > 0) y muestre que / 
asume un mini mo en ese punto (figura 14.47). 


y 



FIGURA 14.47 Lafuncion 

f(x, y) = xy + 2x — In x 2 y 
(aqui se muestran algunas 
curvas de nivel) asume un 
valor mmirno en algun punto 
en el primer cuadrante abierto 
x > 0, y > 0 (ejercicio 42). 


Teoria y ejemplos 

43. Si existen, determine los maximos, mmimos y puntos silla de/(x, 
y), dado que 

a. f x = 2x - 4y y f y = 2y - 4x 

b. .f x = 2x — 2 y f y = 2y -> 4 

c. fx = 9x 2 - 9 y f y = 2y + 4 
Describa su razonamiento en cada caso. 

44. El discriminante f xx f yy — fxy 2 se anula en el origen para cada una 
de las siguientes funciones, de modo que el criterio de la segunda 
derivada falla. Determine si la funcion tiene un maximo, un mini- 
mo o ninguno de los anteriores en el origen, imaginando la apa- 
riencia de la superficie z = fix, y) Describa su razonamiento en 
cada caso. 


a. fix, y) = x 2 y 2 
c- fix, y) = xy 2 
e. f(x,y) = x 3 y 3 


b. f(x, y) = 1 - x 2 y 2 
d. f(x, y) = x 3 y 2 
f. fix, y) = x 4 y 4 


45. Muestre que (0, 0) es un punto critico de 

f(x, y) = x 2 + kxy + y 2 , sin importar el valor de la constante k. 
( Sugerencia : Considere dos casos: k ~ 0 y k # 0.). 


46. ^Para cuales valores de la constante k ocurre que el criterio de la 
segunda derivada garantiza que f(x, y) = x 2 + fccy + y 2 tenga 
un punto silla en (0, 0)? jY un minimo local en (0, 0)? ^Para cua- 
les valores de k, el criterio de la segunda derivada no es conclu- 
yente? Justifique su respuesta. 

47. If f x (a,b) = f y (a,b) = 0, ^/"debe tener un valor maximo o mini- 
mo local en (a, b)2 Justifique su respuesta. 


48. ^Puede concluir algo sobre /(a, b), si sus primeras y segundas de- 
rivadas parciales son continuas en un disco con centra en (a, b) y 
fxx(a, b) y fyy{a, b) difieren en signo? Justifique su respuesta. 

49. Entre todos los puntos sobre la grafica de z — 10 — x 2 — y 2 que 
estan arriba del piano x + 2y + 3z = 0, determine el punto mas 
lejano a dicho piano. 

50. Determine el punto de la grafica de ; = x 2 + y 2 + 10 mas cer- 
cano al piano x + 2y — z — 0. 

51. La funcion f(x, y) = x + y no tiene un valor maximo absolute 
en el primer cuadrante cerrado x & 0 y y & 0. ^Contradice esto 
la explicacion sobre la forma de encontrar extremos absolutes da- 
da en el texto? Justifique su respuesta. 

52. Considere la funcion f(x, y) = x 2 + y 2 + 2 xy — x — y + 1 so- 
bre el cuadrado 0 s x £ 1 y 0 £ ) s 1. 

a. Muestre que/tiene un minimo absolute a lo largo del seg- 
mento 2x + 2y = 1 en este cuadrado. ^Cual es el valor mi- 
nimo absoluto? 

b. Determine el valor maximo absoluto de/sobre el cuadrado. 


Valores extremos en curvas parametrizadas 

Para determinar los valores extremos de una funcion fix, y) en una 
curva x = x{t), y = y(f)„ consideramos a/como una funcion de la 
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variable t y usamos la regia de la cadena para determinar donde se 
anula df/dt. Como en cualquier otro caso de una variable, los valores 
extremos se encuentran entre los valores de los 

a. puntos crfticos (puntos donde df/dt se anula o no existe) y 

b. extremos del dominio del parametro. 

Determine los valores maximos y rmnimos absolutos de las siguientes 
funciones en las curvas dadas. 

53. Funciones: 

a- .fix, y) = x + y b. g(x, y) = xy 

c. h(x, y) = 2x~ + y 2 

Curvas: 

i. La semicircunferencia x 2 + y 2 = 4, y s 0 

ii. La cuarta parte de la circunferencia x 2 + y 2 = 4, x & 0, 

y > 0 

Use las ecuaciones parametricas x = 2 cos t, y = 2 sen t . 

54. Funciones: 

a- fix, y) = 2x + 3y b. g(x, y) = xy 

c. h(x, v) = x 2 + 3y 2 
Curvas: 

i. La semielipse (x 2 /9) + (y 2 /4) =1, y > 0 

ii. El cuarto de elipse (x 2 /9) + (y 2 /4) =1, x & 0, y > 0 
Use las ecuaciones parametricas x = 3 cos t,y — 2 sen t . 

55. Funcion: f(x, y) = xy 
Curves: 

i. La recta x = 2t, y = t + 1 

ii. El segmento de recta x = 2 1, y = t + 1, — 1 < f < 0 

iii. El segmento de recta x = 2 1, y = t + 1, 0^r<l 

56. Funciones: 

a. fix, y) = x 2 + y 2 b. gi x, y) = 1 /(x 2 + y 2 ) 

Curvas: 

i. La recta x = t, y = 2 — 2 1 

ii. El segmento de recta x = t, y = 2 — 2 1, 0 £ r £ 1 

Rectas de mi'nimos cuadrados y regresion 

A1 tratar de ajustar una recta y = mx + b a un conjunto de datos nu- 
mericos (xi, yi), (x 2 , yi), ■ ■ ■ , ix n , y„) (figura 14.48), por lo general 
elegimos la curva que minimiza la suma de los cuadrados de las dis- 
tances verticales de los puntos a la recta. En teoria, esto significa de- 
terminar los valores de m y b que minimizan el valor de la funcion 

w = (mx i + b - yi) 2 + ■ ■ • + (mx„ + b - y„) 2 . (1) 

Los valores de m y b que logran esto se definen mediante los criterios 
de la primera y segunda derivadas, y son 


b = j[ “ m ^jX k J, (3) 

donde todas las sumas van de k = la k = n . Muchas calculadoras 
cientificas tienen integradas estas formulas, y permiten encontrar m y 
b oprimiendo unas cuantas teclas despues de introducir los datos. 

La recta y = mx + b determinada por estos valores de my b es 

la recta de mi'nimos cuadrados, recta de regresion o recta de ten- 
dencia para los datos en cuestion. Determinar una recta de rmnimos 
cuadrados permite 

1. Resumir los datos mediante una expresion sencilla. 

2. Predecir los valores de y para otros valores de x, no estudiados ex- 
perimentalmente . 

3. Manejar los datos en forma analftica. 


y 



FIGURA 14.48 Para ajustar una recta a 
puntos no colineales, elegimos la recta que 
minimiza la suma de los cuadrados de las 
desviaciones. 

EJ EMPLO Determine la recta de rmnimos cuadrados para los pun- 
tos (0, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 4), (4, 5). 


Organizamos los calculos en una tabla: 


k 

Xk 

yk 

V 2 

Xk 

x k yk 

1 

0 

i 

0 

0 

2 

1 

3 

i 

3 

3 

2 

2 

4 

4 

4 

3 

4 

9 

12 

5 

4 

5 

16 

20 

2 

10 

15 

30 

39 

Luego encontramos 





m = 

( 10)( 15) 
(10) 2 - 

“ 5(39) 
5(30) 

= 0.9 

Ecuacion (2) con 
n — 5 y los datos 
de la tabla 

y usamos el valor de 

m para ver que 




m = 



b = |(l5 - (0.9)(l0)) = 1.2. 


Ecuacion (3) con 
n = 5, m = 0.9 


( 2 ) 


La recta de mi'nimos cuadrados es y = 0.9x +1.2 (figura 14.49). 
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FIGURA 14.49 La recta de 
mfnimos cuadrados para los 
datos del ejemplo. 

En los ejercicios 57-60, use las ecuaciones (2) y (3) para determinar la 
recta de mmimos cuadrados para cada conjunto de puntos dado. Lue- 
go use la ecuacion lineal obtenida para predecir el valor de y que co- 
rrespondent a x = 4. 

57. (-1,2), (0,1), (3,-4) 58. (-2,0), (0,2), (2,3) 

59. (0, 0), (1, 2), (2, 3) 60. (0, 1), (2, 2), (3, 2) 

Q 61. Escriba una ecuacion lineal para el efecto de la irrigacion sobre la 
produccion de alfalfa, ajustando una recta de mmimos cuadrados 
a los datos de la tabla 14. 1 (tornado de la estacion experimental de 
la Universidad de California, Bulletin numero 450, pagina 8). Lo- 
calice los datos y trace la recta. 


TABLA 14.1 Crecimiento de la alfalfa. 
x y 

(profundidad total (promedio de produccion 

del agua aplicada en la de alfalfa, toneladas/ 

temporada, en pulgadas) acre) 


12 

5.27 

18 

5.68 

24 

6.25 

30 

7.21 

36 

8.20 

42 

8.71 


62. Crateres de Marte Una teorfa de la formacion de crateres su- 
giere que la frecuencia de formacion de crateres grandes debe de- 
crecer conforme al cuadrado del diametro (Marcus, Science, junio 
21, 1968, p. 1334). Las imagenes del Mariner IV muestran las 
frecuencias enumeradas en la tabla 14.2. Ajuste una recta de la 
forma F = m(l/D 2 ) + b a los datos. Trace los datos y la recta. 


TABLA 14.2 

Tamano de los crateres de Marte 

Diametro 
en km, D 

17? 2 (para el valor 
de la izquierda en el 
intervalo de clase) 

Frecuencia, F 

32-45 

0.001 

51 

45-64 

0.0005 

22 

64-90 

0.00024 

14 

90-128 

0.000123 

4 


63. Numeros de Kochel En 1862, el musicologo aleman Ludwig 
von Kochel hizo una lista de las obras musicales de Wolfgang 
Amadeus Mozart. Esta lista es la fuente de los numeros de Ko- 
chel, o “numeros K”, que ahora acompana los tltulos de las piezas 
de Mozart (por ejemplo, Sinfonla Concertante en mi bemol ma- 
yor, K. 364). La tabla 14.3 muestra los numeros de Kochel y la fe- 
cha de composicion (y) de diez obras de Mozart. 

a. Grafique y contra K para mostrar que y esta cerca de ser una 
funcion lineal de K. 

b. Determine una recta de mmimos cuadrados y = m K + b pa- 
ra los datos y agregue la recta a su trazo de la parte (a). 

c. K. 364 fue compuesta en 1779. ^Cual fecha predice la recta 
de mmimos cuadrados? 


TABLA 14.3 

Composiciones de Mozart 

Numero de Kochel, Ano de composicion, 

K 

y 

1 

1761 

75 

1771 

155 

Mil 

219 

1775 

271 

Mil 

351 

1780 

425 

1783 

503 

1786 

575 

1789 

626 

1791 


E 64. Hundimiento de submarinos Los datos de la tabla 14.4 mues- 
tran los resultados de un estudio historico de los submarinos ale- 
manes hundidos por la marina de los Estados Unidos durante 16 
rneses consecutivos de la segunda guerra mundial. Los datos de 
cada mes son el numero de hundimientos reportados y el numero 
de hundimientos reales. El numero de submarinos hundidos fue 
ligeramente mayor que lo afirmado en los reportes de la marina. 
Determine una recta de mmimos cuadrados para estimar el nume- 
ro real de hundimientos a partir del numero de hundimientos re- 
portados. 
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TABLA 14.4 

Hundimiento de submarinos alemanes 
por Estados Unidos durante 16 meses 
consecutivos en la segunda guerra 
mundial 

Mes 

Estimaciones de 
Estados Unidos 
(hundimientos 
reportados) x 

Numero real 

y 

1 

3 

3 

2 

2 

2 

3 

4 

6 

4 

2 

3 

5 

5 

4 

6 

5 

3 

7 

9 

11 

8 

12 

9 

9 

8 

10 

10 

13 

16 

11 

14 

13 

12 

3 

5 

13 

4 

6 

14 

13 

19 

15 

10 

15 

16 

16 

15 


123 

140 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 

Explored on de extremes locales 
en puntos criticos 

En los ejercicios 65-70, explorara las funciones para identificar sus 

extremos locales. Use un programa de algebra por computadora para 

realizar los siguientes pasos: 

a. Trace la funcion en el rectangulo dado. 

b. Trace algunas curvas de nivel en el rectangulo. 

c. Calcule las primeras derivadas parciales de la funcion y use una 
utilerfa de solution de ecuaciones para determinar los puntos cri- 
ticos. ^Cual es la relation entre los puntos criticos y las curvas de 
nivel trazadas en la parte (b)? ^Cuales puntos criticos parecen dar 
un punto silla? Justifique su respuesta. 

d. Calcule las segundas derivadas parciales de la funcion y determi- 
ne el discriminante f xxfyy ~ fxy 2 - 

e. Use los criterios de maximos y mmimos para clasificar los pun- 
tos criticos que encontro en la parte (c). ^Sus hallazgos son con- 
sistentes con el analisis de la parte (c)? 

65. fix, y) = x 2 + y 3 - 3 xy, -5 £ x < 5, -5 £ j £ 5 

66. fix, y) = .r 3 - 3xy 2 + y 2 , -2 < x < 2, -2 < y < 2 

67. fix, y) = x 4 + y 2 — 8x 2 - 6y + 16, -3 < x < 3, 

— 6 £ y £ 6 

68. f(x, v) = 2x 4 + y 4 - 2x 2 - 2 y 2 + 3, -3/2 < x < 3/2, 

-3/2 < y < 3/2 

69. fix, y) = 5x 6 + 18x 5 - 30x 4 + 30xy 2 - 120x 3 , 

-4 < x < 3, -2 < y < 2 

' to, (x, y) = (0, 0) 

-2 < x < 2, -2 < y < 2 


14.8 


Multi plicadores de Lagrange 


En ocasiones es necesario determinar los valores extremos de una funcion cuyo dominio 
esta restringido a cierto subconjunto particular del piano (por ejemplo, un disco, una re- 
gion triangular cerrada, o a lo largo de una curva). En esta section exploraremos un pode- 
BiografIa historica roso metodo para determinar los valores extremos de funciones restringidas: el metodo de 

Joseph LouisLagrange multiplicadores de Lagrange. 

(1736-1813) 

Maximos y mmimos con una restriccion 

Ej EMPLO 1 Como determinar un minimo con una restriccion 

Determinar el punto P(x, y, z) mas cercano al origen en el piano 2x + y — z — 5=0. 


Solution El problema nos pide determinar el valor minimo de la funcion 
\ OP | = 2 (* - 0) 2 + (y - 0) 2 + [z - 0) 2 
= 2 x 1 + y 2 + z 2 
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z 



(- 1 , 0 , 0 ) 





FIGURA 14,50 El cilindro hiperbolico 
x 2 — z 2 ~ 1 = 0 del ejemplo 2. 


sujeta a la restriccion de que 


2x + y — z — 5 = 0. 

Como | OP | tiene un valor mmirno siempre que la funcion 

f(x,y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

tenga un valor mi'nimo, podemos resolver el problema si encontramos el valor mi'nimo de 
f(x, y, z) sujeta a la restriccion 2x + y — z — 5 = 0 (evitando con eso las rafces cuadra- 
das). Si consideramos aiyay como las variables independientes en esta ecuacion y escri- 
bimos z como 


Z = 2x + y - 5, 

nuestro problema se reduce al de determinar los puntos (x, y) donde la funcion 

h(x, y) = f(x, y, 2x + y — 5) = x 2 + y 2 + (2x + y — 5) 2 

tiene sus valores mfnimos. Como el dominio de h es todo el piano xy, el criterio de la pri- 
mera derivada de la seccion 14.7 nos dice que cualquier mi'nimo que h pudiera tener debe 
ocurrir en puntos donde 

h x = 2x + 2(2x + y — 5)(2) = 0, h y = 2y + 2(2x + y — 5) = 0. 

Esto nos conduce a 


y a la solucion 


lOx + 4 y = 20, 4x + 4 y = 10, 


x = 


5 

3’ 


y = 


5 

6 ' 


Podemos aplicar un argumento geometrico junto con el criterio de la segunda derivada pa- 
ra mostrar que estos valores minimizan li. La coordenada z del punto correspondiente en el 
piano z = 2x + y — 5 es 



Por tanto, el punto que buscamos es 

Punto mas cercano: 

La distancia de P al origen es 5/2 6 « 2.04. 

Los intentos por resolver un problema de maximos o mmimos con una restriccion, co- 
mo podrfamos llamar al metodo del ejemplo 1, no siempre son tan sencillos. Esta es una 
de las razones por lo que debemos aprender el nuevo metodo de esta seccion. 



EJ EMPLO 2 Como determinar un minimo con una restriccion 

Determine los puntos mas cercanos al origen sobre el cilindro hiperbolico x 2 — z 2 
- 1 = 0 . 


Solucion 1 El cilindro aparece en la figura 14.50. Buscamos los puntos sobre el cilin- 
dro que se encuentren mas cercanos al origen. Estos son los puntos cuyas coordenadas mi- 
nimizan el valor de la funcion 

f(x,y,Z ) = X“ + y 2 + Z 2 Cuadrado de la distancia 
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sujeta a la restriccion de que x 1 — z 2 — 1 = 0 . Si consideramos a x y a y como variables 
independientes en la ecuacion de la restriccion, entonces 

2 2 i 

Z = X — 1 

y los valores de f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 en el cilindro estan dados por la funcion 

h(x,y) = x 2 + y 2 + (x 2 — 1) = 2x 2 + y 2 — 1. 

Para determinar los puntos sobre el cilindro cuyas coordenadas minimizan a/, buscamos 
los puntos en el piano xy cuyas coordenadas minimizan a h. El unico valor extremo de h 
ocurre cuando 


h x = 4x = 0 y h y = 2y = 0, 


El dlindrohiperbclicox 2 - z 2 = 1 


En esta parte, En esta parte, 

x = Vz 2 + ] \ x = -Vz 2 + ] 



y 


es decir, en el punto (0, 0). Pero no existen puntos sobre el cilindro donde x y y se anulen. 
^Que paso? 

Lo que ocurre es que el criterio de la primera derivada encontro (como debfa) el pun- 
to en el dominio de h donde esta tiene un valor muiimo. Nosotros, por otro lado, queremos 
los puntos del cilindro donde h tiene un valor minirno. Aunque el dominio de h es todo el 
piano xy, el dominio de donde queremos elegir las primeras dos coordenadas de los puntos 
(x, y, z) sobre el cilindro se restringe a la “sombra” del cilindro en el piano xy, la cual no 
comprende a la banda entre las rectas x = — 1 y x = 1 (figura 14.51). 

Podemos evitar este problema si consideramos a y y a z como variables independien- 
tes (en lugar de x y de y), expresando a x en terminos de y y de z como 

x 2 = z 2 + 1. 

Con esta sustitucion, f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 se convierte en 


FIGURA 14.51 La region del piano xy de 
donde se eligen las primeras dos 
coordenadas de los puntos (x, y, z) del 
cilindro hiperbolico x 2 — z 2 = 1 excluye 
la banda — 1 < x < 1 en el piano xy 
(ejemplo 2). 


k(y, z) = (z 2 + 1) + y 2 + z 2 = 1 + y 2 + 2 z 2 

y buscamos los puntos donde k asume su valor mmirno. El dominio de k en el piano yz 
coincide ahora con el dominio de donde elegimos las coordenadas y y z de los puntos (x, y, 
z) sobre el cilindro. Por tanto, los puntos que minimizan k en el piano tendran puntos co- 
rrespondientes sobre el cilindro. Los valores menores de k ocurren cuando 

k y = 2y = 0 y k z = 4z = 0, 


o bien y = z = 0. Esto lleva a 

x 2 = z 2 + 1 = 1, X = ±1. 


Los puntos correspondientes sobre el cilindro son (±1, 0, 0). En la desigualdad 

k(y, z) = 1 + y 2 + 2 z 2 & 1 

podemos ver que los puntos (±1, 0, 0) dan un valor minirno de k. Tambien podemos ver 
que la distancia minima del origen a un punto en el cilindro es 1 unidad. 


Otra forma de determinar los puntos sobre el cilindro mas cercanos al ori- 
gen es imaginar una pequena esfera con centra en el origen, que crece como una burbuja 
de jabon hasta tocar al cilindro (figura 14.52). En cada punto de contacto, el cilindro y la 
esfera tienen el mismo piano tangente y la misma recta normal. Por tanto, si la esfera y el 
cilindro se representan como las superficies de nivel obtenidas al hacer 


/ (x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 ~ a 2 


y g(x, y, z) = x 2 - z 2 - 1 
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FIGUKft 14.52 Una esfera que crece como una 
burbuja de jabon con centra en el origen hasta 
tocar al cilindro hiperbolico x 1 — z~ — 1 = 0 
(ejemplo 2). 


iguales a cero, entonces los gradientes V/y Vg seran paralelos cuando las superficies se 
toquen. En cualquier punto de contacto, deberemos poder encontrar un escalar A, (“lamb- 
da”) tal que 


V/ = I Vg, 


o bien 

2xi + 2_yj + 2zk = I (2jd — 2zk). 

Asf, las coordenadas x, y y z de cualquier punto de tangencia deberan satisfacer las tres 
ecuaciones escalares 


2x = 2l x, 2 y = 0, 2z = — 2l z. 

^Para que valores de I ocurrira que un punto (x, y, z) cuyas coordenadas satisfagan es- 
tas ecuaciones escalares este tambien sobre la superficie x 2 — z 2 — 1 = 0? Para respon- 
der, usaremos el hecho de que ningun punto sobre la superficie tiene una coordenada x nu- 
la para concluir que x A 0. Por tanto, 2x = 2l x solo si 

2 = 21 , or 1=1. 

Para I = 1, la ecuacion 2 z = — 2l z se convierte en 2 z = —2 z. Para satisfacer esta ecua- 
cion z debe anularse. Como y = 0 tambien (de la ecuacion 2y = 0)), concluimos que los 
puntos buscados tienen coordenadas de la forma 

(x, 0, 0). 

^Cuales puntos sobre la superficie x 2 - z 1 = I tienen coordenadas de esta forma? Son 
los puntos (x, 0, 0) para los que 

x 2 — (0) 2 =1, x 2 = 1, or x = ±1. 


Los puntos sobre el cilindro mas cercanos al origen son los puntos (±1, 0, 0). 
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El metodo de multiplicadores de Lagrange 

En la segunda solucion del ejemplo 2 usamos el metodo de multiplicadores de Lagran- 
ge. El metodo dice que los valores extremos de una funcion/(x, v, zj cuyas variables estan 
sujetas a una restriccion g(x, y, z) = 0 se encuentran en la superficie g = 0 cn los puntos 
donde 

V/ = I Vg 

para algun escalar I (llamado un multiplicador de Lagrange). 

Para analizar el metodo y saber por que funciona, primero hacemos una observation, 
que establecemos como teorema. 


TEOREMA 12 El teorema del gradiente ortogonal 

Suponga que fix, y, z) es diferenciable en una region cuyo interior contiene una 
curva regular 

C: r(f) = g(f) i + h{t) j + k{t)k. 

Si Pq es un punto en C donde/tiene un maximo o un minirno local relativo a sus 
valores en C, entonces Vf es ortogonal a C en Pq. 


Demostracion Mostraremos que Vf es ortogonal al vector velocidad de la curva en Pq. 
Los valores de/en C estan dados por la composition f(g(t), h(t), k(t)), cuya derivada con 
respecto a t es 

(if = df_dfi dj_dh djfdk = _ 

dt dx dt dy dt dz dt ^ V ' 

En cualquier punto Pq donde/tiene un maximo o un minirno local relativo a sus valores 
sobre la curva, df/dt = 0, de modo que 

V/ • v = 0. ■ 

Al eliminar los terminos en z del teorema 12, obtenemos un resultado similar para 
funciones de dos variables. 


C0R0LARI0 DEL TEOREMA 12 

En los puntos de una curva regular r(t) = g(t)\ + h{t ) j donde una funcion dife- 
renciable fix, y) asume sus maximos y mfnimos locales con respecto a sus valores 
en la curva, Vf • v = 0, donde v = dr/dt. 


El teorema 12 es la clave del metodo de multiplicadores de Lagrange. Suponga que/(x, y, 
z) y g(x, y, z) son diferenciables y que Pq es un punto sobre la superficie g(x, y, z.) = 0 
donde/tiene un valor maximo o minirno local con respecto a sus demas valores sobre la 
superficie. Entonces/asume un maximo o un minirno local en Pq, con respecto a sus valo- 
res en cada curva diferenciable que pasa por Pq sobre la superficie g(x, y, z.) = 0. Por tan- 
to, Vf es ortogonal al vector velocidad de toda curva diferenciable que pase por Pq . Esto 
tambien ocurre con Vg , pues Vg es ortogonal a la superficie de nivel g = 0, como vimos 
en la seccion 14.5. Por tanto, en Pq, Vf es algun multiplo escalar I de Vg. 
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FIGURA 14,53 El ejemplo 3 muestra 
como encontrar los valores mayores y 
menores del producto xy sobre esta elipse. 


El metodo de multiplicadores de Lagrange 

Suponga que fix, y, z) y g(x, y, z ) son diferenciables. Para determinar los valores 
maximos y mmimos locales de una/sujeta a la restriccion g(x, y, z ) = 0, deben 
hallarse los valores de x, v, z y I que satisfacen en forma simultanea las ecuacio- 
nes 

V/ = I V* y g(x,y,z) = 0. (1) 

Para funciones de dos variables independientes, la condition es similar, pero sin 
la variable z. 


EJ EMPLO 3 Uso del metodo de multiplicadores de Lagrange 

Determine los valores mayores y menores que la funcion 

fix, y) = xy 

asume sobre la elipse (figura 14.53) 

8 2 

Solucion Queremos hallar los valores extremos de f(x, y) = xy sujetos a la restriccion 

x 2 y 2 

g(x, y) = y + y - 1 = 0. 

Para hacer esto, primero hallamos los valores de x, y y I para los que 

V/ = I Vg y g(x, y) = 0. 

La ecuacion del gradiente en las ecuaciones (1) da 

yi + xj = jxi + I yj, 

de donde tenemos 

I I I 2 

y = 4 * = I y. y y = 4 (■ y) = yy. 

de modo que y = 0 o I = ±2.. Consideremos estos dos casos. 

C aso 1: Si y = 0 , entonces x = y = 0. Pero (0, 0) no esta en la elipse. Por tanto, 
y ¥= 0. 

C aso 2: Si y ^ 0, entonces I = ±2 y x = ±2y. A1 sustituir esto en la ecuacion 
g(x, y) = 0 tenemos 

(±2y) 2 y 2 

— + y = 1, 4y 2 + 4y 2 = 8 y y = ±1. 

Por consiguiente, la funcion f(x, y) = xy alcanza sus valores extremos sobre la elipse en 
los cuatro puntos (±2, 1), (±2, — 1). Los valores extremos son xy = 2 y xy = —2. 

La geometria de la solucion 

Las curvas de nivel f(x, y) = xy son las hiperbolas xy = c (figura 14.54). Mientras mas 
lejos esten las hiperbolas del origen, mayor sera el valor absoluto de/. Queremos determi- 
nar los valores extremos de f(x, y), dado que el punto (x, y) tambien esta sobre la elipse 


1044 


Capftulo 14: Deri vadas parciales 


y 



FIGURA 14.54 A1 someterla a la restriction 
g(x,y) = x 2 /8 + y 2 /2 — l = 0, la funcion 
f(x, y) = xy toma sus valores extremos en los 
cuatro puntos ( ±2, ±1). Estos son los puntos 
sobre la elipse donde Vf (rojo) es un multiplo 
escalar de Vg (azul) (ejemplo 3). 


x 2 + 4y 2 = 8. ^Cuales hiperbolas cortan a la elipse lo mas lejos del origen? Las hiperbo- 
las que apenas rozan a la elipse, las que son tangentes a ella, son las mas lejanas. En estos 
puntos, cualquier vector normal a la hiperbola es normal a la elipse, de modo que 
V/ = j'i + xj es un multiplo (I = ±2) de Vg = (x/4)i + yj.. Por ejemplo, en el punto 
(2, 1), 

V/ = i + 2j, Vg = + j y V/ = 2 Vg. 

En el punto (—2, 1), 

V/ = i - 2j, Vg = -|i + j y V/ = -2 Vg. 

EJEMPLO 4 Como determi nar los valores extremos de una funcion sobre una 
circunferencia 

Determine los valores maximos y mmimos de la funcion fix, y) = 3x + 4y sobre la cir- 
cunferencia x 2 + y 2 = 1. 

Solution Modelamos esto como un problema de multiplic adores de Lagrange con 
f(x, y) = 3x + 4y, g(x, y) = x 2 + y 2 — 1 
y buscamos los valores de x, y y I que satisfacen las ecuaciones 
Vf = I Vg: 3i + 4j = 2x1 i + 2yl j 
g(x, y) = 0: x 2 + y 2 — 1 = 0. 

La ecuacion de gradientes en las ecuaciones (1) implica que I A 0 y da como resultado 

3 2 

X = 2P ^ = P 
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FI GURA 14.55 La funcion f(x, y) = 

3* + 4 y asume su valor maximo sobre la 
circunferencia unitaria 
g( x, y) = x 2 + y 2 — 1 = 0 en el punto 
(3/5, 4/5), y su valor mmimo en el punto 
( — 3/5, —4/5) (ejemplo 4). En cada uno de 
estos puntos, V/ es un multiplo escalar de 
Vg . La figura muestra los gradientes en el 
primer punto pero no en el segundo. 


#2 = 0 



FIGURA 14.56 Los vectores Vg t y Vg 2 
estan en un piano perpendicular a la curva C, 
pues Vg! es normal a la superficie gt = 0 
y Vg 2 es normal a la superficie g 2 = 0 . 


Estas ecuaciones nos dicen, entre otras cosas, que x y y tienen el mismo signo. Con estos 
valores para x y y, la ecuacion g(;r, y) = 0 da 



de modo que 

-^ + A = 1, 9 + 16 = 41 2 , 41 2 = 25, y I = ±|. 

41 2 I 2 2 

Asf, 



y f(x, y) = 3x + 4 y tiene valores extremos en (x, y) = ±(3/5, 4/5). 

A1 calcular el valor de 3x + 4y en los puntos ±(3/5, 4/5)„ vemos que sus valores 
maximos y mi'nimos sobre la circunferencia x 1 + y 2 = 1 son 



La geometrfa de la solution 

Las curvas de nivel de f(x, y) = 3x + 4y son las rectas 3x + 4y = c (figura 14.55). 
Mientras mas se alejen las rectas del origen, mayor sera el valor absoluto de /. Queremos 
determinar los valores extremos de fix, y) dado que el punto (x, y) tambien esta sobre la 
circunferencia x 1 ± y 2 = 1 . ,' Cu tiles de las rectas que cortan a la circunferencia esta mas 
lejos del origen? Las rectas tangentes a la circunferencia son las mas lejanas. En los puntos 
de tangencia, cualquier vector normal a la recta es normal a la circunferencia, de modo 
que el gradiente Vf = 3i ± 4j es un multiplo (I = ±5/2) del gradiente 

Vg = Zxi + 2yj.. Por ejemplo, en el punto (3/5, 4/5), 

Vf = 3i ± 4j, Vg = |i ± |j, y V/ = | Vg. 

Multiplicadores de Lagrange con dos restricciones 

Muchos problemas nos piden determinar los valores extremos de una funcion diferencia- 
bl efix, y, z ) cuyas variables estan sujetas a dos restricciones. Si las restricciones son 

gi(x, y,z) = 0 y g 2 (x, y, z) = 0 

y gi y g 2 son diferenciables, con Vg no paralelo a Vg 2 , encontramos los maximos y mi'ni- 
mos locales con una restriccion de/, introduciendo dos multiplicadores de Lagrange I y m 
(“mu”). Es decir, localizamos los puntos P(x, y, z) donde/asume sus valores extremos con 
una restriccion, determinando los valores de x, y, z, I , y m que satisfacen en forma simul- 
tanea las ecuaciones 


V/ = I Vg, ± mVg 2 , gi(x, y, z) = 0, g 2 (x, y, z) = 0 (2) 


Las ecuaciones (2) tienen una agradable interpretacion geometrica. Las superficies gi = 0 
y g 2 — 0 se cortan (por lo general) en una curva regular, digamos C (figura 14.56). A lo 
largo de esta curva, buscamos los puntos donde/tiene valores maximos y mlnimos locales 
con respecto a sus otros valores sobre la curva. Estos son los puntos donde Vf es normal a 
C, como vimos en el teorema 12. Pero Vg\ y Vg 2 tambien son normales a C en estos pun- 
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Circunferencia x 2 4- y 2 = 



FIGURA 14.57 En la elipse donde se 
cortan el piano y el cilindro, ^cuales son 
los puntos mas cercanos y los mas lejanos 
al origen? (ejemplo 5). 


tos, pues C esta en las superficies g j = 0 y g 2 = 0. Por tanto, V/ esta en el piano determi- 
nado por Vgi y Vg 2 , lo que significa que V/ = I Vgi + mVg 2 para algunas I y m . Co- 
mo los puntos que buscamos estan en ambas superficies, sus coordenadas tambien deben 
satisfacer las ecuaciones gi(x, y, z) = 0 y g 2 (at, y, z ) = 0, que son los requisitos restantes 
de las ecuaciones (2). 

EJEMPLO 5 Como determi nar los extremos de la distancia sobre una elipse 

El piano x + y + z = 1 corta al cilindro x 2 + y 2 = 1 en una elipse (figura 14.57). De- 
termine los puntos, sobre la elipse, mas cercanos y mas lejanos del origen. 

Solucion Encontramos los valores extremos de 

f(x,y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

(el cuadrado de la distancia de (x, y, z) al origen) sujeta a las restricciones 


g\(x, y,z) = X 2 + y 2 - 1=0 

(3) 

gi(x, y, z)=x + y + z~ 1=0. 

(4) 


La ecuacion de gradientes de las ecuaciones (2) da entonces 

V/ = I Vgi + mVg 2 

2xi + 2yj + 2zk = I (2xi + 2yj) + m(i + j + k) 

2„ri + 2yj + 2zk = (2l x + m)i + (2l y + m)j + mk 


o bien 

2x = 2l x + m, 2y = 2l y + m, 2 z = m. (5) 

Las ecuaciones escalares en (5) dan 

2x = 2\ x + 2z => ( 1 — I )x = z, 

( 6 ) 

2y = 2\ y + 2z => ( 1 — I )y = z. 

Las ecuaciones (6) se satisfacen en forma simultanea si I = 1 y z = 0, o bien si I ¥= 1 y 
x = y = z/( 1 - I )■ 

Si z = 0, al resolver las ecuaciones (3) y (4) en forma simultanea para encontrar los 
puntos correspondientes sobre la elipse, obtenemos los dos puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Es- 
to tiene sentido si observamos la figura 14.57. 

Si x = y, entonces las ecuaciones (3) y (4) implican 

x 2 + x 2 — 1=0 x + x + z ~ 1=0 

2x 2 =1 z = 1 — 2x 

2 2 

x = z = IT 2 2. 


Los puntos correspondientes sobre la elipse son 
2 2 2 2 


P 1 = 


1-22 


P 2 
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Sin embargo, debemos tener cuidado. Aunque P\ y /L dan maximos locales de / sobre la 
elipse. Pi esta mas alejado del origen que Pi. 

Los puntos sobre la elipse mas cercanos al origen son (1, 0, 0) y (0, 1, 0). El punto so- 
bre la elipse mas lejano del origen es Pi. 


EJERCICIOS 14.8 


Dos variables independientes con 
una restriccion 

1. Extremos en una elipse Determine los puntos sobre la elipse 
x 2 + 2y 2 = 1, donde f(x, y) = xy asume sus valores extremos. 

2. Extremos en una circunferencia Determine los valores extre- 
mos de f(x , y) = xy sujeta a la restriccion g(x, y) = x 2 + y 2 
- 10 = 0 . 

3. Maximo en una recta Determine el valor maximo de f(x, y) = 
49 — x 2 — y 2 sobre la recta x + 3y = 10. 

4. Extremos en una recta Determine los valores extremos locales 
de f(x, y) = x 2 y sobre la recta x + y = 3 . 

5. Minimo con una restriccion Determine los puntos sobre la 
curva xy 2 = 54 mas cercanos al origen. 

6. Minimo con una restriccion Determine los puntos sobre la 
curva x 2 y = 2 mas cercanos al origen. 

7. Use el metodo de multiplicadores de Lagrange para determinar 

a. Minimo en una hiperbola El valor minimo de x + y, su- 
jeta a las restricciones xy = 16, x > 0, y > 0 

b. Maximo sobre una recta El valor maximo de xy, sujeta a 
la restriccion x + y = 16. 

Comente sobre la geometria de cada solution. 

8. Extremos en una curva Determine los puntos sobre la curva 
x 2 + xy + y 2 = 1 en el piano xy mas cercanos y mas lejanos al 
origen. 

9. Area superficial minima con un volumen fijo Determine las 
dimensiones de la lata cilindrica circular recta y cerrada con me- 
nor superficie cuyo volumen sea de 16p cm 3 . 

10. Cilindro en una esfera Determine el radio y la altura del cilin- 
dro circular recto y abierto de mayor area superficial que puede 
inscribirse en una esfera de radio a. ^Cual es la mayor area super- 
ficial? 

11. Rectangulo de mayor area en una elipse Use el metodo de 
multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones del 
rectangulo de mayor area que puede inscribirse en la elipse 
jc 2 / 1 6 + y 2 /9 = 1 con lados paralelos a los ejes coordenados. 

12. Rectangulo de mayor perimetro en una elipse Determine las 
dimensiones del rectangulo de mayor perimetro que puede inscri- 
birse en la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 con lados paralelos a los 
ejes coordenados. ^Cual es el mayor perimetro? 

13. Extremos en una circunferencia Determine los valores maxi- 
mos y mmimos de x 2 + y 2 , sujeta a la restriccion x 2 — 2x + y 2 
- 4y = 0. 

14. Extremos en una circunferencia Determine los valores maximos 
y mmimos de 3x — y + 6, sujeta a la restriccion x~ + y 2 = 4. 


15. Hormiga en una placa de metal La temperatura en un punto 
(x, y) de una placa de metal es T(x, y) = Ax 2 — 4.ry + y 2 . Una 
hormiga camina sobre la placa alrededor de la circunferencia de 
radio 5 con centra en el origen. ^Cuales son las temperaturas ma- 
xima y minima encontradas por la hormiga? 

16. Tanque de almacenamiento mas economico Su empresa debe 
disenar un tanque de almacenamiento para gas liquido. Las espe- 
cificaciones del cliente piden un tanque cilindrico con extremos 
semiesfericos, que debe contener 8000 nr 3 de gas. El cliente tam- 
bien quiere usar la rnenor cantidad posible de material para cons- 
truir el tanque. i,Que radio y altura recomendaria para la parte ci- 
lindrica del tanque? 

Tres variables independientes 
con una restriccion 

17. Distancia minima a un punto Determine el punto sobre el pia- 
no x + 2y + 3z — 13 mas cercano al punto (1, 1, 1). 

18. Distancia maxima a un punto Determine el punto sobre la es- 
ferav + y 2 + z 2 = 4 mas alejado del punto (1, — 1, 1). 

19. Distancia minima al origen Determine la distancia minima de 
la superficie x 2 + y 2 — z 2 = 1 al origen. 

20. Distancia minima al origen Determine el punto sobre la super- 
ficie z — xy + 1 mas cercano al origen. 

21. Distancia minima al origen Determine los puntos sobre la su- 
perficie z 2 = xy + 4 mas cercanos al origen. 

22. Distancia minima al origen Determine los puntos sobre la su- 
perficie xyz = 1 mas cercanos al origen. 

23. Extremos en una esfera Determine los valores maximos y 
mmimos de 

f{x, y,z) = x - 2y + 5z 

sobre la esfera x 2 + y 2 + z 2 — 30. 

24. Extremos en una esfera Determine los puntos sobre la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 25 donde f(x, y, z) = x + 2y + 3z tiene sus 
valores maximos y mmimos. 

25. Minimizar una suma de cuadrados Determine tres numeros 
reales cuya suma sea 9 y que la suma de sus cuadrados sea lo mas 
pequena posible. 

26. Como maximizar un producto Determine el mayor producto 
que pueden tener los numeros positivos x + y + z 2 = 16. 

27. Caja rectangular de mayor volumen en una esfera Determi- 
ne las dimensiones de la caja rectangular cerrada con mayor volu- 
men que puede inscribirse en la esfera unitaria. 
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28. Caja con vertice en un piano Determine el volumen de la ma- 
yor caja rectangular cerrada en el primer octante con tres caras en 
los pianos coordenados y un vertice en el piano 
x/a + y/b + z/c = 1, donde a > 0, b > 0, y c > 0. 

29. Punto mas caliente en una sonda espacial Una sonda espacial 
con la forma del elipsoide 

4x 2 + y 2 + 4z 2 = 16 

entra a la atmosfera de la Tierra y su superficie comienza a calen- 
tarse. Despues de una hora, la temperatura en el punto (x, y, z) so- 
bre la superficie de la sonda es 

T(x, y, z) = 8x 2 + 4vz — 16z + 600 . 

Determine el punto mas caliente sobre la superficie de la sonda. 

30. Temperaturas extremas en una esfera Suponga que la tempe- 
ratura Celsius en el punto (x, y, z) de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 
is T = 400xyz 2 • Localice las temperaturas maximas y minimas 
sobre la esfera. 

31. Como maximizar una funcion de utilidad: un ejemplo de eco- 
nonua En economfa, la utilidad de las cantidades x y y de dos 
bienes G i y Gt en ocasiones se mide mediante una funcion U(x, 
y). Por ejemplo, G i y Gi podrfan ser dos sustancias quimicas re- 
queridas por una compania farmaceutica y U(x, y) la ganancia al 
fabricar un producto cuya sfntesis requiere diversas cantidades de 
las sustancias, dependiendo del proceso utilizado. Si Gi cuesta 
a dolares el kilogramo, G 2 cuesta b dolares el kilogramo y la can- 
tidad total asignada para la compra de G\ y Gi combinada es c 
dolares, entonces los administradores de la compania quieren ma- 
ximizar U(x, y) dado que ax + by = c . Entonces, necesitan re- 
solver un problema tipico de multiplicadores de Lagrange. 

Suponga que 

U(x, y) = xy + 2x 

y que la ecuacion ax + by = c se simplifica como 
2x + y = 30. 

Determine el valor maximo de U y los valores correspondientes 
de x y y sujetos a esta ultima restriccion. 

32. Localization de un radiotelescopio Usted debe construir un 
radiotelescopio en un planeta recien descubierto. Para minimizar 
la interferencia, quiere colocarlo donde el campo magnetico del 
planeta es mas debil. El planeta es esferico, con un radio de 6 uni- 
dades. Con base en un sistema de coordenadas cuyo origen es el 
centra del planeta, la fuerza del campo magnetico esta dada por 
M(x, y, z) — 6x — y 2 + xz + 60. ^ Donde debe colocar el radio- 
telescopio? 

Valores extremos sujetos a dos restricciones 

33. Maximice la funcion f(x, y, z) = x~ + 2y — z 2 , sujeta a las res- 
tricciones 2x — y = 0yy + z = 0. 

34. Minimice la funcion f(x, y, z) = x 1 + y 2 + z 2 , sujeta a las res- 
tricciones x + 2y + 3z = 6 y x + 3y + 9z = 9. 


35. Distancia minima al origen Determine el punto mas cercano 
al origen sobre la recta de interseccion de los pianos 
y + 2z = 12 y x + y = 6. 

36. Valor maximo en una recta de interseccion Determine el va- 
lor maximo de /(x, y, z) — x 2 + 2y — z 2 sobre la recta de inter- 
seccion de los pianos 2x — y = 0 y y + z = 0. 

37. Extremos en una curva de interseccion Determine los valores 
extremos de f(x, y, z) = x 2 yz + 1 en la interseccion del piano 
z = 1 con la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 10. 

38. a. Maximos en una recta de interseccion Determine el valor 

maximo de w = xyz en la recta de interseccion de los dos 
pianos x + y + z = 40 yx + y — z = 0. 

b. De un argumento geometrico para apoyar su afirmacion de 
haber encontrado un valor maximo de tv, y no un minimo. 

39. Extremos en una circunferencia de interseccion Determine 
los valores extremos de la funcion /(x, y, z) = xy + z 2 sobre la 
circunferencia donde el piano y — x = 0 corta a la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

40. Distancia minima al origen Determine el punto mas cercano 
al origen sobre la curva de interseccion del piano 2y + 4z = 5 y 
el cono z 2 = 4x~ + 4y 2 . 

Teona y ejemplos 

41. La condicion ~ I Y? no es suficiente Aunque = I 

es una condicion necesaria para la ocurrencia de un valor extremo 
de f(x, y) sujeta a la condicion y) ~ 0, por si sola no garanti- 
za que tal valor exista. Como ejemplo de esta situacion, trate de 
utilizar el rnetodo de multiplicadores de Lagrange para determi- 
nar un valor maximo de /(■*> y) ~ x + y S ujeta a la restriccion 
xy = 16. El rnetodo identificara los dos puntos (4, 4) y ( — 4, —4) 
como candidatos para la ubicacion de los valores extremos. Pero 
la suma ( x 4" y) no tiene valores maximos en la hiperbola xy 5 
16. Mientras mas se aleje del origen sobre esta hiperbola (en el 
primer cuadrante), mayor sera la suma f( x > y) = x + y 

42. Un piano de mmimos cuadrado El piano z = Ax + By + C 
debe “ajustarse” a los siguientes puntos fo, Zk)'. 

(0,0,0), (0,1,1), (1,1,1), (1,0, -1). 

Determine los valores de A, B y C que minimizan 

4 

2 ( Axk + Byk + C — Zk) 2 , 

k= 1 

la suma de los cuadrados de las desviaciones. 

43. a. Maximo en una esfera Demuestre que el valor maximo de 

a 2 b 2 c 2 en una esfera de radio r con centro en el origen de un 
sistema de coordenadas abc cartesianas es (r 2 / 3) 2 

b. Medias geometrica y aritmetica Use la parte (a) para mos- 
trar que para numeros no negativos a, by c, 

(afe) 1/3 ^ ° + 3 +C ; 

es decir, la media geometrica de tres numeros no negativos es 
menor o igual a su media aritmetica. 
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44. Suma de productos Considere n numeros positivos 
a\,az,..., a„ Determine el maximo de 2?=i a,Xj, sujeta a la res- 
triction 2"=i Xj 2 = 1. 

EXPLQRACI ONES CON COMPUTADORA 

Implantation del metodo de 
multiplicadores de Lagrange 

En los ejercicios 45-50, use un programa de algebra por computadora 
para realizar los siguientes pasos, que implantan el metodo de multi- 
plicadores de Lagrange para determinar extremos con restricciones: 

a. Forme la funcion h — f ~ \ igi ~ \ 2g2, donde/es la funcion 
por optimizar sujeta a las restricciones gi = 0 y g 2 = 0. 

b. Determine todas las primeras derivadas parciales de h, incluyen- 
do las parciales con respecto a I i y I 2, e igualelas a 0. 

c. Resuelva el sistema de ecuaciones planteado en la parte (b) para 
todas las incognitas, incluyendo I 1 y I 2- 


d. Evalue/en cada uno de los puntos solution determinados en la 
parte (c) y seleccione el valor extremo sujeto a las restricciones 
indicadas en el ejercicio. 

45. Minimice f(x, y, z) — xy + yz sujeta a las restricciones 
jt 2 + y 2 - 2 = 0 y x 2 + z 2 - 2 = 0. 

46. Minimice f(x, y, z) = xyz, sujeta a las restricciones 
x 2 + y 2 - 1 = Oyx - z = 0. 

47. Maximice f(x, y, z) = x 1 + y 2 + z 2 , sujeta a las restricciones 
2y + 4z — 5 = 0 y 4.x 2 + 4jt 2 + 4y 2 - z 2 = 0. 

48. Minimice f(x, y , z) = x 2 + y 2 + z 2 , sujeta a las restricciones 
x 2 - xy + y 2 - z 2 ~ 1 = 0 y x 2 + y 2 - 1 =0. 

49. Minimice f(x, y, z, w) = x 1 + y 2 + z 2 +w 2 , sujeta a las restric- 
ciones 2x — y + z — w — \ = 0yx + y~z + w— 1= 0. 

50. Determine la distancia de la recta y = x + 1 a la parabola 
y 2 = x. ( Sugerencia : Sea (x, y) un punto sobre la recta y sea (w, z) 
un punto sobre la parabola. Debe minimizar {x — w) 2 + {y — z) 2 . 


14.9 


Derivadas parciales con variables restringidas 


A1 calcular las derivadas parciales de funciones como w = f(x, v) , hemos supuesto que x 
y y eran independientes. Sin embargo, en muchas aplicaciones esto no ocurre. Por ejem- 
plo, la energla interna U de un gas puede expresarse como una funcion U = f(l\ V, T ) 
de la presion P, el volumen V y la temperatura T. Sin embargo, si las moleculas individua- 
les del gas no interactuan, P, V y T obedecen y estan restringidas por la ley de los gases 
ideales 


PV = nRT (n y R constante), 

por lo que ya no son independientes. En esta seccion aprenderemos a calcular las deriva- 
das parciales en situaciones como similares que se pueden encontrar al estudiar economfa, 
ingenierfa o ffsica.f 

Como decidir cuales variables son dependientes 
y cuales independientes 

Si las variables de una funcion w = f(x, y, z) estan restringidas por una relation como la 
impuesta sobre x, y y z por la ecuacion z = x 2 + _y 2 , los significados geometricos y los va- 
lores numericos de las derivadas parciales de/dependeran de las variables elegidas como 
dependientes o como independientes. Para ver como puede afectar esta election al resulta- 
do, consideremos el calculo de dw/dx cuando w = x 2 + y 2 + z 2 y z = x 1 + y 2 . 

EJ EMPLO 1 Calculo de una derivada parcial con variables independientes 
restringidas 

Calcular dw/dx si w = x 2 + y 2 + z 1 y z = x 2 + y 2 . 


fEsta seccion se basa en notas escritas para MIT por Arthur P. Mattuck. 
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Sol uci on Tenemos dos ecuaciones con cuatro incognitas x, y, z y w. Como muchos de 

estos sistemas, podemos despejar dos incognitas (las variables dependientes) en terminos 
de las otras (las variables independientes). A1 pedirnos dw/dx, vemos que w debe ser una 
variable dependiente y x una variable independiente. Las opciones para las demas varia- 
bles son 


Dependientes Independientes 
w, z x, y 

w,y x, z 

En cualquier caso, podemos expresar a w en forma explfcita en terminos de las variables 
independientes elegidas. Hacemos esto usando la segunda ecuacion z = x 2 + y 2 para eli- 
minar la otra variable dependiente de la primera ecuacion. 

En el primer caso, la otra variable dependiente es z. La eliminamos de la primera 
ecuacion reemplazandola por x 2 + y 2 . La expresion resultante para w es 

w = x 2 + y 2 + z 2 = x 2 + y 2 + (x 2 + y 2 ) 2 
= x 2 + y 2 + x 4 + 2 x 2 y 2 + y 4 


y 


yp- = 2x + 4x 3 + 4xy 2 . 


( 1 ) 


Z 



FIGURA 14.58 Si P esta restringido a el 
paraboloide z = x 2 + y 2 , el valor de la 
derivada parcial de w = x 2 + y 2 + z 2 con 
respecto a x en P depende de la direccion 
de movimiento (ejemplo 1). (1 ) A1 variar x, 
con y = 0 , P se mueve hacia arriba o 
hacia abajo en la superficie, sobre la 
parabola z — x 2 en el piano xz con 
dw/dx = 2x + 4x 3 . (2) A1 moverse x, con 
z = 1 , P se mueve sobre la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1 ,z— 1 , y dw/dx = 0. 


Esta es la formula para dw/dx cuando xy y son las variables independientes. 

En el segundo caso, donde las variables independientes son v y z y la variable depen- 
diente restante es y, eliminamos esta ultima de la expresion para y reemplazando y 2 en la 
segunda ecuacion por z — x 2 . Esto da 

w = x 2 + y 2 + z 2 = x 2 + (z ~ x 2 ) + z 2 = z + z 2 


y 


dw 

dx 


= 0 . 


( 2 ) 


Esta es la formula para dw/dx cuando xy z son las variables independientes. 

Las formulas para dw/dx en las ecuaciones (1) y (2) son claramente diferentes. No po- 
demos cambiar una formula por la otra usando la relacion z = x 2 + y 2 . Asf, no hay una 
dw/dx , sino dos, y vemos que la instruccion original para hallar dw/dx estaba incompleta. 
iCudl dw/dxl , nos preguntamos. 

Las interpretaciones geometricas de las ecuaciones (1) y (2) nos ayudan a explicar por 
que difieren las ecuaciones. La funcion w = x 2 + y 2 + z 2 mide el cuadrado de la distan- 
cia del punto (x, y, z) al origen. La condicion z = x 2 + y 2 dice que el punto (x, y, z) esta 
en el paraboloide de revolucion que aparece en la figura 14.58. ( ? ,Que significa calcular 
dw/dx en un punto P{x, y, z) que solo se mueve sobre esta superficie? (i Cual es el valor 
de dw/dx cuando las coordenadas de P son, por ejemplo, (1, 0, 1)? 

Si consideramos a x y a y como independientes, entonces encontramos dw/dx mante- 
niendo fija a y (en y = 0, en este caso), y haciendo variar x. Por tanto, P se mueve a lo 
largo de la parabola z = x 2 en el piano xz. Cuando P se mueve sobre la parabola, w, que es 
el cuadrado de la distancia de P al origen, cambia. Calculamos dw/dx en este caso (nuestra 
primera solucion anteriormente) como 

yp 2 = 2x + 4x 3 + 4xy 2 . 
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En el punto P(l, 0, 1), el valor de esta derivada es 


= 2+ 4 + 0 = 6. 
dx 


Si consideramos a_x y a_z como independientes, entonces encontramos aw /ax mante- 
niendo fija a z y variando x. Como la coordenada z de P es 1, al variar x tenemos que P se 
mueve a lo largo de una circunferencia en el piano z = 1. Cuando P se mueve a lo largo de 
esta circunferencia, su distancia al origen permanece constante y w, al ser el cuadrado de 
esta distancia, no varfa. Es decir. 


dw 

dx 


= 0 , 


como vimos en nuestra segunda solucion. 


Como determinar dw/dx cuando las variables en w= fix, y, z) 
estan restringidas por otra ecuacion 

Como vimos en el ejemplo 1, una rutina tfpica para encontrar dw/dx cuando las variables 
de la funcion vv = /(x, y, z) estan relacionados mediante otra ecuacion, tiene tres pasos. 
Estos pasos tambien se aplican para determinar dw/dy y dw/dz 


1. Decidir cuales variables seran dependientes y cuales independientes. (En la 
practica, la decision se basa en el contexto ffsico o teorico de nuestro traba- 
jo. En los ejercicios al final de esta seccion, diremos cuales variables son 
cuales.) 

2. Eliminar las otras variables dependientes de la expresion para w. 

3. Derivar de la manera usual. 


Si no podemos realizar el paso 2 despues de decidir cuales variables son dependien- 
tes, derivamos las ecuaciones como estan y tratamos de despejar dw/dx posteriormente. El 
siguiente ejemplo muestra como hacer esto. 


EJ EMPLO 2 Calculo de una derivada partial con variables i ndependientes res- 
tri ngi das i denti f i cadas. 

Determinar dw/dx en el punto (x, y, z) = (2, — 1, 1 ) si 

w = x 2 + y 2 + z 2 , z 3 ~ xy + yz + y 3 = 1, 
donde xy y son las variables independientes. 

Solucion No es conveniente eliminar z de la expresion para w. Por tanto, derivamos am- 
bas ecuaciones en forma implfcita con respecto a x, considerando a x y a v como variables 
independientes y a w y a z como dependientes. Esto da 


dw 0 0 dz 

-t— = 2x + 2zx— 
dx dx 


( 3 ) 


y 
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3 z 2 ^ 
ox 


y + yfx + °-° ■ 


(4) 


Ahora podemos combinar estas ecuaciones para expresar dw/dx en terminos de x, y y z. 
Despejamos dz/dx en la ecuacion (4) para obtener 


dz = y 
d x y + 3 z 2 


y sustituimos en la ecuacion (3) para obtener 


dw 

dx 


2x + 


2yz 

y + 3z 2 


El valor de esta derivada en (x, y, z) = (2, — 1, 1) es 



2 ( 2 ) + 


2(-l)(D 
-1 + 3(1) 2 



BiografIa historica 


Notacion 


Sonya Kovalevsky 
(1850-1891) 


Para mostrar las variables que se suponen independientes al calcular una derivada, pode- 
mos usar la siguiente notacion: 



dw/dx con x y y independientes 



df/dy con y, x y t independientes 


EJ EMPLO 3 Calculo de una derivada partial con variables restringidas identi- 
ficadas por su notacion 

Calcule (dw/dx)y t z si w=x 2 + y~z + sen t y x + y = t. 

Solucion Con x, y, z independientes, tenemos 

t = x + y, w = x 2 + y — z + sin (x + y) 

= 2x + 0 - 0 + cos (x + y) (x + y) 


= 2x + cos (x + y). 


Diagramas de flechas 

Al resolver problemas como el del ejemplo 3, con frecuencia resulta util hacer un diagra- 
ma de flechas que muestre la relacion entre las variables y las funciones. Si 

w = x 2 + y — z + sen t y x + y = t 

y nos piden calcular dw/dx cuando x, y y z son independientes, el diagrama adecuado es 
parecido a: 
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Variables Variable Variable 

independientes intermedias dependiente 


(5) 


Para evitar confusion entre las variables independientes y las intermedias con los mis- 
mos nombres simbolicos en el diagrama, es util renombrar las variables intermedias (de 
modo que se vean como funciones de las variables independientes). Asf, si u = x, y = y , 
y s = z denotan las variables intermedias renombradas. Con esta notation, el diagrama de 
flechas queda como 



( 6 ) 


Variables Variables Variables 


independientes ntermedias dependientes 
y relacionadas 
u = x 


Y = y 


t = x 4- y 

El diagrama muestra las variables independientes a la izquierda, las variables intermedias 
y su relation con las variables independientes en la parte central y a la variable dependien- 
te a la derecha. La funcion w queda entonces como 

w = if + y~s + sen t, 

donde 

u = x, y = y, s = z, y t = x + y. 

Para calcular dw/dx, aplicamos a w la forma de la regia de la cadena para cuatro varia- 
bles, guiados por el diagrama de flechas de la ecuacion (6): 


dw _ d\ydu chv dy chv ds_ dw dt 

dx du dx dy dx ds dx dt dx 

= (2 m)( 1) + (1)(0) + ( — 1)(0) + (cos 0(1) 

= 2 u + cos t 
= 2x + cos (x + y) . 

A1 sustituir las variables independientes 
originales u = xy t = x + y. 


EJ ERCICIOS 14.9 

Calculo de derivadas parciales 
con variables restringidas 

En los ejercicios 1-3, comience trazando un diagrama que muestre 
relaciones entre las variables. 

1. Si w = x 2 + y 2 + z 2 y z = x 2 + y 2 , determine 



2. Si w = x 1 + y~z + sen t y x + y = t , determine 
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3. Sea U = f(P, V, T) la energfa interna de un gas que obedece la 
ley del gas ideal PV = nRT (n y R constantes). Determine 



4 . Calcule 



en el punto ( x , y, z) = (0, 1, p ) si 

w = x 2 + y 2 + z 2 y y sen z + z sen x = 0 . 

5. Calcule 



en el punto ( w , x, y, z) = (4, 2, 1, — 1 ) if 

w = x 2 y 2 + yz ~ z 3 y x 2 + y 2 + z 2 = 6. 

6. Calcule ( du/dy) x en el punto («, y) = (2 2, l) , si x = u 2 + y 2 

y y = «y. 


7. Suponga que x 2 + y 2 = r 2 y x = r cos U, como en coordenadas 
polares. Determine 



y 



8. Suponga que 

w = x 2 — y 2 + 4z + t y 
Muestre que las ecuaciones 
dw 

to = 2X ” 1 y 


x + 2z + t = 25. 


dw „ 

= 2x — 2 
dx 


Derivadas parciales sin formulas especificas 

9 . Establezca el hecho, ampliamente utilizado en hidrodinamica, 
que si f(x, y, z) = 0, entonces 



(. Sugerencia : Exprese todas las derivadas en terminos de las deri- 
vadas parciales formales df/dx , df/dy, y df/dz . ) 

10 . Si z — x + f(u), donde u = xy, muestre que 


dz 


dz 


x ^~y^ = x - 


11 . Suponga que la ecuacion g(x, y, z) = 0 determina a z como una 
funcion diferenciable de las variables independientes x y y y que 
g z # 0. Muestre que 

dA = dg/dy 
fyJx dg/dz ' 

12 . Suponga que las ecuaciones /(x, y, z, w) = 0 y g(x, y, z, w) = 0 
determinan a z y a w como funciones diferenciables de las varia- 
bles independientes x y y; suponga tambien que 

dfdg_dfdg 
dz dw dw dz 

Muestre que 

a/dg _ a/ag 

dx dw dw dx 

a/ag _ a/ag 

dz dw dw dz 



y 


dan dw/dx, cada una, dependiendo de las variables elegidas como 
dependientes y las elegidas como independientes. En cada caso, 
identifique las variables independientes. 


dfdg _ dfdg 
'avjA _ _ dz dy dy dz 
. d y)x~ dfd^_dldg 
dz dw dw dz 
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Formula de Taylor para dos variables 


Esta seccion utiliza la formula de Taylor para deducir el criterio de la segunda derivada pa- 
ra valores extremos locales (seccion 14.7) y la formula del error para linealizaciones de 
funciones de dos variables independientes (seccion 14.6). El uso de la formula de Taylor 
en estas deducciones conduce a una extension de la formula que proporciona aproxima- 
ciones polinomiales de todos los ordenes para funciones de dos variables independientes. 


Deduccion del criterio de la segunda derivada 

Sea f(x, y ) una funcion con derivadas parciales continuas en una region abierta R que con- 
tiene un punto P(a, b ) donde f x = f y = 0 (figura 14.59). Sean hy k incrementos suficien- 
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FIGURA 14,59 Comenzamos la 
deduction del criterio de la segunda 
derivada en P{a, b) parametrizando un 
segmento de recta tfpico de P a un punto S 
cercano. 


temente pequenos como para que el punto S( a + h, b + k) y el segmento de recta que lo 
une con P esten dentro de R. Parametrizamos el segmento PS como 

x = a + th, y = b + tk, 0 s t s 1 . 

Si F(t) = f(a + th, b + tk) , la regia de la cadena nos da 

no =f, d i + f, d i = v. + 


Como f x y f y son diferenciables (tienen derivadas parciales continuas), F' es una fun- 
cion diferenciable de t y 


F" 


dF' dx dF' dy 
dx dt dy dt 


^{hf^ kfy)-h + ^{llf x + kf y )'k 


- h 2 f XX + 2 hkfxy + k 2 fyy. f„ =f yx 

Como F y F' son continuas en [0, 1] y F' es diferenciable en (0, 1), entonces podemos 
aplicar la formula de Taylor con n = 2 y a = 0 con el fin de obtener 


F(l) = F(0) + F'(0)(1 - 0) + F" (c) (1 2 °' > 
F( ] ) = F( 0) + F'(0) + \F"{c) 


para algun c entre 0 y 1. A1 escribir la ecuacion (1) en terminos de/tenemos 
f(a + h, b + k) = f(a, b ) + hf x (a, b ) + kf y (a, b) 


+ 


/t 2 /« + 2 Hkfxy + k 2 fyy) 


(a+ch, b+ck ) 


Como f x (a, b ) = f y (a, b ) = 0, esto se reduce a 


( 2 ) 


f(a + h, b + k) — f(a, b) 


\ ( h 2 f xx + 2 hkfxy + k 2 f yy ) 


(a+ch, b+ck) 


(3) 


La presencia de un extremo de / en (a, b) queda determinada por el signo de 
f(a + h,b + k) — f(a, b). Por la ecuacion (3), este es el mismo signo que 

Q(c) = ( h 2 f xx + 2 hkfxy + k 2 f yy ) | ( a + c h,b+ c k)- 

Ahora, si 2(0) A 0 , el signo de Q{c ) sera el mismo que el de Q( 0) para valores sufi- 
cientemente pequenos de h y k. Podemos predecir el signo de 


6(0) = h 2 f xx (a, b) + 2 hkfxy{a, b) + k 2 f yy (a, b ) (4) 

a partir de los signos de f xx y f xx f yy — f xy en (a, b ). Multiplicamos ambos lados de la 
ecuacion (4) por f xx y reacomodamos el lado derecho para obtener 

f XX Q(0) = (hfxx + kfxy) 2 + (fxxfyy ~ f ^ . (5) 


De la ecuacion (5) vemos que 

1- Si f xx < 0 y fxxfyy - fxy 2 > o en (a, b ), entonces Q( 0) < Opara todos los valores no 
nulos suficientemente pequenos de h y k, y/tiene un valor maximo local en (a, b). 

2- Si f xx >0y fxxfyy ~ fxy 2 > 0 en (a, b ), entonces 2(0) > 0 para todos los valores 
no nulos suficientemente pequenos de h y k, y/tiene un valor mmimo local en (a, b). 
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3. Si fxxfyy ~ fxy 2 < 0 en (a, b ), hay combinaciones de valores no nulos suficientemen- 
te pequenos de h y k para las que Q(0) > 0, y otros valores para los que Q{ 0) < 0. 
Arbitrariamente cerca del punto Po(a, b, f(a, b)) en la superficie z = fix, y ) hay pun- 
tos sobre Pq y puntos por debajo de Pq , de modo que/tiene un punto silla en {a, b). 

4 . Si fxxfyy ~ fxy 2 = 0, es uccesario otro criterio. La posibilidad de que Q( 0) se anule 
nos evita tener que sacar conclusiones sobre el signo de Q(c). 

La formula del error para aproximaciones lineales 

Queremos mostrar que la diferencia E{x, y) entre los valores de una funcion/(x, y) y su li- 
nealizacion L(x, y) en (xo, yo) satisface la desigualdad 

\E(x,y)\ < |m( \x - x 0 | + |y - yo|) 2 - 

Suponemos que la funcion/tiene segundas derivadas parciales continuas en todo un con- 
junto abierto que contiene una region rectangular cerrada R con centra en (xo, yo)- El nu- 
mero M es una cota superior para | f X x | , | f yy \ , y | f X y en R. 

La desigualdad que queremos proviene de la ecuacion (2). Sustituimos xo y yo en lu- 
gar de a y b, x — xq y y — yo en lugar de h y k , respectivamente y reordenamos el resulta- 
do como 


f(x, y) = f(x 0 ,y 0 ) + f x (xo,yo)(x ~ x 0 ) + f y (x 0 , yo)( y - yo) 

linealizacion L(x, y) 


+ \ ((x - xo ) 2 fxx + 2(x - x 0 )(y - yo)fxy + (y - yo) 2 f yy ) 


( x 0 +c(x-x 0 ), Vo+ely-ro))' 


error E(x, >’) 


Esta ecuacion revela que 

|E| ^ |(|x - x 0 | 2 |/«| + 2 |x - x 0 1 1 y - yo||/.vy| + \y ~ Jo| 2 1/»>|)- 
Por tanto, si M es una cota superior para los valores de |/ xr |, |/. tv | ^ y /w | en R, entonces 
|£| < ^ (|x - x 0 | 2 M + 2|x - x 0 1 |y - yo\M + |y - yo\ 2 M ) 

= \x - x 0 | + |y - yo|) 2 . 


Formula de Taylor para funciones de dos variables 


Las formulas deducidas anteriormente para F' y F" pueden obtenerse aplicando a f(x, y) 
los operadores 


ox oy 


hf + kf 

dx dy 


= h 2 


d z 


+ 2 hk 


d 2 


dx z ' dx d y 

Estas son las dos primeras instancias de una formula mas general. 


+ /fc 2 - 


dy 


2 ' 


F [n) (t) = d d{n Fit) = 


*f + *f 

ox oy 


f(x, y), 


( 6 ) 
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que nos dice que la aplicacion de d n /dt" to F(t) da el mismo resultado que aplicar a fix, y ) 
el operador 



despues de desarrollarlo por medio del teorema del binomio. 

Si las derivadas parciales de/hasta de orden n + 1 son continuas en toda una region 
rectangular con centra en (a, b ), podemos extender la formula de Taylor para F(t) como 

F"( 0) F (n H0) 

F(t ) = F( 0) + F'(0)t + — ^ —t 2 + ■■• + | t M + residuo, 


y hacer t = 1 para obtener 

, _ _ F"( 0) F (,,) (0) 

F(l) = F( 0) + F'( 0) H z-j 1- • • • H ; 1- residuo. 

2! n\ 

A1 reemplazar las primeras n derivadas a la derecha de esta ultima serie por sus expresio- 
nes equivalentes de la ecuacion (6) evaluadas en t = 0. y a I agregar el termino de residuo 
adecuado, obtenemos la siguiente formula. 


Formula de Taylor para f(x, y) en el punto (a, b) 

Suponga que /(x, y) y sus derivadas parciales hasta de orden n + 1 son continuas en toda una region rectangular abierta R, 
con centra en un punto (a, b ). Entonces, en R, 

f(a + h,b + k) = f(a, b ) + (hf x + kf y )\ M + + 2 hkf xy + k 2 f yy ) \( a , b ) 

+ jj(h 3 f xxx + 3li 2 kf xxy + 3lik 2 f xyy + k 3 f yyy )\^ b ) + ••• + ^ (^li ^ + k^j f 


(a,b) 


+ — (hf + kf 

(n + 1)! V dx fy 


n + 1 


(7) 


(a+ch,b+ck) 


Los terminos de las primeras n derivadas se evaluan en (a, b). El ultimo termino se evalua 
en algun punto (a + ch, b + ck ) sobre el segmento de recta que une (a, b ) con 
( a + h,b + k ). 

Si (a, b) = (0, 0) y consideramos a h y k como variables independientes (denotando- 
las ahora como x y y), entonces la ecuacion (7) asume la siguiente forma mas sencilla. 


Formula de Taylor para f(x, y) en el origen 


f(x, y) = /( 0, 0) + xf x + yf y + (x 2 f xx + 2 xyf xy + y 2 f yy ) 


+ (x 3 f X xx + 3x 2 yf xxy + 3xy 2 f xyy + y 3 f yyy ) + ■■■ + ^ [x^ + y^; ) f 


1 


d 


n ! V dx 


dy 


1 (d d V !+1 
+ W y y\ x Tx +y iy) ‘ 


(i cx,cy ) 


( 8 ) 
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Los terminos de las primeras n derivadas se evaluan en (0, 0). El ultimo termino se evalua 
en un punto sobre el segmento de recta que une el origen con (x, y). 

La formula de Taylor proporciona la aproximacion polinomial para funciones de dos 
variables. Los terminos de las primeras n derivadas dan el polinomio; el ultimo termino da 
el error de la aproximacion. Los primeros tres terminos de la formula de Taylor dan la li- 
nealizacion de la funcion. Para mejorar esta linealizacion, agregamos terminos con poten- 
cias mas altas. 

EJEMPLO 1 Como determi nar una aproximacion cuadratica 

Determine una aproximacion cuadratica a fix, y) = sen x sen y y cerca del origen. ( ,Cuan 
precisa es la aproximacion si x| < 0.1 y y < 0.1? 

Solucion Hacemos n = 2 en la ecuacion (8): 

fix, y) = f( 0, 0) + ( xf x + yf y ) + 2 (x 2 fxx + 2 xyf XJ + y 2 f yy ) 

+ ^(x 3 fxxx + 3x 2 yfxxy + 3 xy 2 f xyy + y 3 f yyy )(cx,cy) 


con 

/( 0 , 0 ) = sen x sen y | (o,o) = 0 , f xx ( 0 , 0 ) = -senxseny| (0 ,o) = 0 , 
fx(0, 0 ) = cos x sen y | (0 ,o) = 0 , f xy ( 0 , 0 ) = cos x cos y | (0 , 0 ) = L 

f y (0,0) = sen x cosy | (o,o) = 0 , f yy ( 0 , 0 ) = -senxseny| (0 ,o) = 0 , 

tenemos 

sen x sen y ~ 0 + 0 + 0 + ^(x 2 (0) + 2xy(l) + y 2 (0)), 

sen x sen y ~ xy. 

El error en la aproximacion es 

E(x,y) = ^(x 3 fxxx + 3 x 2 yfxxy + 3 xy 2 f xyy + y 3 f yyy )\(cx,cy)- 

Las terceras derivadas nunca exceden a 1 en valor absoluto, pues son productos de senos y 
cosenos. Ademas, |x| <0.1y|y| <0.1. Portanto, 

| E(x, y) | < ^((0.1) 3 + 3(0. 1) 3 + 3(0. 1) 3 + (0.1) 3 ) = |(0.1) 3 < 0.00134 

(redondeado). Por lo tanto el error no excedera a 0.00134, si|x| < 0.1 y|y| < 0.1. 


EJERCICIOS 14.10 


Determinacion de aproximaciones cuadraticas 
y cubicas 

En los ejercicios 1-10, use la formula de Taylor para f[x, y) en el ori- 
gen y encuentre aproximaciones cuadraticas y cubicas de / cerca del 
origen. 

1- fix, y) = xe y 


3. /(x, y) = y sen x 
5. f(x, y) = e x In ( 1 + y) 
7. f{x , y) = sen (x 2 + y 2 ) 


4. f(x, y) = sen x cos y 
6- fix, y) = ln(2x + y + 1) 
8. fix, y) = cos (x 2 + y 2 ) 


2. fix, y) = e x cos y 
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9. f(x, y) — . 10. /(x, y) = — — 

JV l - x — y j \ ’s/ 1 _ x - y + xy 

11. Use la formula de Taylor para encontrar una aproximacion cua- 
dratica de f(x, y) = cos x cos y en el origen. Estime el error en la 
aproximacion si | x | £ 0.1 y|y| £ 0.1. 


12. Use la formula de Taylor para encontrar una aproximacion cua- 
dratica de e x sen y en el origen. Estime el error en la aproxima- 
cion si |x| <0.1 y |y| < 0.1. 


Capftulo Preguntas de repaso 


1. <;,Que es una funcion real de dos variables independientes? de 
tres variables independientes? Proporcione ejemplos. 

2. ,-Que significa que los conjuntos en el piano o el espacio sean 
abiertos? {Y que sean cerrados? Ejemplifique. Proporcione ejem- 
plos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados. 

3. ^Como desplegarfa graficamente los valores de una funcion f(x, 
y) de dos variables independientes? ^Como lo harfa para una fun- 
cion /(x, y, z) de tres variables independientes? 

4. ,-Que significa que una funcion f(x, y) tenga un limite L cuando 
(x, y) —*■ (xo, yo) ? ^Cuales son las propiedades basicas de los 11- 
mites de funciones de dos variables independientes? 

5. ^Cuando ocurre que una funcion de dos (o tres) variables inde- 
pendientes es continua en un punto de su dominio? Proporcione 
ejemplos de funciones que sean continuas en unos puntos pero no 
en otros. 

6. ,-Que puede decir sobre las combinaciones algebraicas y las com- 
posiciones de funciones continuas? 

7. Explique el criterio de dos trayectorias para la inexistencia de 11- 
mites. 

8. ^Como se definen las derivadas parciales df/dx y df/dy de una 
funcion /(x, y)? ^Como se interpretan? ^Como se calculan? 

9. ^Como difiere la relacion, entre las primeras derivadas parciales y 
la continuidad de las funciones de dos variables independientes, y 
la relacion, entre la primeras derivada y la continuidad de las fun- 
ciones reales de una sola variable independiente? Proporcione un 
ejemplo. 

10. ,-Que dice el teorema de las derivadas cruzadas para las derivadas 
parciales cruzadas de segundo orden? ^.Como puede ayudar al 
calculo de las derivadas parciales de segundo orden y de orden 
superior? Ejemplifique. 

11. l.Que significa que una funcion /(x, y) sea diferenciable? l,Que di- 
ce el teorema del incremento acerca de la diferenciabilidad? 

12. A partir del analisis de f x y f y ^como puede decidirse si una fun- 
cion J{x, y) es diferenciable? ^Cual es la relacion entre la diferen- 
ciabilidad de/y la continuidad de/en un punto? 

13. ^Que es la regia de la cadena? ^Que forma asume para funciones 
de dos variables independientes? ^Para tres variables indepen- 
dientes? ^Para funciones definidas en superficies? ^Como diagra- 
marfa estas distintas formas? De ejemplos. ^,Que patron permite 
recordar las diversas formas? 


14. ^Cual es la derivada de una funcion /(x, y) en un punto P 0 en la di- 
rection de un vector unitario u? ^Que razon describe? ^Que inter- 
pretation geometrica tiene? Proporcione ejemplos. 

15. <;,Que es el vector gradiente de una funcion diferenciable /(x, y)? 
^Como se relaciona con las derivadas direccionales de la funcion? 
Establezca los resultados analogos para funciones de tres varia- 
bles independientes. 

16. ^Como encuentra la recta tangente en un punto sobre una curva 
de nivel de una funcion diferenciable /(x, y)? ^Como encuentra el 
piano tangente y la recta normal en un punto sobre una superficie 
de nivel de una funcion diferenciable f(x, y, z)? De ejemplos. 

17. ^Como puede usar las derivadas direccionales para estimar el 
cambio? 

18. ^Como se linealiza una funcion /(x, y) de dos variables indepen- 
dientes en un punto (xo, yo) ? i,Por q u ® habria de hacer esto? ^Co- 
mo se linealiza una funcion de tres variables independientes? 

19. ^Que puede decir acerca de la precision de las aproximaciones li- 
neales de funciones de dos (o tres) variables independientes? 

20. Si (x, y) se mueve de (xo, yo) a un punto (xo + dx, yo + dy) cer- 
cano, icomo podria estimar el cambio resultante en el valor de 
una funcion diferenciable /(x, y)? Mencione un ejemplo. 

21. ^Como define los maximos locales, los mmimos locales y los 
puntos silla para una funcion diferenciable /(x, y)? De ejemplos. 

22. ^Cuales criterios de derivadas estan disponibles para determinar 
los valores extremos locales de una funcion J{x, y)? ^Como per- 
miten restringir la busqueda de estos valores? Ejempifique. 

23. ^Como encuentra los extremos de una funcion continua f(x, y) en 
una region cerrada y acotada del piano xy? De ejemplos. 

24. Describa el metodo de multiplicadores de Lagrange y ejempli- 
fique. 

25. Si w = /(x, y, z) , donde las variables x, yyz estan restringidas 
por una ecuacion g(x, y, z) = 0 , ^cual es el significado de la no- 
tation ( dw/dx) y ? ^Corno puede ayudar un diagrama de flechas 
para calcular esta derivada partial con variables restringidas? 
Mencione ejemplos. 

26. ^Como genera la formula de Taylor para una funcion /(x, y) las 
aproximaciones polinomiales y las estimaciones de los errores? 
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Capitulo Ejercicios de practica 


Dominio, rango y curvas de nivel 

En los ejercicios 1-4, determine el dominio y rango de la funcion dada 
e identifique sus curvas de nivel. Trace una curva de nivel tipica. 

1. f(x, y) = 9x 2 + y 2 2. f(x, y) = e x+y 

3. g(x,y) = l/xy 4 . g(x,y) = 2 x 2 - y 

En los ejercicios 5-8, determine el dominio y rango de la funcion dada 
e identifique sus superficies de nivel. Trace una superficie de nivel ti- 
pica. 


23. P(n, R, T, V) = ” (Ley del gas ideal) 

24. /(n(,r,») = 5 L A i 

Derivadas parciales de segundo orden 

Calcule las derivadas parciales de segundo orden de las funciones de 
los ejercicios 25-28. 


5. f{x, y, z) = x 2 + y 2 - z 

7. h{x, y, z) = \ y 

x 2 + y 2 + z 

8. k(x, y, z) = 0 y— y 

x 2 + y 2 + z 2 + I 

Evaluation de limites 

Calcule los limites de los ejercicios 9-14. 


6. g(x,y, z) = x 2 + 4y 2 + 9z 2 


9. 

lim e y cos x 

10. 

lim . 


(x,y)— *(p , In 2) 


fcr)^-(o.o) x + 


X - V 


3 3 

xy 

11. 

lim , . 

12. 

lim 


0,y)- > (i,i) xr - y 1 


(jcoO-tU) xy - 

13. 

lim lnlx + y + d 

14. 

lim tan 


P-»(l,-l,e) 




Considere diferentes trayectorias de aproximacion y muestre que los 
limites de los ejercicios 15 y 16 no existen. 


15. lim — 

(i,y)->(0,0) y 2 — v 

y ** 2 X 


16. lim yyy 

(y,y)— »(0,0) xy 


y 


17. Extension continua Sea f(x,y ) = (x 2 — y 2 )/ (x 1 + y 2 ) para 
{x, y) # (0, 0) . (,Es posible definir/(0, 0) de modo que/sea con- 
tinua en el origen? ^Por que? 

18. Extension continua Sea 


f(x,y) = L, 


sen (x — y) 

R + l.v'i ’ 


|x| + |y|^0 


■0, (x,y) = (0,0). 

(,Es/ continua en el origen? ^Por que? 


X 

25. g{x,y) = y + y 26. g(x,y) = e x + ysenx 

27. f(x, y) = x + xy — 5x 3 + In (x 2 +1) 

28. fix, y) = y 2 — 3 xy + cos y + le y 

Calculos con la regia de la cadena 

29. Calcule dw/dl en t = 0 si w — sen (xy + p),x=e', y y = 
In (t + 1). 

30. Calcule dw/dt en t = 1 si w = xe y + ysenz — cosz, x =22 t, 
y — t ■*- 1 + In t , y z = p t. 

31. Calcule dw/dr y dw/ds cuando r=p y j = 0 si 
w = sen (2x — y), x = r + senj, y = rs. 

32. Calcule dw/du y dw/dy cuando u = y = 0 si w =ln2 1 + x 2 
— tan -1 x y x = 2e" cos y. 

33. Calcule el valor de la derivada de fix, y,z) = xy + yz + xz + xz 
con respecto a t sobre la curva x = cos t, y = sen t, z — cos 2 1 en 
1=1. 

34. Muestre que si w = / (s) es cualquier funcion diferenciable de i y 
si s = y + 5x , entonces 

dw c dw _ » 

dx - dy ~ 

Derivation imph'cita 

Suponga que las ecuaciones de los ejercicios 35 y 36 definen a y 

como una funcion diferenciable de x, y calcule el valor de dy/dx en 

el punto P. 

35. 1 — x — y 2 — senxy = 0, P( 0, 1) 

36. 2xy + e x+y -2 = 0, P(0, In 2) 


Derivadas parciales 

En los ejercicios 19-24, calcule la derivada parcial de la funcion con 
respecto a cada variable. 

19. g(r, u) = rcosU + rsenu 

20. f(x, y) = y- In (x 2 + y 2 ) + tan^ 1 \ 

21. fiR u R 2 ,R 3 ) = -±- + -±- + ±- 

K 1 til *<3 

22. h(x , y 9 z ) = sen (2p x + y — 3 z) 


Derivadas direccionales 

En los ejercicios 37-40, determine las direcciones en que/crece y de- 
crece mas rapidamente en Pq, y calcule la derivada de/en cada direc- 
cion. Ademas, calcule la derivada de/en Pq en la direccion del vector 
v. 

37. fix,y) = cosxcosy, P 0 (P /4, p /4), v = 3i + 4j 

38. fix, y) = x 2 e 2 / P 0 (EO), v = i + j 

39. fix,y,z) = ln(2x + 3y + 6z), Pq (— E _ E 1), 
v = 2i + 3j + 6k 
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40. fix, y, z) = x 1 + 3xy - z 2 + 2y + z + 4, PgiO, 0, 0), 

v = i + j + k 

41. Derivada en direccion de la velocidad Calcule la derivada de 
fix, y, z) — xyz en la direccion del vector velocidad de la helice 

r (t) = (cos 3f)i + (sen 3/)j + 3fk 


en t = p /3. 

42. Maxima derivada direccional <,Cual es el valor maximo que la 
derivada direccional de f(x, y, z) — xyz puede tener en el punto 

(1, 1, D7 

43. Derivada direccional con valores dados En el punto (1, 2), la 

funcion/[x, y) tiene una derivada de 2 en la direccion hacia (2, 2) 
y una derivada de -2 en la direccion hacia (1, 1 ). 

a. Calcule f x { 1 , 2) y f y ( 1,2). 

b. Calcule la derivada de/en (1, 2) en la direccion hacia el pun- 
to (4, 6). 

44. ^Cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas, si/(x, y) es di- 
ferenciable en (xq, yo) ■ Justifique su respuesta. 


Rectas tangentes a curvas 

En los ejercicios 53 y 54, encuentre ecuaciones parametricas para la 
recta que es tangente a la curva de intersection de las superficies en el 
punto dado. 

53. Superficies: x 1 + 2y + 1z = 4, y = 1 

Punto: (1, 1, 1/2) 

54. Superficies: x + y 2 + z — 2, y = 1 

Punto: (1/2, 1, 1/2) 


Linealizaciones 


En los ejercicios 55 y 56, encuentre la linealizacion L(x, y) de la fun- 
cion /(x, y) en el punto Pg. Luego determine una cota superior para la 
magnitud del error E en la aproximacion fix, y) ~ L(x, y) sobre el 
rectangulo R. 


55. f(x,y) = sen x cosy, Po(P /4, p /4) 


R: 


x-V- 

4 


< 0 . 1 , 


< 0.1 


56. fix, y) = xy - 3y 2 + 2, P 0 (l, 1) 


a. Si u es un vector unitario, la derivada de/en (xo, yo) en la 
direccion de u es (f x (x 0 , y 0 )i + / y (-v 0 , yo)j) ■ u. 

b. La derivada de/en (xq, yo) en la direccion de u es un vector. 

c. La derivada direccional de/en (xg, yo) tiene su valor maximo 
en la direccion de Vf . 

d. En (xo, yo) , el vector Vf es normal a la curva 
f(x,y) = /(x 0 ,y 0 ). 

Estimaciones y sensibilidad a los cambios 

En los ejercicios 45 y 46, trace la superficie f(x, y, z) — c junto con 
Vf en los puntos dados. 

45. x 2 + y + z 2 = 0; (0, -1, ±1), (0,0,0) 

46. y 2 + z 2 = 4; (2. ±2, 0), (2, 0, ±2) 

En los ejercicios 47 y 48, determine una ecuacion para el piano tan- 
gente a la superficie de nivel fix, y, z) = c en el punto Pg.. Ademas, 
determine ecuaciones parametricas para la recta que es normal a la su- 
perficie en Pg. 

47. x 2 - y - 5z = 0, Pg( 2, -1,1) 

48. x 2 + y 2 + z = 4, P 0 (l, E2) 

En los ejercicios 49 y 50, determine una ecuacion para el piano tan- 
gente a la superficie z = /(x, y) en el punto dado. 

49. z = In (x 2 + y 2 ), (0,1,0) 

50. z = l/(x 2 + y 2 ), (1, 1, 1/2) 

En los ejercicios 5 1 y 52, determine ecuaciones para las rectas tangen- 
tes y normales a la curva de nivel /(x, y) = c en el punto Pg. Luego 
trace las rectas y la curva de nivel, junto con Vf en Pg. 

y 2 x 2 3 

51. y - senx = 1, P 0 (p ,1) 52. y - y = y P 0 (l, 2) 


R: \x - 1| < 0.1, jy - 1| < 0.2 

Determine las linealizaciones de las funciones de los ejercicios 57 y 

58 en los puntos dados. 

57. f(x, y, z) = xy + 2yz — 3xz at (1, 0, 0) and (1, 1, 0) 

58. f(x,y,z) = 2 2 cos x sen (y + z) at (0, 0, p /4) and (p /4, 
P/4,0) 

Gradientes, pianos tangentes y rectas normales 

59. Medicion del volumen de una tuberia Usted planea calcular 
el volumen dentro de un tramo de tuberia que tiene cerca de 36 
pulgadas de diametro y 1 rnilla de largo. ^Con cual medicion debe 
tener mas cuidado, con el largo o con el diametro? ^Por que? 

60. Sensibilidad al cambio Cerca del punto (1, 2), ^es mas sensible 
fix, y) = x 2 — xy + y 2 — 3 a los cambios en x o a los cambios 
en y? ^Como lo sabe? 

61. Cambio en un circuito electrico Suponga que la corriente 
I (amperios) en un circuito electrico se relaciona con el voltaje 
V (voltios) y la resistencia R (ohms) mediante la ecuacion 
/ = V/R . Si el voltaje cae de 24 a 23 voltios y la resistencia cae 
de 100 a 80 ohms, gl crece o decrece? ^Aproximadamente cuan- 
to? El cambio en /, ges mas sensible al cambio en el voltaje o al 
cambio en la resistencia? ^Como lo sabe? 

62. Error maximo al estimar el area de una elipse Si a = 10 cm 

y b = 16 cm con una aproximacion milimetrica, ^cual es el error 
porcentual maximo esperado al calcular el area A = p ab de la 
elipse x 2 /fl 2 + y 2 /b 2 = 1? 

63. Error al estimar un producto Sean y = uyyz = u + y, don- 
de u y v son variables independientes positivas. 

a. Si u se mide con un error de 2% y v con un error de 3%, 
^aproximadamente cual es el error porcentual en el valor cal- 
culado de y? 
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b. Muestre que el error porcentual del valor calculado de z es 
rnenor que el error porcentual del valor de y. 

64. Indice cardiaco Para poder comparar a las personas en estudios 
de salida cardiaca (ejercicio 25, section 3.7), los investigadores 
dividen la salida cardiaca medida entre el area de la superficie 
corporal para encontrar el (ndice cardiaco C: 

g _ salida cardiaca 

area de la superficie corporal ' 

El area de la superficie corporal B de una persona con peso w y 
altura h se calcula mediante la formula 

B = 71.84w 0,425 /j 0 ' 725 , 


75. /( x, y) = x 2 - y 2 - 2x + 4 y 

R: La region triangular acotada por abajo por el eje x, por arriba 
por la recta y = x + 2, y a la derecha por la recta x = 2 

76. f(x, y) = 4xy - x 4 - y 4 + 16 

R: La region triangular acotada por abajo por la recta y = —2, 
por arriba por la recta y = x, y a la derecha por la recta x = 2 

77. fix, y) = x 3 + y 3 + 3x 2 - 3y 2 

R: La region cuadrada encerrada por las rectas x = ± 1 y y = ±1 

78. fix, y) = x 3 + 3xy + y 3 + 1 

R: La region cuadrada encerrada por las rectas x = ± 1 y y = ±1 


que da B en centimetres cuadrados cuando w se mide en kilogra- 
mos y h en centimetres. Usted va a calcular el Indice cardiaco de 
una persona con las siguientes medidas: 

Salida cardiaca: 7 L/min (L/min = litres por minuto) 

Peso: 70 kg 

Altura: 180 cm 

<;,Que tendra un mayor efecto sobre el calculo, un error de 1 kg al 
medir el peso o un error de 1 cm al medir la altura? 

Extremos locales 

En las funciones de los ejercicios 65-70 verifique la existencia de ma- 
ximos y de mlnimos locales, as! como de puntos silla. Calcule el valor 
de cada funcion en estos puntos. 

65. fix, y) = x 2 — xy + y 2 + 2x + 2y — 4 

66. fix, y) = 5 jc 2 + 4xy - 2y 2 + 4x - 4y 

67. fix, y) = 2x 3 + 3xy + 2y 3 

68. fix, y) = x 3 + y 3 - 3xy + 15 

69. fix, y) = x 3 + y 3 + 3x 2 - 3y 2 

70. fix, y) = x 4 - 8x 2 + 3y 2 - 6y 

Extremos absolutos 

En los ejercicios 71-78, determine los valores maximos y mlnimos ab- 
solutos de/en la region R. 

71. fix, y) = x 2 + xy + y 2 - 3x + 3y 

R: La region triangular determinada en el primer cuadrante por la 
recta x + y = 4 

72. fix, y) = x 2 - y 2 - 2x + 4y + 1 

R: La region rectangular en el primer cuadrante acotada por los 
ejes coordenados y las rectas x = 4 y y = 2 

73. fix, y) = y 2 - xy - 3y + 2x 

R: La region cuadrada encerrada por las rectas x = ±2yy = ±2 

74. fix, y) = 2x + 2y - x 2 - y 2 

R: La region cuadrada acotada por los ejes coordenados y las rec- 
tas x = 2, y = 2 en el primer cuadrante 


Multiplicadores de Lagrange 

79. Extremos en una circunferencia Determine los valores extre- 
mos de/(x, y) = x 3 + y 2 en la circunferencia x 2 + y 2 = 1. 

80. Extremos en una circunferencia Determine los valores extre- 
mos de fix, y) = xy en la circunferencia x 2 + y 2 = 1. 

81. Extremos en un disco Determine los valores extremos de 
fix, y) = x 2 + 3y 2 + 2y en el disco unitario x 2 + y 2 £ 1. 

82. Extremos en un disco Determine los valores extremos de 
fix, y) = x 2 + y 2 — 3x — xy en el disco x 2 + y 2 < 9. 

83. Extremos en una esfera Determine los valores extremos de 
fix, y, z) = x — y + z en la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

84. Distancia minima al origen Determine los puntos sobre la su- 
perficie z 2 ~ xy = 4 mas cercanos al origen. 

85. Minimizar el costo de una caja Una caja rectangular cerrada 
debe tener un volumen de V cm 3 . El costo del material utilizado en 
la caja es a centavos/cm 2 para la tapa y el fondo, b centavos/cm 2 
para el frente y la parte posterior y c centavos/cm 2 para el resto 
de las caras. ^.Que dimensiones minimizan el costo total de los 
materiales? 

86. Menor volumen Determine el piano x/a + y/b + z/c = 1 
que pasa por el punto (2, 1, 2), y corta el menor volumen en el 
primer octante. 

87. Extremos en curvas de interseccion de superficies Encuentre 
los valores extremos de fix, y, z ) = x(y + z) en la curva de in- 
terseccion del cilindro circular recto x 2 + y 2 = 1 y el cilindro hi- 
perbolico xz — 1 ■ 

88. Distancia minima al origen sobre una curva de interseccion de 
un piano y un cono Determine el punto mas cercano al origen 
sobre la curva de interseccion del piano x + y + z — lyel cono 

z 2 =2x 2 + 2y 2 . 

Derivadas parciales con variables restringidas 

En los ejercicios 89 y 90, primero trace un diagrama que muestre las 

relaciones entre las variables. 

89. Si w = x 2 e yz y z — x 2 — y 2 determine 
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90. Sean U = f(P, V, T) la energfa interna de un gas que obedece la 
ley de los gases ideales PV = nRT in y R constantes). Determine 



Teori'a y ejemplos 

91. Sean w = f(r, U), r = 2 x 2 + y 2 , y U = tan -1 (y/x) . Calcule 
dw/dx y dw/dy y exprese sus respuestas en terminos de r y U . 

92. Sean z = f(u, y), u = ax + by, y y = ax — by . Exprese z x y z y 
en terminos de /„,/y y las constantes ay b. 

93. Si a y b son constantes, w = u 3 + tanh u + cos u y u — ax + by, 
muestre que 


a 


dw 

dy 


= b 


dw 

dx 


94. Uso de la regia de la cadena Si w = In (x 2 + y 2 + 2 z), x = 

r + s, y=r— syz — 2 rs, determine w r y w s mediante la regia 
de la cadena. Luego verifique su respuesta de otra manera. 

95. Angulo entre vectores Las ecuaciones e" cos y — x — 0 ye" sen 
y — y = 0 definen a u y y como funciones diferenciables de x y 
y. Muestre que el angulo entre los vectores 


du . , du . 

-r- l + — | 

dx dy J 


dx dy J 


es constante. 

96. Coordenadas polares y segundas derivadas A1 introducir las 
coordenadas polares x = r cos u y y = r sen U se cambia f(x, y) 
por g{r, ll). Determine el valor de d 2 g/d U 2 en el punto (r, u) = 
(2, p /2), dado que 

df = df^d 2 f = d 2 l = 

dx dy g x - gy' 1 

en ese punto. 


97. Recta normal paralela a un piano Encuentre los puntos so- 
bre la superficie 

(y + z) 2 + (z - x) 2 = 16 

donde la recta normal es paralela al piano _yz. 

98. Plano tangente paralelo al piano xy Encuentre los puntos so- 
bre la superficie 

xy + yz + zx — x~z 2 = 0 

donde el piano tangente es paralelo al piano xy. 

99. Cuando el gradiente es paralelo al vector posicion Suponga 
que Vf(x, y, z) siempre es paralelo al vector posicion xi + vj + 
zk. Muestre que entonces /( 0, 0, a) = f(0, 0, —a) para toda a. 

100. Derivacion en todas direcciones, pero sin gradiente Muestre 
que la derivada direccional de 

f(x, y, z) = 2 x 2 + y 2 + z 2 

en el origen es igual a 1 en cualquier direction pero que /no tie- 
ne vector gradiente en el origen. 

101. Recta normal por el origen Muestre que la recta normal a la 
superficie xy + z — 2 en el punto (1, 1, 1) pasa por el origen. 

102. Plano tangente y recta normal 

a. Trace la superficie x 2 — y 2 + z 2 = 4. 

b. Determine un vector normal a la superficie en (2, -3, 3). 
Agregue el vector a su dibujo. 

c. Determine ecuaciones para el piano tangente y la recta nor- 
mal en (2, -3, 3). 
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Derivadas parciales 

1. Funcion con punto silla en el origen Si resolvio el ejercicio 50 
de la section 14.2, sabra que la funcion 


fix, y) = 


2 2 
jr - y A 

xy 2 . 2 ’ 

x + y 


(x, y) * (0, 0) 

(x, y) = (0, 0) 


(vea la siguiente figura) es continua en (0, 0). Determine f xy ( 0, 0) 

y fyM o). 
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2. Busqueda de una funcion a partir de sus parciales Encuentre 
una funcion w = fix, y) cuyas primeras derivadas parciales son 
dw/dx = 1 + e' cosy y dw/d y = 2y — ^ seny y cuyo valor en 
el punto (In 2, 0) es In 2. 

3. Una prueba de la regia de Leibniz La regia de Leibniz dice 
que si/es continua en [a, b], y si u(x) y v{x) son funciones dife- 
renciables de x con valores en [a, b], entonces 

ill Mdt = mx))f x - f (u(,x))f x . 

Demuestre la regia a partir de 

g(u, y) = / fit) dt, u = u(x), y = y{x) 

J u 

y calculando dg/ dx con la regia de la cadena. 

4. Determination de una funcion con segundas parciales restrin- 
gidas Suponga que/es una funcion dos veces diferenciable de r, 
que r = 2 x 1 + y 2 + z 2 , y que 

fxx + fyy + fzz = 0. 

Muestre que para ciertas constantes ay b, 

fir ) =j + b. 

5. Funciones homogeneas Una funcion fix, y) es homogenea de 
grado n (n es un entero no negativo), si fitx , ty) = t"fix, y) para 
toda t, x y y. Para tal funcion (suficientemente diferenciable), de- 
muestre que 

df df 

a - + yjj = n f( x ’y) 


Gradientes y tangentes 

7. Propiedades de los vectores posicion Sean r = xi + yj + ck 

y r = |r|. 

a. Muestre que Vr = r/r. 

b. Muestre que V(r") = nr n ~ 2 r. 

c. Encuentre una funcion cuyo gradiente sea r. 

d. Muestre que r • dr = r dr. 

e. Muestre que V(A • r) = A para cualquier vector constante A. 

8. Gradiente ortogonal a una tangente Suponga que una funcion 
diferenciable f(x, y) tiene el valor constante c a lo largo de la cur- 
va diferenciable x — git), y = hit); es decir, 

figit), hit)) = c 

para todo valor de t. Derive ambos lados de esta ecuacion con res- 
pecto a t para mostrar que V/ es ortogonal al vector tangente a la 
curva en cada uno de sus puntos. 

9. Curva tangente a una superficie Muestre que la curva 

r(r) = (lnf)i + (?lnf)j + rk 
es tangente a la superficie 

xz 2 — yz + cosjcy = 1 

en (0, 0, 1). 

10. Curva tangente a una superficie Muestre que la curva 
r it) = (j ~ + (y _ 3^j + cos it - 2)k 

es tangente a la superficie 

x 3 + y 3 + z 3 ~ xyz = 0 

en (0, -1, 1). 


b. jt 


'^ + 2*y 


dx ' 


dxdy J 


+ y z 


dy 


= nin - 1)/. 


6. Superficie en coordenadas polares Sea 


fir, 11) 


sen 6 r 
6 r 


r # 0 
r = 0, 


donde ryU son coordenadas polares. Determine 
a. Um fir, u) b. f r i0,0) c. f u ir, ll), r ^ 0. 

r— >o 


z=f(r,6 ) 



Valores extremos 

11. Extremos en una superficie Muestre que los unicos maximos 
y mmirnos posibles para z en la superficie z — x 3 + y 3 — 9xy + 
27 ocurren en (0, 0) y (3, 3). Demuestre que no hay un maximo ni 
un minimo en (0, 0) y determine si z tiene un maximo o un mini- 
mo en (3, 3). 

12. Maximo en el primer cuadrante cerrado Determine el valor 
maximo de fix, y) — 6jrye^ 2 * +3:y) en el primer cuadrante cerrado 
(incluyendo los ejes no negativos). 

13. Volumen minimo cortado en el primer octante Determine 
el volumen minimo para una region acotada por los pianos x = 0, 
y = 0, z = 0 y por un piano tangente al elipsoide 



en un punto del primer octante. 



Capftulo 14 Ejercicios adicionales y avanzados 1065 


4. Distancia minima de una recta a una parabola en el piano xy 

Minimice la funcion f(x, y, u, y) = (jc — u) 2 + (y — y) 2 sujeta 
a las restricciones y = x + lyw = y 2 para determinar la distancia 
minima en el piano xy de la recta y = x + 1 a la parabola y 1 = x. 


Teoria y ejemplos 

5. Primeras parciales acotadas implican continuidad Demuestre 
el siguiente teorema: Si/(;t, y) esta definida en una region abierta 
R del piano xy, y si f x y f y estan acotadas en R, entonces/(x, y) es 
continua en R. (La hipotesis de estar acotadas es esencial). 

6. Suponga que r(r) = g(r)i + h(t) j + k(t) k es una curva regular 
en el dominio de una funcion diferenciable f(x, y, z). Describa la 
relation entre dfjdt, V/ y v = dr/dt. (,Que se puede decir acerca 
de V/ y v en los puntos interiores de la curva donde/tiene valo- 
res extremos con respecto a sus demas valores en la curva? Justi- 
fique su respuesta. 

7. Determinacion de funciones a partir de las derivadas parciales 

Suponga que/y g son funciones de x y y tales que 

3/ = dg 

dx dy ’ 


= 5 y f(0, 0) = 4. 

Encuentre f(x, y) y g(x, y). 

8. Razdn de cambio de la razon de cambio Sabemos que si f(x, 
y) es una funcion de dos variables y si u = ai + foj es un vector 
unitario, entonces D u f(x, y) = f x (x, y)a + f y (x, y)b es la razon 
de cambio de/(.r, y) en ( x , y) en la direccion de u. Proporcione 
una formula similar para la razon de cambio de la razon de cam- 
bio def(x, y) en ( x , y) en la direccion u. 

9. Trayectoria de una partlcula que busca calor Una partlcula 
que busca calor tiene la propiedad de que en cualquier punto (x, y) 
del piano se mueve en la direccion de mayor aumento de la tem- 
perature. Si la temperature en (x, y) es T(x, y) = —e~ 2y cos x, cos 
x, encuentre una ecuacion y = f(x) para la trayectoria de una par- 
tlcula que busca calor en el punto (p /4, 0). 

0. Velocidad despues de un rebote Una partlcula viaja en llnea 
recta con una velocidad constante i + j — 5k pasa por el punto 
(0, 0, 30) y golpea la superficie z = lx 1 + 3y 2 . La partlcula re- 
bota en la superficie, de modo que el angulo de reflexion es igual 
al angulo de incidencia. Si no hay perdida de rapidez, ^cual es la 
velocidad de la partlcula despues del rebote? Simplifique su res- 
puesta. 

1. Derivadas direccionales tangentes a una superficie Sea S la 

superficie dada por la grafica de f(x, y) = 10 — x 2 — y 2 . Su- 
ponga que la temperatura en el espacio en cada punto (x, y, z) es 
T(x, y, z) = x 2 y + y 2 z + 4x + 14 y + z. 

a. Entre todas las posibles direcciones tangentes a la superficie 
S en el punto (0, 0, 10), (,cual de ellas hara que la razon de 
cambio de la temperatura en (0, 0, 10) sea maxima? 


3/ dg 
dy dx y 

y suponga que 

| = 0, /(l, 2) = g(l, 2) 


b. ^Cual de las direcciones tangentes a S en el punto (1, 1,8) 
hara que la razon de cambio de la temperatura tenga un 
maximo? 

22. Perforacion de un agujero En una superficie plana de terreno, 
un grupo de geologos perforo un agujero directamente hacia aba- 
jo y choco con un deposito mineral a 1000 pies. Luego perforaron 
un segundo agujero a 100 pies al norte del primero y tocaron el de- 
posito de minerales a 950 pies. Un tercer agujero a 100 pies al este 
del primero golpeo el deposito a 1025 pies. Los geologos tienen 
razones para pensar que el deposito mineral tiene la forma de un 
domo y por razones economicas quieren encontrar el punto donde 
el deposito este mas cerca de la superficie. Suponga que la super- 
ficie es el piano xy, (,que direccion con respecto al primer agujero 
sugerirfa usted a los geologos para perforar el cuarto agujero? 


La ecuacion unidimensional del calor 

Si w(x, t) representa la temperatura en la position x en el instante t en 
una varilla conductora uniforme con lados perfectamente aislados 
(vea la siguiente figure), entonces las derivadas w xx y w t satisfacen una 
ecuacion diferencial de la forma 

1 

w xx = T w, . 
c 

Esta ecuacion se llama la ecuacion unidimensional del calor. El 
valor de la constante positiva c 2 se determina mediante el material de 
fabricacion de la varilla. Esta se ha determinado en forma experimen- 
tal para una gran variedad de materiales. Para una aplicacion fija, se 
encuentre el valor adecuado en una tabla. Por ejemplo, para el suelo seco, 
c 2 = 0.19 pies 2 /dfa. 


jc = 0 


w(x, t) es la temperatura en este 
punto en el instante t. 


X 

En qufmica y bioqulmica, la ecuacion del calor se conoce como 
la ecuacion de difusion. En este contexto, w(x, t) representa la con- 
centracion de una sustancia disuelta, sal por ejemplo, que se difunde a 
lo largo de un tubo lleno de liquido. El valor de w(x, t) es la concentra- 
tion en el punto x en el instante t. En otras aplicaciones, w(x, t ) repre- 
senta la difusion de un gas en un tubo largo y delgado. 

En ingenierfa electrica, la ecuacion del calor aparece en las formas 

Yxx = RCy, 
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Estas ecuaciones describen el voltaje y y el flujo de corriente i en un 
cable coaxial o en cualquier otro cable donde la perdida y la inductan- 
cia son despreciables. Las funciones y constantes de estas ecuaciones 
son 


23. Determine todas las soluciones de la ecuacion unidimensional del 
calor de la forma w = e rt sen p x, donde r es una constante. 


y(x, t ) = voltaje en el punto x en el instante t 
R = resistencia por unidad de longitud 
C = capacitancia del suelo por unidad de longitud del cable 


24. Determine todas las soluciones de la ecuacion unidimensional del 
calor de la forma w = e" sen kx y que satisfagan las condiciones 
w(0, t) = 0 y w(L, t) = 0. r,Que ocurre con estas soluciones cuan- 
do t — > oo? 


i{x, t) = corriente en el punto x en el instante t. 


Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica 


Modulo Mathematica/Maple 

Graficacion de superficies 

Genere de manera eficiente graficas de superficies, contornos y curvas de nivel. 

Modulo Mathematica/Maple 

Analisis de las matematicas tras las patinetas: analisis de la derivada direccional 

Se presenta la trayectoria de una patineta, primero en un piano, luego en una rampa y finalmente en un paraboloide. Calcule, trace y analice la de- 
rivada direccional en terminos de la patineta. 

Modulo Mathematica/Maple 

Biisqueda de patrones y aplicacion del metodo de minimos cuadrados a datos reales 

Ajuste una recta a un conjunto de datos numericos, eligiendo la recta que minimice la suma de los cuadrados de las distancias verticales de los 


puntos a la recta. 


Modulo Mathematica/Maple 

Lagrange patina: ;a que altura llego? 

Revise y analice las aventuras de los patinadores, para que encuentre las alturas maximas y minimas, desde una perspectiva grafica y una analiti- 
ca, por medio de los multiplicadores de Lagrange. 



Integrales Multiples 


INTRODUCCION En este capftulo consideramos la integral de una funcion de dos variables 


f(x, y) sobre una region en el piano y la integral de una funcion de tres variables /(x, y, z) sobre 
una region en el espacio. Estas integrales se conocen como integrales multiples y se definen 
como el lfmite de las sumas de Riemann, de manera similar al caso de las integrales de una 
variable que presentamos en el capftulo 5. Podemos usar las integrales multiples para calcular 
cantidades que varfan sobre dos o tres dimensiones, como la masa total o el momento angular 
de un objeto de densidad variable, asf como el volumen de solidos con fronteras curvas. 



Integrales dobles 


En el capftulo 5 ofrecimos la definicion de la integral definida de una funcion continua 
/(x) sobre un intervalo [a, b] como el lfmite de las sumas de Riemann. En esta section am- 
pliaremos esta idea para definir la integral de una funcion continua de dos variables/(x, y) 
sobre una region acotada R en el piano. En ambos casos, las integrales son el lfmite de su- 
mas de Riemann. Las sumas de Riemann para la integral de una funcion /(x) de una varia- 
ble se obtienen partiendo un intervalo finito en pequenos subintervalos, multiplicando el 
ancho de cada subintervalo por el valor de/en un punto c k dentro de ese subintervalo, y 
luego sumando todos estos productos. Un metodo similar de partir, multiplicar y sumar 
sirve para construir integrales dobles. Sin embargo, esta vez dividimos una region plana R 
en pequenos rectangulos, en lugar de pequenos subintervalos. Luego consideramos el pro- 
ducto del area de cada pequeno rectangulo por el valor de/en un punto dentro del rectan- 
gulo, y finalmente sumamos todos estos productos. Cuando / es continua, estas sumas 
convergen a un numero si en cada uno de los pequenos rectangulos su ancho y su altura 
tienden a cero. El lfmite es la integral doble de/ sobre R. Al igual que en el caso de los in- 
tervalos, podemos evaluar las integrales multiples por medio de antiderivadas, lo que nos 
libera de la enorme tarea de calcular una integral doble directamente como el lfmite de su- 
mas de Riemann. El principal problema practico que surge al evaluar las integrales multi- 
ples consiste en determinar los lfmites de integracion. Aunque evaluamos las integrales del 
capftulo 5 sobre un intervalo determinado por sus dos extremos, las integrales multiples se 
evaluan sobre una region en el piano o el espacio. Esto da lugar a lfmites de integracion con 
variables, ademas de constantes, y es precisamente la description de las regiones de inte- 
gracion la principal caracterfstica nueva que aparece en calculo de las integrales multiples. 

Integrales dobles sobre rectangulos 

Comenzamos nuestro estudio de las integrales dobles considerando el tipo mas sencillo de 
region plana, un rectangulo. Consideremos una funcion /(x, y) definida en una region rec- 
tangular R, 


R- a < x < b, c < y < d. 
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FIGURA 15,1 Cuadricula rectangular que 
divide la region R en pequenos rectangulos 
de area A A* = Ajq- A yj.. 


Subdividimos a R en pequenos rectangulos usando una red de rectas paralelas a los ejes x 
y y (figura 15.1). Las rectas dividen a R en n partes rectangulares, donde el numero de par- 
tes n crece cuando el ancho y la altura de cada una de ellas se vuelven mas pequenos. Es- 
tos rectangulos forman una particion de R. Una pequena parte rectangular de ancho Ax y 
de altura Ay tiene un area AA = AxAy. Si numeramos las pequenas partes que dividen a 
R en cierto orden, entonces sus areas estan dadas por A ,4 ] , AA 2 , . . . , A A„, donde AA* es el 
area del k-esi mo pequeno rectangulo. 

Para formar una suma de Riemann sobre R, elegimos un punto (x*, y/ { ) en el fc-esimo 
pequeno rectangulo, multiplicamos el valor de/en ese punto por el area A A^, y sumamos 
los productos: 

n 

Sn = 2 /(**> yk) &A k . 

k= 1 

Dependiendo de la election de (xy, y/.) en el fc-esimo pequeno rectangulo, podemos obte- 
ner distintos valores de S n . 

A nosotros nos interesa saber que ocurre con las sumas de Riemann cuando las an- 
churas y las alturas de todos los rectangulos pequenos de la particion de R tienden a cero. 
La norma de una particion P, que se escribe ||P||, es el mayor de los anchos o de las alturas 
de los rectangulos en la particion. Si |P|| = 0.1 entonces todos los rectangulos de la parti- 
cion de R tienen un ancho maximo de 0. 1 y una altura maxima de 0. 1. A veces, las sumas 
de Riemann convergen cuando la norma de P tiende a cero, lo que se escribe ||P|| — > 0. El 
lfmite resultante se escribe como 


lfm 

Hl-o 


2 

k= 1 


f(xk, yk) A A k . 


Cuando ||P|| — * 0 los rectangulos se vuelven mas angostos y mas cortos, y su numero 11 au- 
menta, de modo que tambien podemos escribir este lfmite como 

n 

lfm 2 f(*k,yk) AA*. 

sin perder de vista que A A* — * 0 cuando n—> 00 y ||p|| — * 0. 

Hay muchas elecciones implicadas en un lfmite de este tipo. La coleccion de peque- 
nos rectangulos queda determinada por la cuadricula formada por las rectas horizontales y 
verticales que determinan una particion rectangular de R. En cada uno de los pequenos 
rectangulos resultantes se elige un punto arbitrario (x/ f , >y) donde se evalua f. Estas elec- 
ciones determinan una sola suma de Riemann. Para formar un lfmite, repetimos todo el 
proceso una y otra vez, eligiendo particiones tales que los anchos y las alturas de los rec- 
tangulos tiendan a cero, y cuyo numero tienda a infinito. 

Cuando existe el lfmite de las sumas S n es porque se obtiene el mismo valor lfmite sin 
importar las elecciones establecidas, y entonces la funcion/es integrable, mientras que al 
lfmite se conoce como la integral doble de/ sobre R, que se escribe como 


/(x, y) dA o 


f(x, y) dxdy. 


R R 

Podemos mostrar que si/(x, y) es una funcion continua en R, entonces /es integrable, al 
igual que en el caso de una variable que explicamos en el capitulo 5. Muchas funciones 
discontinuas tambien son integrables, incluso las funciones que son discontinuas en solo 
un numero finito de puntos o en curvas regulares. Dejaremos la demostracion de estos he- 
chos para un texto mas avanzado. 


Integrables dobles como volumenes 

Cuando /(x, y) es una funcion positiva sobre una region rectangular R del piano xy, po- 
demos interpretar la integral doble de/ sobre R como el volumen de la region solida tri- 
dimensional sobre el piano xy acotada abajo por R y arriba por la superficie z = f(x, y) 
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z 


z =/(*, y) 
/ 



FIGURA 15.2 La aproximacion de 
solidos con cajas rectangulares nos lleva a 
definir los volumenes de solidos mas 
generales como integrales dobles. El 
volumen del solido que aparece aquf es la 
integral doble de/(x, y ) sobre la region 
base R. 


z 


4 



FIGURA 15.4 Para obtener el area de la 
seccion transversal A(x), mantenemos a x 
fija e integramos con respecto a y. 


(figura 15.2). Cada termino /(x^, >’*) de la suma S n = 2 f(x yk) AA* es el volumen 
de una caja rectangular vertical que se aproxima al volumen de la porcion del solido que 
esta directamente sobre la base AA k . Asf, la suma S„ se aproxima a lo que llamaremos el 
volumen total del solido. Definimos este volumen como 


Volumen = lfm S„ 

n — >oo 


f(x, y) dA, 


donde A A k —* 0 cuando n — » oo. 

Como podi'amos esperar, este metodo general para calcular volumenes coincide con 
los metodos del capftulo 6, pero aquf no demostraremos esto. La figura 15.3 muestra que 
las aproximaciones al volumen mediante sumas de Riemann son cada vez mas precisas 
cuando el numero n de cajas aumenta. 



(a) n = 16 (b) n = 64 (c) n = 256 

FIGURA 15.3 Cuando n crece, las aproximaciones mediante sumas de Riemann 
tienden al volumen total del solido que aparece en la figura 15.2. 


Teorema de Fubini para calcular integrales dobles 

Suponga que queremos calcular el volumen que existe bajo el piano z = 4 — x — y sobre 
la region rectangular fi:0si^2,0£) , s 1 en el piano xy. Si aplicamos el metodo de 
rebanado de la seccion 6.1, con rebanadas perpendiculares al eje x (figura 15.4), entonces 
el volumen es 


A(x) dx. 


}x = o 


( 1 ) 


donde A(x) es el area de la seccion transversal en x. Para cada valor de x, podemos calcular 
A(x) mediante la integral 


ry= i 

A(x) = / (4 — x — y) dy, 

Jy = o 


( 2 ) 


que es el area bajo la curva z = 4— x — yenel piano de la seccion transversal en x. Al 
calcular A(x), x se mantiene fija y se integra con respecto a y. Al combinar las ecuaciones 
(1) y (2), vemos que el volumen de todo el solido es 


fx=2 

Volumen = / A(x) dx 

Jx = o 



fy= i 

!y=0 


(4 



dx 


lx = o 


4y — xy 


2 


y = l 


dx 


y=0 




dx 



( 3 ) 
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z 



FIGURA 15.5 Para obtener el area de la 
seccion transversal A(y), mantenemos y 
fija e integramos con respecto a x. 


BiografIa Historica 

Guido Fubini 
(1879-1943) 


Si solo queremos escribir una formula para el volumen, sin realizar las integraciones, 
podemos escribir 

Volumen = / / (4 — x — y) dydx. 

Jo Jo 


La expresion de la derecha, llamada integral iterada, dice que el volumen se obtiene inte- 
grando4 — x — y con respecto ay desde v = 0 hast a y = 1, con x fija, y despues integran- 
do la expresion resultante en x con respecto a x desde x = 0 hasta x = 2. Los lfmites de 
integracion 0 y 1 se asocian con y, de modo que se colocan en la integral mas cercana a dy. 
Los otros lfmites de integracion, 0 y 2, se asocian con la variable x, de modo que se colo- 
can en el sfmbolo integral exterior asociado a dx. 

(i Que habrfa ocurrido si hubieramos calculado el volumen rebanandolo con pianos 
perpendiculares al eje y (figura 15.5)? Como funcion de y, el area de la seccion transversal 
tfpica es 


rx= 2 

My) = / (4 — x — y) dx 

Jx = 0 



x=2 

x=0 


= 6 — 2y. 


(4) 


Por tanto, el volumen de todo el solido es 


ry = i 


fy=l 


Volumen = 


A(y) dy = (6 - 2 y) dy = [6y - y 2 ]g = 5, 


h = o 


lo que concuerda con nuestro calculo anterior. 

De nuevo, podemos expresar la formula del volumen como una integral iterada escri- 
biendo 


f 2 

Volumen = / / (4 — x — y) dxdy. 

Jo Jo 


La expresion de la derecha dice que podemos determinar el volumen integrando 
4 — x — y con respecto a x desde x = 0 hasta x = 2 como en la ecuacion (4), e integran- 
do el resultado con respecto a y desde y = 0 hasta y = 1. En esta integral iterada, el or- 
den de integracion es primero x y luego y, el orden inverso al de la ecuacion (3). 

( : ,Quc tiene que ver el calculo de estos volumenes mediante integrales iteradas con la 
integral doble 


(4 — x — y) dA 


sobre el rectangulo R: 0 < x < 2, 0 < y < l?La respuesta es que ambas integrales ite- 
radas dan el valor de la integral doble. Esto es razonable, pues la integral doble mide el 
volumen de la misma region que las dos integrales iteradas. Un teorema publicado en 1907 
por Guido Fubini dice que la integral doble de cualquier funcion continua sobre un rectan- 
gulo puede calcularse como una integral iterada en cualquier orden de integracion. (Fubini 
demostro su teorema de manera mas general, pero esto es lo que dice en nuestro caso). 


TEOREMA 1 Teorema de Fubini (primera forma) 

Si f(x, y) es continua en la region rectangular R: a < x < b, c < y < d, en- 
tonces 


JJ f(x,y)dA 

R 



f(x, y) dx dy 


f(x, y) dy dx. 
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El teorema de Fubini dice que las integrates dobles sobre rectangulos pueden calcu- 
larse mediante integrates iteradas. Entonces, podemos evaluar una integral doble, inte- 
grando con respecto a una variable a la vez. 

El teorema de Fubini tambien dice que podemos calcular la integral doble, integrando en 
cualquier orden, lo que es muy conveniente, como veremos en el ejemplo 3. Cuando 
calculamos un volumen rebanandolo, podemos usar pianos perpendiculares al eje x o pia- 
nos perpendiculares al eje y. 

EJEMPLO 1 Evaluation de una integral doble 

Calcular ff R fix, y ) dA para 

fix, y) = 1 - 6 x 2 y y R : 0 < x < 2, -1 < y < 1. 


Solucion Por el teorema de Fubini, 


fix, y) dA = J j ( 1 — 6x 2 y) dx dy = 


x ~ 2 x J L =n dy 


Ji2 ~ 16y) dy = [ly - By 2 ]!, = 4. 


Al invertir el orden de integracion se obtiene la misma respuesta: 


r/: 


(1 — 6x 2 y) dy dx = I [y — 3x 2 y 2 ]^ = i t dx 


[(1 - 3x 2 ) - (-1 - 3x 2 )] dx 


2 dx = 4. 


Jo 

USO DE LA TECNOLOGE Integracion multiple 

La mayoria de los programas de algebra por computadora calculan integrates multiples e 
iteradas. El procedimiento tipico consiste en aplicar la instruccion de integracion del 
programa en iteraciones anidadas de acuerdo con el orden de integracion especificado. 


Integral 

Formulacion tfpica del programa 

JJ x 2 y dx dy 

int (int (x A 2 * y, x), y) ; 

rp/4 r 1 


/ x cos y dx dy 

int (int (x * cos (y), x = 0 . . 1), y = —Pi/3 . . Pi/4); 

J- P /3 Jo 



Si un programa no puede producir un valor exacto para una integral definida, por lo ge- 
neral encuentra un valor aproximado numericamente. Establecer los parametros de una 
integral multiple para que un programa la resuelva, puede ser una tarea nada sencilla, y 
es necesario comprender como describir las fronteras de la region y como definir ade- 
cuadamente una integral. 
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FIGURA 15.6 Una cuadrfcula rectangular 
que divide una region acotada no 
rectangular en celdas rectangulares. 


I ntegrales dobles sobre regiones acotadas no rectangulares 

Para definir la integral doble de una funcion/(x, v) sobre una region acotada no rectangu- 
lar R, como la que aparece en la figura 5.6, de nuevo cuadricularemos R con pequenas cel- 
das rectangulares cuya union contenga a todos los puntos de R. Sin embargo, no podemos 
cubrir a R con un numero finito de rectangulos que esten dentro de R, pues al ser su fron- 
tera curva, algunos de los pequenos rectangulos de la cuadrfcula estaran parcialmente fuera 
de R. Para formar una particion de R se consideran los rectangulos que estan completa- 
mente dentro de R, sin usar aquellos que estan parcial o completamente fuera. En el caso 
de las regiones comunes, se cubre una porcion cada vez mayor de R cuando la norma de la 
particion (el maximo ancho o altura de cualquier rectangulo utilizado) tiende a cero. 

Una vez con una particion de R , numeramos los rectangulos en algiin orden de I an; 
sea A Ak el area del Uesimo rectangulo. Luego elegimos un punto (x*, y/ f ) en el Uesimo 
rectangulo y formamos la suma de Riemann 


S n = 2 /(**> yk) ^Ak- 

k= 1 

Cuando la norma de la particion correspondiente a S„ tiende a cero, ||P|| —* 0, el ancho y la 
altura de cada rectangulo tiende a cero y su numero tiende a inf ini to. Si fix, y) es una fun- 
cion continua, entonces estas sumas de Riemann tienden a un valor limite, que no depende 
de las elecciones hechas. Este lfmite se llama la integral doble de fix, y) sobre R: 


Um 2 /(**> aa a . = 


/(x, y) dA. 


y 





*1 



R 2 R = R l yjR 2 

0 

V '"- 


JJ f(x , y) dA = JJ fix, y) dA + JJ fix, y) dA 
R R\ R 2 


FIGURA 15. 1 La propiedad de aditividad 
para regiones rectangulares tambien es 
valida para regiones acotadas por curvas 
continuas. 


La naturaleza de la frontera de R introduce aspectos que no estaban presentes en las 
integrales sobre un intervalo. Cuando R tiene una frontera curva, los n rectangulos de una 
particion estan dentro de R, pero no la cubren toda. Para que una particion aproxime bien a 
R, las partes de R cubiertas por pequenos rectangulos parcialmente fuera de R deberan ser 
despreciables conforme la norma de la particion tienda a cero. Esta propiedad de “casi 
ser cubierta completamente” por una particion de norma pequena es satisfecha por todas 
las regiones que estudiaremos. No hay problema con las fronteras formadas por poligonos, 
circunferencias, elipses y graficas continuas sobre un intervalo, unidas entre si por los 
extremos. Una curva con forma “fractal” seria problematica, pero tales curvas no son im- 
portantes para la mayoria de las aplicaciones. El analisis detallado del tipo de regiones R 
que pueden utilizarse para calcular integrales dobles se deja para un texto mas avanzado. 

Las integrales dobles de funciones continuas sobre regiones no rectangulares tienen las 
mismas propiedades algebraicas (resumidas mas adelante) que las integrales sobre regiones 
rectangulares. La propiedad de aditividad de dominios dice que si R puede descomponerse 
en dos regiones no traslapadas, Ri y R 2 con fronteras formadas por un numero finito de seg- 
mentos de recta o de curvas regulares (vea la figura 15.7 para un ejemplo), entonces 


fix, y) dA = 


fix, y) dA + IJ f{x, y) dA. 
R 2 


Si fix, y) es positiva y continua sobre R definimos el volumen de la region solida entre 
R y la superficie z = fix, y) como JJ R fix, y) dA, como antes (figura 15.8). 

Si R es una region como la que aparece en el piano xy de la figura 15.9, acotada “por 
arriba” y “por abajo” por las curvas y = g 2 ix) y y = gi(x) y a los lados por las rectas 
x = a, x = b, de nuevo podemos calcular el volumen mediante el metodo del rebanado. 
Primero calculamos el area de la seccion transversal 


A(x) = 


fy=g iix) 


)y=g\(*) 


fix, y) dy 
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z =f(x, y ) 

/ Altura =f(x k ,y k ) 



Volumen = Km ^f(x k , y k ) A A k ={{ f(x, y) dA 

R 


Definimos el volumen de 
solidos con bases curvas de la misma forma que 
definimos el volumen de solidos con bases 
rectangulares. 


z 



FIGURA 15.9 El area de larebanada 
vertical que se muestra es 

rg i(x) 

Mx ) = / f(x, y ) dy. 

Jg iW 

Para calcular el volumen del solido, 
integramos el area desde x = a hasta 
x = b. 


FIGURA 15.10 El volumen del solido 
que se muestra es 

rd rd rli 2 (y) 

/ A(y) dy = / / f(x,y)dxdy. 

Jc Jc Jhiiy) 



y luego integramos A(x ) desde x = a hasta x = b para obtener el volumen como una inte- 
gral iterada: 

rb rb r gl (x) 

V= A(x) dx = / / f(x,y)dydx. (5) 

Ja Ja J gi(x) 

De manera similar, si R es una region como la que aparece en la figura 15.10, acotada 
por las curvas x = Ii 2 (y) y x = h\(y) y las rectas y = c y y = d, entonces el volumen 
calculado por rebanadas esta dado por la integral iterada 

n hi{y) 

f(x,y)dxdy. (6) 

i(>0 

El hecho de que las integrales iteradas de las ecuaciones (5) y (6) den el volumen de- 
finido como la integral doble de/sobre R es consecuencia de la forma mas fuerte del teo- 
rema de Fubini. 


TEOREMA 2 Teorema de Fubini (Forma mas fuerte) 

Sea fix, y) continua en una region R. 

1. Si R esta definida por a < x s b, gi(x) < y < giix), con gi y gi continuas 
en [a, b], entonces 


JJ f(x , y) dA 

R 


b rg 2 (x) 


g iM 


f(x, y) dy dx. 


2. Si R esta definida por c ^ y ^ d, h\{y) < x ^ /t 2 (y). con li\ y hi continuas 
en [a, b], entonces 


JJ f{x,y)dA 

R 


d rh 2 (y) 


c Jhi(y) 


f(x, y) dx dy. 
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EJ EMPLO 2 Calculo de un volumen 

Determinar el volumen del prisma cuya base es el triangulo en el piano xy acotado por el 
eje x y las rectas y = x y x = 1 y cuya parte superior esta en el piano 

z = f(x, y) = 3 - x - y. 


Vea la figura 15.11 de la pagina 1075. Para cualquier a entre 0 y 1, y puede 
variar desde y = 0 hasta y = x (Figura 15.1 lb). Por tanto. 


V = 


rr 

1 0 Jo 
r i 


lo 


(3 — x — y) dy dx = 
3x 2 


/ o L 


r 


2 1v=jc 


3>’ ~ xy - 2 


dx 


Jy=0 


3x — 


dx = 


3x 2 x 3 


x=l 


= 1. 


Jjc=0 


A1 invertir el orden de integracion (figura 15.11c), la integral del volumen es 


l r 1 


V = 


JO Jy 

[ 


(3 — x — y) dx dy = 


3x — ^ — xy 


x=l 


dy 


3-\-y-3y + y - Y + y 2 )dy 


4 y + |y 2 J dy = 


5 o 2 , ? 

+ T 


y=i 


= 1. 


y=0 


Las dos integrates son iguales, como debe ser. 

Aunque el teorema de Fubini nos garantiza que una integral doble puede calcularse co- 
mo una integral iterada en cualquier orden de integracion, tal vez sea mas sencillo calcular 
una de las integrates que la otra. El siguiente es un ejemplo de esto. 

EJ EMPLO 3 Evaluacion de una integral doble 

Calcular 


senx 


dA, 


donde R es el triangulo en el piano xy acotado por el eje x, la recta y = x , y la recta x = 1 . 

Solucion La region de integracion aparece en la figura 15.12. Si primero integramos 
con respecto a y y luego con respecto a x, tenemos 


senx 


dy I dx = 


senx 


y=x 


dx = 


sen x dx 


_b=oy 

= — cos(l) + 1 ~ 0.46. 

Si invertimos el orden de integracion e intentamos calcular 

'1 r\ 


sen x 


dx dy. 


x 
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FIGURA 15.11 (a) Prisma con una base triangular en el piano xy. El volumen de este prisma se 

define corno una integral doble sobre R. Para evaluarla como una integral iterada, podemos integrar 
primero con respecto a y y luego con respecto ar,o bien en el orden inverso (ejemplo 2). 

(b) Limites de integration de 


Jx = o Jy = o 


fix, y ) dy dx. 


Si integramos primero con respecto a y, integramos a lo largo de una recta vertical que pasa por R y 
luego integramos de izquierda a derecha para incluir todas las rectas verticales en R. 

(c) Limites de integration de 



fix, y) dx dy. 



FIGURA 15.12 La region de integration 
en el ejemplo 3. 


Si integramos primero con respecto a x, integramos a lo largo de una recta vertical que pasa por R y 
luego integramos de abajo hacia arriba para incluir todas las rectas horizontales en R. 


tenemos un problema, pues f ((sen x)/x) dx no puede expresarse en terminos de funciones 
elementales (no existe una antiderivada sencilla). 

No existe una regia general para predecir cual serfa el orden de integration adecuado 
en circunstancias como estas. Si el orden elegido no funciona, trate con el otro. A veces, 
ninguno de los ordenes funciona, y habra que utilizar aproximaciones numericas. 
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Como determinar los h'mites de integration 

Ahora veremos un procedimiento para determinar los lfmites de integracion, que sirve 
para muchas regiones en el piano. Las regiones mas complicadas, para las que no sirve este 
procedimiento, con frecuencia pueden separarse en partes para que el procedimiento 
funcione. 

Cuando tenga que evaluar ff R f(x, y) dA, integre primero con respecto a v y luego con 
respecto a x\ haga lo siguiente: 

1. Haga un bosquejo. Trace la region de integracion y marque cada curva que determina 
la frontera. 


y 



2. Determine los l unites de integracion en y. Imagine una recta vertical L que atraviese a 
R en la direction creciente de y. Marque los valores de y donde L entra y sale. Estos 
son los lfmites de integracion en y y son por lo general funciones de x (en lugar de 
constantes). 


y 



3. Determine los h'mites de integracion en x. Elija los lfmites en a que incluyan todas las 
rectas verticales que atraviesen R. La integral que aparece aquf es 


JJ f(x, y)dA = 

R 



= 2 1 - 


h= i- 


f(x, y) dy dx. 
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Para evaluar la misma integral doble como una integral iterada con el otro orden de 
integracion, en los pasos 2 y 3 usamos rectas horizontales en lugar de verticales. La inte- 
gral es 


JJ fix, y) dA 

R 


i r 2 t- 


Q Jl-y 


fix, y ) dx dy. 



Ejl EMPLO 4 Como invertir el orden de integracion 

Trazar la region de integracion para la integral 

(4x + 2) dy dx 

y escribir una integral equivalente con el orden de integracion inverso. 

Solucion La region de integracion esta dada por las desigualdades r 2 < y < 2r y 
0 s r < 2. Por tanto, es la region acotada por las curvas y = x 2 y y = 2x entre x = 0 
y x = 2 (figura 15.13a). 



y y 




FI GURA 15. 13 Region de integracion para el ejemplo 4. 


Para encontrar los lfmites de integracion en el orden inverso, imaginamos una recta 
horizontal que pase de izquierda a derecha por la region. Entra en x = y/2 y sale en 
x = 2 y. Para incluir todas estas rectas, hacemos que y varfe desde 
y = 0 hasta y = 4 (figura 15.13b). La integral es 


4 r2 y 


/0 Jy/2 

El valor comun de estas integrales es 8. 


(4x + 2) dx dy. 
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Propiedades de las i ntegrales dobles 

A1 igual que las integrales simples, las integrales dobles de funciones continuas tienen 
propiedades algebraicas que resultan utiles en calculos y aplicaciones. 


Propiedades de las integrales dobles 
Si f(x, y) y g(x, y) son continuas, entonces 


1. Multiplo constants. JJ cf(x,y) dA = cJJ f(x,y) clA (c arbitrario) 

R R 

2. Suma y resta: 

{f{x, y) ± g(x, y))dA = JJ f(x, y) dA ± JJ g{x, y) dA 

R R R 

3. Domination: 

(a) JJ f{x, y) c/A > 0 si f(x, y) > 0 en R 

R 

(b) JJ fix, y) dA > JJ g{x, y) dA si f{x, y) > g{x, y) en R 

R R 


4 . Aditividad: JJ f{x,y)dA = JJ f(x,y) dA + JJ f{x,y)dA 

R R\ Rj 

si R es la union de dos regiones R\ y AS que no se traslapan (figura 15.7). 


La idea detras de estas propiedades es que las integrales se comportan como sumas. Si 
la funcion fix, y) se reemplaza por su multiplo (fix, y), entonces una suma de Riemann 
para / 

Sn = 2 fi X k’ yk) A A k 

k=\ 

se reemplaza por una suma de Riemann para cf 

n n 

2 c f( x k > yk) &A k = f(xk, yk) Aa a . = cS n . 

k = 1 k = 1 

A1 considerar los lfmites cuando n —* cxd se tiene que c lfm„^>oo Sn = cfJ R fdA y 
lim„^oo cS n = ff R cf dA son iguales. Esto implica que la propiedad del multiplo constante 
pasa de las sumas a las integrales dobles. 

Las demas propiedades tambien son faciles de verificar para las sumas de Riemann y 
pasan a las integrales dobles por la misma razon. Aunque esta explicacion nos da una idea, 
una demostracion de la validez de estas propiedades requiere un analisis mas detallado so- 
bre la convergencia de las sumas de Riemann. 


15.1 I ntegrales dobles 1079 


EJ ERCICIOS 15.1 

Determination de regiones de integration 
e integrates dobles 

En los ejercicios 1-10, trace la region de integracion y evalue la in- 
tegral. 




En los ejercicios 11-16, integre/sobre la region dada. 

11. Cuadrilatero f(x, y) = x/y sobre la region del primer cuadran- 
te acotado por las rectas y = x, y = 2x, x = 1, x = 2 

12. Cuadrado /( x,y) = l/(ry) sobre el cuadrado 1 £ x £ 2, 
1 < y < 2 

13. Triangulo f(x,y) = x : + y 2 sobre la region triangular con 
vertices (0, 0), (1, 0) y (0, 1 ) 

14. Rectangulo f(x, y) = y cos xy sobre el rectangulo 0 s i s p , 

0 < y < 1 

15. Triangulo /(«, y) = y — 2 u sobre la region triangular corta- 
da desde el primer cuadrante del piano u) por la recta u + y = 1 

16. Region curva f(s, t ) = e' In t sobre la region del primer cua- 
drante del piano st que esta arriba de la curva s = In t desde 
t = 1 hasta t — 2 

Cada uno de los ejercicios 17-20 da una integral sobre una region de 
un piano con coordenadas cartesianas. Trace la region y evalue la in- 
tegral. 

r o r - y 

17. J J 2 dp dy (el piano py) 

n 2 1-j 2 

8 1 dt ds (el piano st) 

/ p /3 Psect 

/ 3 cos t du dt (el piano tu) 

P/3J0 

r 3 rA-2u . _ . 

20. / / . dy du (el piano uy) 

Jo J i y- 

Inversion del orden de integration 

En los ejercicios 21-30, trace la region de integracion y escriba una in- 
tegral doble equivalente, con el orden de integracion inverso. 


21. 

a: 

-2x 

dy dx 

22. 

[ [ dxdy 

J0 Jy—2 

23. 

a: 

y 

dx dy 

24. 

JT 

2 

dy dx 

25. 

a: 

dy dx 

26. 

C4 v 

g _o 

dx dy 

27. 

fV2 r 

Jo Jo 

9-4x 2 

16jc dy dx 

28. 

rl rA-y 

Jo Jo 

y dx dy 

29. 


xAp 

3y dx dy 

i-r 2 

30. 

r 2 r 2 4 

Jo J -2 4~- 

6jt dy dx 

-XT' 


Evaluation de integrales dobles 

En los ejercicios 31-40, trace la region de integracion, invierta el or- 
den de integracion y evalue la integral. 




f i/ie r 1/2 

37. / / cos (16p Jt 5 ) dx dy 

Jo V 4 



39. Region cuadrada JJ R (y ~ 2x 2 ) dA donde R es la region aco- 
tada por el cuadrado | jc 4- y | = 1 

40. Region triangular ff R xy dA donde R es la region acotada por 
las rectas y = x, y = 2x, y x + y — 2 

Volumen debajo de una superficie z = f{x, y) 

41. Determine el volumen de la region acotada arriba por el parabo- 
loide z = x 1 + y 1 y abajo por el triangulo encerrado por las rec- 
tas y = x, x = 0, y x + y = 2 en el piano xy. 

42. Determine el volumen del solido acotado arriba por el cilindro 
z = x 2 y abajo por la region encerrada por la parabola 
y = 2 — x 2 y la recta y = x en el piano xy. 

43. Determine el volumen del solido cuya base es la region del piano 
xy acotada por la parabola y = 4 — x 2 y la recta y = 3x, mien- 
tras que la parte superior del solido esta acotada por el piano 
z = x + 4. 

44. Determine el volumen del solido en el primer octante acotado por 
los pianos coordenados, el cilindro x 2 + y 2 = 4, y el piano 
z + y = 3. 
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45. Determine el volumen del solido en el primer octante acotado por 
los pianos coordenados, el piano x = 3, y el cilindro parabolico 

z = 4 - y 2 . 

46. Calcule el volumen del solido que define la superficie 
z — 4 — x 2 — y. en el primer octante. 

47. Calcule el volumen de la cuna que definen el cilindro 
z = 12 — 3 y 2 y el piano x + y = 2.en el primer octante. 

48. Calcule el volumen del solido que definen los pianos \x\ + |_y| 

£ 1 dentro de la columna cuadrada z = 0y3x + z = 3. 

49. Determine el volumen del solido acotado por el frente y por la 
parte posterior por los pianos x = 2 y x = l,alos lados por los 
cilindros y = ±1 /x, y por arriba y por abajo por los pianos 
z = x + 1 y z = 0. 

50. Determine el volumen del solido acotado por el frente y por de- 
tras por los pianos x = ±p /3, a los lados por los cilindros 
y = ±secx, arriba por el cilindro z — 1 + y 2 , y abajo por el 
piano xy. 


Teorfa y ejemplos 

57. Sector circular Integre f(x, y) — 2 4 — x 2 sobre el pequeiio 
sector cortado del disco x 1 + y 2 £ 4 por los rayos U = p /6 y 
U = p/2. 

58. Region no acotada Integre f(x,y) = 1 /[(x 2 — x)(y — 1 ) 2/3 | 
sobre el rectangulo infinito 2 £ x < oo,0 s y < 2. 

59. Cilindro no circular Un cilindro recto (no circular) solido tiene 
su base R en el piano xy, y esta acotado arriba por el paraboloide 
z = x 2 + y 2 . El volumen del cilindro es 

r 1 fy f2 r 2-y 

V = / (x 2 + y 2 )dxdy + / / (x 2 + v 2 ) dx dy. 

Jo Jo J 1 Jo 

Trace la region base R y exprese el volumen del cilindro como 
una integral iterada simple con el orden de integracion inverso. 
Luego evalue la integral para determinar el volumen. 

60. Conversion a una integral doble Evalue la integral 


I ntegrales sobre regiones no acotadas 

Con frecuencia, es posible calcular las integrales dobles impropias de 
manera similar a las integrales impropias de una variable. La primera 
iteration de las siguientes integrales impropias se realiza como si fue- 
sen integrales propias. Luego se evalua una integral impropia de una 
sola variable con los llmites adecuados, como en la section 8.8. Eva- 
lue las integrales impropias de los ejercicios 51-54 como integrales 
iteradas. 

n i . r l r 1/2 l-.v 2 

-y-dydx 52. / / (2y + 1 )dydx 

-* xy i-l J-l/2 l-r 

/ oo roo 

/ . , r dx dy 

ccj-oo (x 2 + l)(y _ + 1) 

n oo 

xe~(* +2y) dx dy 

Aproximacion de integrales dobles 

En los ejercicios 55 y 56, aproxime la integral doble def(x, y) sobre la 
region R dividida por las rectas verticales x = a y las rectas horizon- 
tales y = c. En cada subrectangulo, use ( Xk , yk ) como se indica para 
la aproximacion. 



n 


f(x, y)dA~ 2 f( x k’ yk) A A k 

4=1 


55. f(x, y) — x + y sobre la region R acotada arriba por la semicir- 
cunferencia y = 11 — x 2 y arriba por el eje x, usando la parti- 
cion x = — 1, — l/2 , 0, 1/4, 1/2, 1 y y = 0 , 1/2, 1 con (xk, yk) 
como la esquina inferior izquierda del /r-esimo subrectangulo (si 
el subrectangulo esta dentro de R). 

56. f(x, y) = x + 2y sobre la region R dentro de la circunferencia 
(x — 2)~ + (y — 3) 2 = 1 usando la partition x = 1 , 3/2, 2, 5/ 
2, 3 y y = 2, 5/2, 3, 7/2, 4 con (xk, yk) como el centra (centroide) 
en el /:-esimo subrectangulo (si el subrectangulo esta dentro de R). 


(tan 'p x — tan 1 x) dx. 

(Sugerencia: Escriba el integrando como una integral.) 

61. Maximizar una integral doble ( '.Que region R en el piano xy 
maximiza el valor de 

JJ (4 — x 2 — 2y 2 ) dAl 

R 



Justifique su respuesta. 

62. Minimizar una integral doble (,Que region R en el piano xy 
minimiza el valor de 



9) dAl 


R 


Justifique su respuesta. 

63. ^Es posible evaluar la integral de una funcion continua/(x, y) so- 
bre una region rectangular en el piano xy y obtener respuestas dis- 
tintas segun el orden de integracion? Justifique su respuesta. 

64. ^Como evaluarfa la integral doble de una funcion continua/(x, y) 
sobre la region R en el piano xy encerrada por el triangulo con 
vertices (0, 1), (2, 0) y (1, 2)? Justifique su respuesta. 

65. Region no acotada Demuestre que 



66. Integral doble impropia Evalue la integral impropia 


15.2 Area, momentos y centros de masa 1081 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 

Evaluation numerica de integrales dobles 


Use el evaluador de integrales de un programa de algebra por compu- 
tadora y estime los valores de las integrales de los ejercicios 67-70. 



dy dx 

tan -1 xy dy dx 

3 2 1 — x 1 — yr dy dx 


68. [ [ e - ( * 2 V) dy dx 

Jo Jo 


Use el evaluador de integrales de un programa de algebra por compu- 
tadora para calcular las integrales en los ejercicios 71-76. Luego in- 
vierta el orden de integracion y evalue de nuevo. 



72. 


x cos (y 2 ) dy dx 


76. 


i Jy 3 2 x~ + y~ 


-dxdy 



Area, momentos y centros de masa 



FIGURA 15.14 Cuando la norma de una 
particion de la region R tiende a cero, la 
suma de las areas A A k da el area de R 
definida por la integral doble JJ R dA. 


En esta seccion mostraremos como usar las integrales dobles para calcular el area de re- 
giones acotadas en el piano y para determinar el valor promedio de una funcion de dos va- 
riables. Despues estudiaremos el problema ffsico de determinar el centra de masa de una 
placa delgada que cubre una region en el piano. 

Area de regiones acotadas en el piano 

Si hacemos f(x, y) = 1 en la definicion de la integral doble sobre una region R de la sec- 
cion anterior, las sumas de Riemann se reducen a 

n n 

S n = 'Zf(x k ,y k )AA k = 'Z AA k . (1) 

k = 1 k = 1 

Esto es simplemente la suma de las areas de los pequenos rectangulos de la particion 
de R y aproxima a lo que llamanamos el area de R. Cuando la norma de una particion de R 
tiende a cero, la altura y el ancho de todos los rectangulos de la particion tienden a cero y 
la cobertura de R es cada vez mas completa (figura 15.14). Definimos el area de R como el 
lrmite 


n 

Area = lfm X A A k 
M-o jjt 1 



( 2 ) 


DEFINICION Area 

El area de una region plana cerrada y acotada R es 



R 


Como sucede con las demas definiciones de este capftulo, esta definicion aplica a 
mas regiones que la definicion anterior de area con una variable, pero coinciden en regio- 
nes donde ambas aplican. Para evaluar la integral en la definicion de area, integramos la 
funcion constante f(x, y) = I sobre R. 
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y 



EJ EMPLO 1 Calculo de un area 

Calcular el area de la region R acotada por y = x y y = x 2 en el primer cuadrante. 

Solution Trazamos la region (figura 15.15), observando las intersecciones de las cur- 
vas y calculamos el area como 



FIGURA 15.15 La region en el ejemplo 1. , 

Observe que la integral simple J Q (x — x 2 ) (lx, obtenida al evaluar la integral iterada inte- 
rior, es la integral del area entre estas dos curvas, usando el metodo de la seccion 5.5. ■ 


EJ EMPLO 2 Calculo de un area 

Calcular el area de la region R encerrada por la parabola y = x 1 y la recta y = x + 2. 

Solution Si dividimos R en las regiones R\ y Ih que aparecen en la figura 15.16a, po- 
demos calcular el area como 


l r 2 


4 r 2 


A = 1 1 dA + / / dA = I I dxdy+ / dx dy. 

Jo J 2 y ' J 1 J y — 2 

Ri R 2 

Por otro lado, al invertir el orden de integracion (figura 15.16b) se tiene 

f * 2 f*x + 2 


A = 


1 J X~ 


dy dx. 




FIGURA 15.16 Para calcular el area necesitamos (a) dos integrales dobles si la primera 
integracion se realiza con respecto a x, pero (b) solo una si la primera integracion se realiza 
con respecto a y (ejemplo 2). 
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Este segundo resultado, que requiere solo una integral, es mas sencillo y es el unico que 
desarrollamos en la practica. El area es 


A = 



(x + 2 — x 2 ) dx = 


+ 2x 


x 

3 


9 

T 


Valor promedio 

El valor promedio de una funcion integrable de una sola variable en un intervalo cerrado, 
es la integral de la funcion en el intervalo dividida entre la longitud del intervalo. Para una 
funcion integrable de dos variables definida en una region acotada del piano, el valor pro- 
medio es la integral sobre la region dividida entre el area de la region. Esto puede visuali- 
zarse pensando que la funcion proporciona la altura del agua contenida en un tanque cuyas 
paredes verticales estan a lo largo de la frontera de la region. La altura promedio del agua 
en el tanque puede hallarse al dejar que el agua se asiente en una altura constante. Enton- 
ces la altura es igual al volumen de agua en el tanque dividido entre el area de R. Esto nos 
lleva a definir el valor promedio de una funcion integrable /sobre una region R como 


Valor promedio de f sobre R 


1 

area de R 



(3) 


Si/es la temperatura de una placa delgada que cubre a R, entonces la integral doble 
de/sobre R dividida entre el area de R es la temperatura promedio de la placa. Si/(x, y) es 
la distancia del punto (x, y) a un punto fijo P, entonces el valor promedio de/sobre R es la 
distancia promedio de los puntos de R a P. 


EJ EMPLO 3 Calculo del valor promedio 

Calcular el valor promedio de f(x,y) = x cos xy obre el rectangulo R: 0£xS p, 
0 < y < 1. 


Solucion El valor de la integral de/sobre R es 




x cos xy dy dx = 


senxy 


y=l 


dx 


x cos xy dy = sen xy + C 


y=Q 


= / (senx — 0) dx = — cosx 

Jo 

El area de R es p . El valor promedio de/sobre R es 2/p . 


= 1 + 1 = 2 . 


Momentos y centros de masa para placas planas delgadas 

En la section 6.4 presentamos los conceptos de momento y centra de masa, y vimos como 
calcular estas cantidades para varillas o franjas delgadas y para placas de densidad cons- 
tante. Utilizar integrales multiples permite extender estos calculos a una gran variedad de 
formas con densidad variable. Primero consideraremos el problema de calcular el centra 
de masa de una placa plana y delgada: un disco de aluminio o una lamina triangular de 
metal. Supondremos que la distribution de masa en la placa es continua. La funcion 
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de densidad de un material, denotada como d (x, y), es la masa por unidad de area. La ma- 
sa de una placa se obtiene integrando la funcion de densidad sobre la region R que forma 
la placa. El primer momento con respecto a un eje se calcula integrando sobre R la distan- 
cia desde el eje multiplicada por la densidad. El centra de masa se determina a partir de los 
primeros momentos. La tabla 15.1 muestra las formulas con integrales dobles para la ma- 
sa, los primeros momentos y el centra de masa. 


TABLA 15.1 Formulas para la masa y el primer momento para placas delgadas que 
cubren una region Ren el piano x/ 

Masa: M= // d (x,y)dA 


JJ 

R 

d ( x , };) es la densidad en ( x , y ) 

Primeros momentos: M x = 

/ / yd (x, y) dA, M y = / / xd (x, y) dA 


R R 

My 

My 

Centro de masa: x = . . , 

M 




FIGURA 15,17 La region triangular 
cubierta por la placa del ejemplo 4. 


EJEMPLO 4 Calculo del centra de masa de una placa delgada de densidad 
variable 

Una placa delgada cubre la region triangular acotada por el eje x y las rectas x = 1 y 
y = 2x en el primer cuadrante. La densidad de la placa en el punto (x, y) es 
d (x, y) = 6x + 6y + 6. Calcular la masa, los primeros momentos y el centra de masa de 
la placa con respecto a los ejes coordenados. 

Solucion Trazamos la placa y damos los detalles para determinar los lfmites de integra- 
cion para las integrales que debemos evaluar (figura 15.17). 

La masa de la placa es 


1 /* 2x 


M = 


i r 2 x 


lo Jo 

r 

1 0 L 


d (x, y)dydx = / (6x + 6y + 6) dy dx 


6 xy + 3y 2 + 6y 


o jo 

y=2x 


dx 


_b=o 


= / (24x 2 + 12x) dx = 


El primer momento con respecto al eje x es 


8x 3 + 6x 2 


= 14. 


1 fix 


M x = 


1 (*2x 


Jo Jo 
-1 


jd(x, y)dydx = / (6 xy + 6 y 2 + 6 y) dy dx 


Jo 


3xy 2 + 2y 3 + 3y 2 


o jo 

y=2x 


y=0 


dx= (28x 3 + 12x 2 ) dx 


lx 4 + 4x 3 


= 11 . 


Jo 
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Un calculo similar da el momento con respecto al eje y: 



lx 


xd(x, y) dy dx = 10. 


Por tanto, las coordenadas del centra de masa son 


_ = = 10 = 5 

X M 14 7’ 


- = = Al 

y M 14’ 


Momentos de inercia 

Los primeros momentos de un cuerpo (tabla 15.1) nos hablan del equilibrio y la torca que 
el cuerpo ejerce con respecto a distintos ejes en un campo gravitacional. Sin embargo, si el 
cuerpo es un eje en rotacion, es mas probable que nos interese la cantidad de energfa alma- 
cenada en el eje o la cantidad de energfa necesaria para acelerar el eje hasta una velocidad 
angular particular. Aquf es donde entra el segundo momento o el momento de inercia. 

Piense que el eje se divide en pequenos bloques de masa A m* y sea r k la distancia del 
centra de masa del &-esimo bloque al eje de rotacion (figura 15.18). Si el eje gira con una 
velocidad angular de V = du /dt radianes/segundo, el centra de masa del bloque recorrera 
su orbita con una rapidez lineal de 




FIGURA 15.18 Para determinar una integral que de la cantidad de 
energfa almacenada en un eje en rotacion, primero imaginamos al eje 
dividido en pequenos bloques. Cada bloque tiene su propia energfa 
cinetica. Sumamos las contribuciones de los bloques individuales 
para determinar la energfa cinetica del eje. 


La energfa cinetica del bloque sera aproximadamente 



La energfa cinetica del eje sera aproximadamente 


2 T V 2y k ^ m k- 
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Viga A 



FIGURA 15.19 Mientras mayor sea el 
momenta polar de inercia de la seccion 
transversal de una viga con respecto al eje 
longitudinal de la viga, esta sera mas 
rigida. Las vigas A y B tienen la misma 
area transversal, pero A es mas rigida. 


La integral a la que tienden estas sumas al dividir el eje en bloques cada vez mas pequenos 
da la energfa cinetica del eje: 



(4) 


El factor 



es el momento de inercia del eje con respecto a su eje de rotation, y vemos de la ecuacion 
(4) que la energfa cinetica del eje es 


EC eje = ^/V 2 . 


De cierto modo, el momento de inercia de un eje es similar a la inercia de una lo- 
comotora. Para que una locomotora con masa m comience a moverse con una velocidad 
lineal y , necesitamos proporcionar una energfa cinetica KE = ( 1 /2)my 2 . Para detener la 
locomotora debemos eliminar esta cantidad de energfa. Para que un eje con un momento 
de inercia I comience a girar con una velocidad angular V , necesitamos proporcionar una 
energfa cinetica de KE = (1/2 )/V 2 . Para detener al eje debemos retirar esta cantidad 
de energfa. El momento de inercia del eje es similar a la masa de la locomotora. Lo que difi- 
culta mover o detener a la locomotora es su masa. Lo que dificulta mover o detener al eje 
es su momento de inercia. El momento de inercia no solo depende de la masa del eje, sino 
tambien de su distribution. 

El momento de inercia tambien juega un papel al determinar cuanto se doblara una 
viga metalica horizontal bajo una carga. La rigidez de la viga es una constante por /, el 
momento de inercia de una seccion transversal tfpica de la viga con respecto al eje longitu- 
dinal de la viga. Esta es la razon por la que se usan vigas con forma de I en lugar de vigas 
cuyas secciones transversales sean cuadradas. Los rebordes de las partes superior e infe- 
rior de la viga mantienen la mayor parte de la masa de la viga lejos del eje longitudinal 
para maximizar el valor de I (figura 15.19). 

Para ver el momento de inercia en action, realice el siguiente experimento. Una dos 
monedas a los extremos de un lapiz y gfrelo con respecto al centra de masa. El momento 
de inercia toma en cuenta la resistencia que usted siente al cambiar la direction del movi- 
miento. Ahora mueva las monedas la misma distancia hacia el centra de masa y gire de 
nuevo el lapiz. El sistema tiene la misma masa y el mismo centra de masa, pero ahora 
ofrece menos resistencia a los cambios en el movimiento. El momento de inercia se ha re- 
ducido. El momento de inercia es lo que se “siente” en un bat de beisbol, un palo de golf o 
una raqueta de tenis. Las raquetas de tenis que pesan lo mismo, lucen iguales y tienen 
identicos centros de masa, se sienten y comportan de manera diferente si sus masas no se 
distribuyen de la misma forma. 

El calculo de los momentos de inercia para placas delgadas en el piano conduce a formu- 
las con integrales dobles, resumidas en la tabla 15.2. En un pequeno pedazo delgado, la masa 
A m es igual a la pequena area A A multiplicada por la densidad de un punto en el pedazo. En 
la seccion 15.5 analizaremos el calculo de los momentos de inercia para objetos que ocupan 
una region en el espacio. 

La diferencia matematica entre los primeros momentos M x y M y y los momentos de 
inercia o segundos momentos, I x y I y es que los segundos momentos utilizan los cuadra- 
dos de las distancias x y y de los “brazos de la palanca”. 

El momento Iq tambien se conoce como el momento polar de inercia con respecto al 
origen. Este se calcula integrando la densidad d(x, y) (masa por unidad de area) por 
r 2 = x 2 + y 2 , el cuadrado de la distancia de un punto representative (x, y) al origen. Ob- 
serve que /() = /* + I y ; una vez determinados dos de estos, el tercero se obtiene en forma 


Viga A 



FIGURA 15.19 Mientras mayor sea el 
momento polar de inercia de la seccion 
transversal de una viga con respecto al eje 
longitudinal de la viga, esta sera mas 
rigida. Las vigas A y B tienen la misma 
area transversal, pero A es mas rigida. 
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automatica. (A1 momento Iq en ocasiones se le llama I z , o momento de inercia con respec- 
to al eje z. La identidad I z = I x + I y se conoce como el teorema del eje perpendicular). 
El radio de giro R x se define mediante la ecuacion 

I x = MR?. 

Esto dice a que distancia del eje x debe concentrarse toda la masa de la placa para dar la 
misma I x . El radio de giro proporciona una forma conveniente de expresar el momento de 
inercia en terminos de una masa y una longitud. Los radios R y y Rq se definen de manera 
similar, con 


I, = MR? y I Q = MR?. 

Para obtener las formulas de la tabla 15.2, que da las formulas para los momentos de inercia 
(segundos momentos), asi como para los radios de giro, consideramos rafces cuadradas. 


TABLA 15.2 Formulas de los segundos momentos para placas delgadas en el piano x/ 
Momentos de inercia (segundos momentos): 


Con respecto al eje x: 

Con respecto al eje y: 

Con respecto a una recta L: 


Ix = // y d (x, y) dA 


I y = / / x 2 d (x, y) dA 


h = JJ r 2 (x,y)d(x, y) dA, 

donde r(x, y) = es la distancia de (x, y) a L 


Con respecto al origen 
(momento polar): 

Radios de giro: 


Io 



+ y 2 )d(x, y) dA 


Ix + Iy 


Con respecto al eje x: R x 
Con respecto al eje y: R y 
Con respecto al origen: Rq 


2 IJM_ 
2 Iy/M_ 
2 Iq/M 


EJEMPLO 5 Calculo de momentos de inercia y radios de giro 

Para la placa delgada del ejemplo 4 (figura 15.17), calcular los momentos de inercia y los 
radios de giro con respecto a los ejes coordenados y al origen. 


Solucion Al usar la funcion de densidad d(x, y) = 6x + 6y + 6 dada en el ejemplo 4, 
el momento de inercia con respecto al eje x es 


1 fix 


Ix = 


1 fix 


y“d(x, y) dydx= / (6xy 2 + 6 y i + 6y“) dy dx 


2xy 3 + |y 4 + 2y 3 


y=2x 


y=0 


dx= (40x 4 + 16x 3 ) dx 


= I 8x 5 + 4x 4 ]* = 12. 
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y 



FIGURA 15.20 El centroide de esta 
region se calcula en el ejemplo 6. 


De manera similar, el momento de inercia con respecto al eje y es 


I y = J J x 2 d(x,y) dy dx = ^r~. 

Observe que para calcular I x integramos v 2 multiplicada por la densidad, y para calcular I y 
integramos x 2 multiplicada por la densidad. 

Como conocemos I x e I y , para calcular / 0 ; no necesitamos evaluar una integral; en vez 
de ello, podemos usar la ecuacion Iq = I x + I y : 


Iq — 12 + 


39 

5 


60 + 39 


99 
5 ' 


Los tres radios de giro son 


R x = 2 I x /M 


Ry = 2 Iy/M 


Ro = 2 I 0 /M 


2 12/14 = 2 6/7 « 0.93 


B ^y^/14 = 2 39/70 « 0.75 


B (y)/ 14 = 2 99/70 ~ 119. 


Los momentos tambien son importantes en estadfstica. El primer momento se utiliza 
para calcular la media m de un conjunto de datos, y el segundo momento se usa para calcu- 
lar la varianza ( 2 2 ) y la desviacion estandar (2). Los momentos tercero y cuarto se usan 
para calcular cantidades estadfsticas como el sesgo y la curtosis. 


Centroides de figures geometricas 

Cuando la densidad de un objeto es constante, esta se elimina del numerador y del deno- 
minador de las formulas para x y y en la tabla 15.1. En lo que respecta a x y y d podrfa ser 
igual a 1 . Asf, cuando d es constante, la posicion del centra de masa se convierte en una 
caracterfstica de la forma del objeto y no del material con que esta hecho. En tales casos, 
los ingenieros llaman al centra de masa el centroide de la figura. Para calcular un centroi- 
de, hacemos d igual a 1 y procedemos a calcular x y y como antes, dividiendo los primeros 
momentos entre las masas. 

EJ EMPLO 6 Calculo del centroide de una region 1 

Calcular el centroide de la region que se encuentra en el primer cuadrante y esta acotada 
arriba por la recta y = x y abajo por la parabola y = x 2 . 


Solution Trazamos la region e incluimos los detalles suficientes para determinar los 11- 
mites de integracion (figura 15.20). Luego hacemos d igual a 1 y evaluamos las formulas 
adecuadas de la tabla 15.1: 


M 



(x — x 2 ) dx 



I 

6 


Mr = 


y dy dx = 



dx 






15 


My 


1 fx 


x dy dx 


xy 


dx 



— x 3 ) dx 


3 



I 

12 ' 


15.2 Area, momentos y centros de masa 


1089 


De estos valores de M, M x , y M y , tenemos 

M y 1/12 i 

X = ~M~ 176“ = 2 y 


_ = Mx = 1/15 = 2 

y M 1/6 5’ 


El centroide es el punto (1 /2, 2/5). 


EJ ERCICIOS 15.2 


Area mediante la integration doble 

En los ejercicios 1-8, trace la region acotada por las rectas y las curvas 
dadas; luego exprese el area de la region como una integral doble ite- 
rada y evalue la integral. 

1. Los ejes coordenados y la recta x + y = 2 

2. Las rectas jc = 0, y = 2x , y y = 4 

3. La parabola x = — y 2 y la recta y = x + 2 

4. La parabola x = y — y 2 yla recta y = — x 

5. La curva y = e x y las rectas y = 0, jc = 0, y x = In 2 

6. Las curvas y = In x y y = 2 In x y la recta x = e, en el primer 

cuadrante 

7. Las parabolas x = y 2 y x = 2y — y 2 

8. Las parabolas x = y 2 — 1 yr = 2y 2 — 2 


Identification de la region de integration 

Las integrates y las sumas de integrates de los ejercicios 9-14 dan las 
areas de regiones en el piano xy. Trace cada region, marque cada curva 
de la frontera con su ecuacion y de las coordenadas de los puntos donde 
las curvas se cortan; luego calcule el area de la region. 


9. 


11 . 


13. 


14. 


ly 


dxdy 


3 rx( 2-x) 


Jo Jy 2 /3 

C p /4 fcosx 


dy dx 


'sen* 
1— x 


dy dx + 


dy dx + 


10 . 


12 . 


dy dx 


dy dx 


dy dx 


y+2 


dx dy 


Valores promedio 

15. Calcule el valor promedio de f(x, y) = sen (x + y) sobre 

a. el rectangulo 0 < x £ p , 0 < v < p 

b. el rectangulo 0 < x £ p , 0 < y < p /2 

16. ^Que sera mayor, el valor promedio de f(x, y) = xy sobre el cua- 
drado 0 £ x £ l,0£ys 1, o el valor promedio de/ sobre el 
cuarto de cfrculo x 2 + y 2 £ 1 en el primer cuadrante? Calcule- 
los para responder. 


17. Determine la altura promedio del paraboloide z = x 2 + y 2 sobre 
el cuadrado 0£xS2,0£y£2. 

18. Determine el valor promedio de /(x, y) = l/(xy) sobre el cuadra- 
do In 2 £ x £ 2 In 2, In 2 £ y £ 2 In 2. 


Densidad constante 

19. Calculo del centro de masa Determine el centra de masa de 
una placa delgada de densidad d = 3 acotada por las rectas 
x = 0, y = x, y la parabola y = 2 — x 2 en el primer cuadrante. 

20. Calculo de momentos de inercia y radios de giro Determine 
los momentos de inercia y los radios de giro con respecto a los 
ejes coordenados de una placa rectangular delgada de densidad 
constante d acotada por las rectas x = 3yy = 3enel primer 
cuadrante. 

21. Determinacion del centroide Determine el centroide de la region 
en el primer cuadrante, acotado por el eje x, la parabola y 2 = 2x, y 
la recta x + y = 4. 

22. Determinacion del centroide Determine el centroide de la re- 
gion triangular definida en el primer cuadrante por la recta 
x + y = 3. 

23. Determinacion del centroide Determine el centroide de la r e- 
gion semicircular acotada por el eje x y la curva y = 2 1 — x 2 . 

24. Determinacion del centroide El area de la region en el primer 
cuadrante acotada por la parabola y = 6x — x 2 y la recta y = x 
es 125/6 unidades cuadradas. Determine el centroide. 

25. Determinacion del centroide Determine el centroide de la re- 
gion cortada por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . 

26. Determinacion del centroide Determine el centroide de la re- 
gion entre el eje x y el arco y = sen x, 0 £ x £ p . 

27. Calculo de momentos de inercia Determine el momento de 
inercia de una placa delgada de densidad d = 1 con respecto al 
eje x, acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4. Luego use el re- 
sultado para determinar /,. y Iq para la placa. 

28. Calculo de un momento de inercia Calcule el momento de 
inercia de una hoja delgada de densidad constante d = 1 con res- 
pecto al eje y, acotada por la curva y = (sen 2 x)/x 2 y el intervalo 
p < x £ 2p del eje x. 

29. El centroide de una region infinita Determine el centroide de 
la region infinita en el segundo cuadrante comprendida entre los 
ejes coordenados y la curva y = e x . (Use integrates impropias en 
las formulas para la masa y el momento.) 
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30. El primer momento de una placa infinita Calcule el primer 
momento de una delgada placa de densidad d (x, y) = 1 con res- 
pecto al eje y, que cubre la region infinita bajo la curva y = e x / 2 
en el primer cuadrante. 

Densidad variable 

31. Calculo de un momento de inercia y un radio de giro Calcu- 
le el momento de inercia y el radio de giro de una placa delgada, 
con respecto al eje x, acotada por la parabola x = y — y 2 y la rec- 
ta x + y = 0 si d (x, y) = x + y. 

32. Determination de la niasa Calcule la masa de una placa delga- 
da que ocupa la pequena region determinada por la elipse 
x 2 + 4y 2 = 12 y la parabola* = 4y 2 sid(x, y) = 5x. 

33. Determination de un centro de masa Calcule el centra de ma- 
sa de una placa triangular delgada, acotada por el eje y y por las 
rectas y = x y y = 2 — x si d(x, y) = 6x + 3y + 3. 

34. Calculo de un centro de masa y un momento de inercia De- 
termine el centro de masa y el momento de inercia de una placa 
delgada, con respecto al eje x, acotada por las curvas x = y 2 y 
x — 2y — y 2 si la densidad en el punto (x, y) es d(x, y) = y + 1. 

35. Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, asf como el momento de inercia y el radio de 
giro de una placa rectangular delgada, con respecto al eje y, corta- 
da en el primer cuadrante por las rectas t=6 y y = 1 si 
d(x, y) = x + y + 1. 

36. Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, asi como el momento de inercia y el radio de gi- 
ro de una placa delgada, con respecto al eje y, acotada por la recta 
y — 1 y la parabola y = x 2 si la densidad es d (x, y) = y + 1 . 

37. Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, asf como el momento de inercia y el radio de 
giro de una placa delgada, con respecto al eje y, acotada por el eje 
x, las rectas x = ± 1, y la parabola y = x 2 si d (jc, y) = 7y + 1. 

38. Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, asf como el momento de inercia y el radio de 
giro de una delgada placa rectangular, con respecto al eje x, 
acotada por las rectas x = 0, x = 20, y = — 1, y y = 1 si 
d (jc, y) = 1 +(x/20). 

39. Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, el momento de inercia y el radio de giro con 
respecto a los ejes coordenados, asf como el momento polar de 
inercia y el radio de giro de una placa triangular delgada acotada 
por las rectas y = x, y = —x, y y = 1 si d (x, y) = y + 1 . 

40. Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Repita 
el ejercicio 39 para d ( x , y) = 3x 2 + 1 . 

Teoria y ejemplo 

41. Poblacion de bacterias Si f(x, y) = ( lO.OOOc 'j/l I + \x\/2) 
representa la “densidad de poblacion” de cierta bacteria en el 
piano xy, donde ryyse miden en centimetres, calcule la pobla- 
cion total de bacterias dentro del rectangulo -5 £ i £ 5 y 
-2 < y < 0. 


42. Poblacion de una region Si f(x, y) = 100 (y + 1) representa 
la densidad de poblacion de una region plana en la Tierra, donde x 
y y se miden en millas, calcule el numero de personas en la region 
acotada por las curvas x = y 2 y x = 2y — y 2 . 

43. Diseno de aparatos Al disenar un aparato, una de las preocupa- 
ciones es la dificultad de voltear dicho aparato. Al empujar el 
aparato, este volvera a su lugar mientras su centro de masa este 
del lado correcto del fulcro, que es el punto donde se apoya el 
aparato al ladearse. Suponga que el perfil de un aparato con den- 
sidad aproximadamente constante es parabolico, como un radio 
antiguo. Este ocupa la region 0 £ y £ a( 1 — x 2 ), — 1 £ x £ 1, 
en el piano xy (vea la siguiente figura). ^Cuales valores de a 
garantizaran que el aparato debera inclinarse mas de 45° para 
caer? 


y 



44. Minimizar un momento de inercia Una placa rectangular de 
densidad constante d (x, y) = 1 ocupa la region acotada por las 
rectas x = 4 y y = 2 en el primer cuadrante. El momento de 
inercia /„ del rectangulo con respecto a la recta y = a esta dada 
por la integral 

h = / (y - a) 2 dydx. 

Jo Jo 

Calcule el valor de a que minimice I a . 

45. Centroide de una region no acotada Determine el centroide 
de la re gion inf inita del pi ano tv , acotada por las curvas 
y = 1/2 1 — x 2 , y = ~l/2 1 — x 2 , y las rectas x = 0, x = 1. 

46. Radio de giro de una varilla Calcule el radio de giro de una 
varilla de densidad lineal constante d gm/cm y longitud L (cm) 
con respecto a un eje 

a. que pasa por el centro de masa de la varilla, perpendicular al 
eje de la varilla. 

b. perpendicular al eje de la varilla, en uno de sus extremos. 

47. ( Continuation del ejercicio 34.) Una placa delgada de densidad 
constante d ocupa la region R en el piano xy acotada por las cur- 
vas x = y 2 y x = 2y — y 2 . 

a. Densidad constante Determine d de modo que la placa 
tenga la misma masa que la placa del ejercicio 34. 

b. Valor promedio Compare el valor de d hallado en la parte 
(a) con el valor promedio de d(x, y) = y + 1 sobre R. 
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48. Temperatura promedio en Texas De acuerdo con el Texas Al- 
manac , Texas tiene 254 condados y una estacion meteorologica 
del Servicio Nacional Meteorologico de los Estados Unidos en 
cada uno de ellos. Suponga que en el instante ?o, cada una de las 
254 estaciones registro la temperatura local. Determine una 
formula que de una aproximacion razonable a la temperatura pro- 
medio en Texas en el instante to. Su respuesta debe implicar infor- 
mation disponible en el Texas Almanac. 

El teorema del eje paralelo 

Sea L c m una recta en el piano xy que pasa por el centro de masa de 
una placa delgada de masa m que cubre una region en el piano. Sea 
L una recta en el piano, paralela a L cm yah unidades de distancia de 
esta. El teorema del eje paralelo dice que bajo estas condiciones, los 
momentos de inercia 1 L e I c m . de la placa con respecto a L y L c m satis- 
facen la ecuacion 

II = h.m. + mh 2 . 


Esta ecuacion permite calcular rapidamente un momento, cuando 
el otro momento y la masa se conocen. 

49. Proof of the Parallel Axis Theorem 

a. Demuestre que el primer momento de una placa plana y del- 
gada, con respecto a cualquier recta en el piano de la placa y 
que pase por el centro de masa de la placa es igual a cero. 
(Sugerencia: Coloque el centro de masa en el origen, con la 
recta a lo largo del eje y. ^Que le dice entonces la formula 

X = My/M) 

b. Use el resultado de la parte (a) para deducir el teorema del eje 
paralelo. Suponga que las coordenadas del piano se definen 
de modo que L c m sea el eje y y L sea la recta x = h. Luego 
desarrolle el integrando de la integral correspondiente a I L 
para reescribir la integral como la suma de integrales cuyos 
valores conoce. 

50. Calculo de momentos de inercia 

a. Use el teorema del eje paralelo y los resultados del ejemplo 4 
para calcular los momentos de inercia de la placa del ejemplo 
4, con respecto a las rectas vertical y horizontal que pasan por 
el centro de masa de la placa. 

b. Use los resultados de la parte (a) para calcular los momentos 
de inercia de la placa con respecto a las rectas x x = 1 y 

y = 2 . 


Formula de Pappus 

Pappus sabfa que el centroide de la union de dos regiones planas no 
traslapadas esta en el segmento de recta que une a sus respectivos cen- 
troides. Mas espetificamente, suponga que m\ y mi son las masas de 
las placas delgadas P\ y Pi que cubren regiones no traslapadas en el 
piano xy. Sean Ci y C 2 vectores desde el origen hasta los respectivos 
centros de masa de P t y Pi. Luego, el centro de masa de la union 
P 1 U Pi de las dos placas queda determinado por el vector 


miCi + m 2 C 2 
m 1 + m 2 


(5) 


La ecuacion (5) se conoce como la formula de Pappus. Para mas de 
dos placas no traslapadas, mientras el numero sea finito, la formula se 
generaliza a 


wit ci + m 2 c 2 H + m„c„ 

C = , , -r . 6 

m\ + m2 +■■■+ m n 

Esta formula es particularmente util para determinar el centroide de una 
placa de forma irregular formada por piezas de densidad constante cu- 
yos centroides se conocen por geometrfa. Encontramos el centroide de 
cada pieza y aplicamos la ecuacion (6) para encontrar el centroide de la 
placa. 

51. Deduzca la formula de Pappus (ecuacion (5)). ( Sugerencia : trace 
las placas como regiones del primer cuadrante y marque sus cen- 
tros de masa como (xj, y\) y (T 2 , y 2 ). (.Cuales son los momentos 
de P 1 U P 2 con respecto a los ejes coordenados?) 

52. Use la ecuacion (5) y la induction matematica para mostrar que la 
ecuacion (6) se cumple para cualquier entero positivo n > 2. 

53. Sean A, By C las formas que aparecen en la siguiente figura. Use 
la formula de Pappus para determinar el centroide de 

a. A U B b. A U C 

c. BUC d. A U B U C. 


y 


5 

4 

3 

2 

1 



B 


L 

0 2 


> (7, 2) 
C 

J 1 - 

4 7 


x 


54. Locabzacion del centro de masa Localice el centro de masa de 
la escuadra de carpinteria que aquf se muestra. 


y (pulgadas) 


12 


2 - 


-1.5 pulgadas 


24 


► x (pulgadas) 


55. Un triangulo isosceles T tiene una base 2 a y una altura h. La base 
se encuentra en el diametro de una region semicircular D de radio 
a, de modo que juntos forman una figura similar a la de un cono 
de helado. (,Que relation debe haber entre a y h para colocar el 
centroide de PU D en la frontera comun de T y D1 para que 
quede dentro de 77 

56. Un triangulo isosceles T de altura h tiene como base el lado de un 
cuadrado Q cuyas aristas tienen longitud s. (El cuadrado y el 
triangulo no se traslapan.) (,Que relation debe haber entre h y s 
para colocar el centroide de PU Q en la base del triangulo? Com- 
pare su respuesta con la del ejercicio 55. 
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Integrales dobles en forma polar 


En ocasiones, las integrales son mas faciles de evaluar si cambiamos a coordenadas pola- 
res. Esta seccion muestra como realizar el cambio y como evaluar integrales sobre regio- 
nes cuyas fronteras estan dadas por ecuaciones en coordenadas polares. 


Integrales en coordenadas polares 

Para definir la integral doble de una funcion sobre una region R en el piano xy, comenza- 
mos cortando R en rectangulos cuyos lados eran paralelos a los ejes coordenados. Estas 
eran las formas naturales para usar, pues sus lados tenfan valores de x constantes o valores 
de y constantes. En coordenadas polares, la forma natural es un “rectangulo polar” cuyos 
lados tienen valores de r y de U -constantes. 

Suponga que una funcion f(r, u) esta definida sobre una region R, acotada por los ra- 
yos U = a y U = b y por las curvas continuas r = gi(tl) y r = g 2 (u). Suponga ademas 
que 0 < gi(u) < g 2 (u) ^ a para cualquier valor de U entre a y b . Entonces, R esta den- 
tro de una region con forma de abanico Q, definida por las desigualdades 0 < r < a y 
a < U < b . Vea la figura 15.21. 



FIGURA 15.21 La region R\ gi(u) £ r £ g 2 (u), a < U £ b , esta contenida en la 
region con forma de abanico g: 0 £ r s a, a su^b.La particion de Q mediante 
arcos de circunferencia y rayos induce una particion de R. 


Dividimos R con una rejilla de arcos y rayos. Los arcos se obtienen de circunferencias 
con centra en el origen, con radios Ar, 2Ar, . . . , m\r, donde A r = aj m. mientras los ra- 
yos estan dados por 

u = a , u=a+Au, u = a+ 2Au, . . . , u = a + m'Au = b , 

donde Au = (b — a )/»('. Los arcos y rayos dividen a Q en pequenas regiones conocidas 
como “rectangulos polares”. 

Numeramos los rectangulos polares que estan dentro de R (no importa el orden), 11a- 
mando a sus areas AA |, AA 2 , . . . , A A n . Sea ( r ^ U^) cualquier punto en el rectangulo polar 
cuya area es A A*. Luego formamos la suma 

n 

Sn = 2 /(rb Ur-) A A k . 

k= 1 
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Si/es continua en R, esta suma tiende a un lfmite cuando refinamos la rejilla para que A r 
y Au tiendan a cero y dicho lfmite se conoce como la integral doble de/sobre R. En sfm- 
bolos tenemos 

lfm S„ = [( f(r,u)dA. 

”~ > °° JJ 

R 

Para evaluar este lfmite, primero debemos escribir la suma S„ de forma que exprese 
A Ak en terminos de Ar y Au . Por conveniencia elegimos r k como el promedio de los ra- 
dios de los arcos interno y externo que acotan al £-esimo rectangulo polar AA k . El radio 
del arco interno que acota a AA k es entonces r<- — (Ar/2) (figura 15.22) y el radio del ar- 
co externo es r*. + (Ar/2). 

El area de un sector con forma de cuna en un cfrculo con radio r y angulo U es 

A = ^U-r 2 , 


FIGURA 15.22 La observation de que 

) - ( •Lea del \ c omo se podra apreciar si se multiplica el area del cfrculo p r 2 , por u/2p , es decir, la frac- 

/ \sect01 pequeno/ A^] o r p.n A™ In pirrnnfpreneiii r'nntp'nirL In rnnn Act Inc nrp»nc Hp 1 lr\c cp»r'tr\rp'c tirfii- 


A A k = 


area del 
Vsector grande 

conduce a la formula A A;. = r x A r Au. 


cion del area de la circunferencia contenida en la cuna. Asf, las areas de los sectores circu- 
lares subtendidas por estos arcos en el origen son 


Por tanto. 


Radio interior: 

Radio exterior: 


AU 

H rk+ f ] Au - 


A Ah = area del sector grande — area del sector pequeno 


Au_ 

2 


, ArV ( Ar X2 

n + t ~ r 4 _ t 


= ^(2r*Ar) = r k ArAu. 


Al combinar este resultado con la suma que define a S„ se tiene 


Sn = 2 u k) r k Ar Au. 

k= 1 

Cuando n — » oo y los valores de Ary Au tienden a cero, estas sumas convergen a la inte- 
gral doble 


lfm S„ = 
«— >0° 


/(r, u) r dr d\i. 


Una version del teorema de Fubini dice que el lfmite al que tienden estas sumas se puede 
evaluar mediante integraciones sencillas repetidas con respecto a r y U como 

ru = b rr=g 2 ( u) 

f{r,u)dA= / / f(r,u)rdrdu. 

J u=a Jr=g,(u) 


Como determinar los limites de integracion 

El procedimiento para calcular los lfmites de integracion en coordenadas rectangulares 
tambien funciona para las coordenadas polares. Para evaluar JJ R f(r, U ) dA sobre una re- 
gion R en coordenadas polares, primero integramos con respecto ary luego con respecto 
a U, siga estos pasos. 
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1. Trace : Trace la region y marque las curvas de la frontera. 


y 



2. Determine los limites de integracion en r: Imagine un rayo L que parte del origen y 
que corta a R en la direccion creciente de r. Marque los valores de r donde L entra 
y sale de R. Estos son los limites de integracion en r. Por lo general, dependen del an- 
gulo U que forma L con el semieje positivo x. 

y 



3. Determine los limites de integracion en U: Determine los valores mi'nimo y maximo 
de U que acotan a R. Estos son los limites de integracion en U . 


La integral es 



EJEMPLO 1 Como determi nar los limites de integracion 

Determine los limites de integracion para integrar f(r, Ll) sobre la region R que esta dentro 
de la cardioide r = 1 + cos U y fuera de la semicircunferencia r = 1. 


Solucion 

1. Primero trazamos la region y marcamos las curvas frontera (figura 15.23). 

2. Luego determinamos los limites de integracion en r. Un rayo tfpico que sale del ori- 
gen entra a R cuando r = 1 y sale cuando r = 1 + cos U . 


15.3 Integrales dobles en forma polar 1095 


y 



r — 1 

FIGURA 15.23 Determination de los 
limites de integration en coordenadas 
polares para la region del ejemplo 1 . 


y Saleen 


r = V 4 cos 20 



r = 0 4 


FIGURA 15.24 Para integrar sobre la 
region sombreada, variamos r de 0 a 
2 4 cos 2llyUde0ap/4 
(ejemplo 2). 


3. Por ultimo, encontramos los limites de integration en U. Los rayos desde el origen que 
cortan a R van desde U = — p /2 a U = p /2. La integral es 


^ p /2 r 1 +cos u 


-p/2,/1 


f(r, U ) r dr d\i. 


Si f(r, u) es la funcion constante cuyo valor es 1, entonces la integral de/ sobre R es 
el area de R. 


Area en coordenadas polares 

El area de una region cerrada y acotada R en el piano de coordenadas polares es 


A = 



R 


r dr du . 


Esta formula es consistente con todas las formulas anteriores, aunque no lo demostra- 
remos. 

EJ EMPLO 2 Calculo de un area en coordenadas polares 

Determine el area encerrada por la leminiscata r 2 = 4 cos 2u. 

Solution Graficamos la leminiscata para determinar los limites de integracion (figura 
15.24) y vemos, a partir de la simetrla de la region, que el area total es 4 veces la parte del 
primer cuadrante. 


^ p /4 r 2 4 cos 2u 


A = 4 


rdrdU =4 


to Jo 


rp/4 

r 21 

r 

Jo 

2 _ 


r=2 4 cos 2u 


d U 


r = 0 


r p/4 

= 4 2 cos 2tl dU = 4 sen 2u 


p/4 


= 4. 


Cambio de integrales cartesianas a integrales polares 

El procedimiento para cambiar una integral cartesiana ff R f(x, y) dx dy a una integral po- 
lar tiene dos pasos. Primero, en la integral cartesiana, se sustituye x= r cos U y 
y = r sen U, y se reemplaza dx dy por r dr d\i y luego se dan los limites de integracion de 
ambas coordenadas polares para la frontera de R. 

La integral cartesiana se convierte entonces en 


f(x,y)dxdy= // f(r cos U, r sen Ll) r dr dU, 


donde G denota la region de integracion en coordenadas polares. Esto es como el metodo 
de sustitucion del capftulo 5, excepto que ahora se sustituyen dos variables en lugar de 
una. Observe que dx dy no se reemplaza por dr dll sino por r dr dll. En la seccion 15.7 ana- 
lizaremos de manera mas general los cambios de variable (sustituciones) en las integrales 
multiples. 
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y 



FIGURA 15.25 En coordenadas polares, 
esta region queda descrita mediante 
desigualdades sencillas: 

0 < r < 1 y 0<U<p/2 
(ejemplo 3). 


y 


v = Vl-.r 2 



FIGURA 15.26 La region semicircular 
del ejemplo 4 es la region 

0 < r < 1, 0 < U < p . 


EJEMPLO 3 Cambio de i ntegrales cartesianas a integrales polares 

Calcular el momento polar de inercia con respecto al origen de una placa delgada de den- 
sidad d(x, y) = 1 acotada por el cuarto de cfrculo x 2 + y 2 = 1 en el primer cuadrante. 

Solucion Trazamos la placa para determinar los lfmites de integracion (figura 15.25). 
En coordenadas cartesianas, el momento polar es el valor de la integral 

2 l-x 2 

(x 2 + y 2 ) dy dx. 

La integracion con respecto a y da 

V- y (1 - X 2 ) 3/2 A 

(x“2 1 — x 2 H ^ ) dx, 

una integral diffcil de evaluar sin tablas. 

Las cosas mejoran si cambiamos la integral original a coordenadas polares. Al susti- 
tuir x = r cos U ,y = r sen U y reemplazar dx dy by r dr du, obtenemos 





+ y 2 ) dy dx 



l 

(r 2 )r drdli 


-p/2 


•=1 


d\i 


Jr=0 



JL 

8 ' 


(j Por que es tan eficaz la transformation a coordenadas polares en este caso? Una razon es 
que x 2 4- y 2 se simplifica como r 1 . y otra razon es que los lfmites de integracion se vuel- 
ven constantes. 


EJ EMPLO 4 Evaluacion de integrales por medio de coordenadas polares 

Evaluar 



R 


donde R es la region semicircular acotada por el eje x y la curva y = 2 1 — x 2 (figura 
15.26). 


Solucion En coordenadas cartesianas, la integral en cuestion es una integral no elemental 
y no hay una forma directa de integrar e x +y con respecto axoay. Pero estas integrales y 
otras similares son importantes en matematicas (en estadfstica, por ejemplo) y necesita- 
mos hallar una forma de evaluarla. Las coordenadas polares nos ayudan en este caso. Al 
sustituir x = r cos U, y = r sen U y reemplazar dy dx por r dr dll podemos evaluar la inte- 
gral como 


JJ e* 2+r dy dx 

R 



r dr dU 



-p 


±(e 


l)dU 


JL 

2 


(e - 


1 ). 


La r en r dr dll era justo lo que se necesitaba para integrar e r . Sin esto, no lo hubiesemos 
hecho. 
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EJ ERCI Cl OS 15.3 


Evaluacion de integrales polares 

En los ejercicios 1-6, cambie la integral cartesiana por una integral 
polar equivalente. Luego evalue la integral polar. 


i r 2 l- 


1. 


1 Jo 
i r 2 V- 


dy dx 


r 1 r 2 1-x 2 

2. / dydx 

J- 1 J-2 1-x 2 


3. / / (x 2 + y~) dx dy 4. 

Jo Jo 


5. 


2 a 2 - 


1 r 2 l-y 2 

1 J-2 T 3 ? 

2 r 2 4-y : 


J—aJ— 2 cf—x 1 - 
r6 py 


dy dx 


6 . 


7. / / x dx dy 
Jo Jo 
/•a ro 

9. 


/ o Jo 
r 2 rx 

8. / / y rfy dx 


(jt + y 2 ) dy dx 
(x 2 + y 2 ) dx dy 


i J-2 i-x 2 1 + 2 x 2 + y 


dy dx 


10 . 


42 x 2 + y 2 

2 7 „2 dxdy 


1 r 0 

i J-2 L/y 2 1 + x 2 + y 


(*ln 2 r2 (In 2) 2 — y 2 


„2 x 2 +y 2 


JO JO 

nl f 2 1-x 2 


■ Hxl+y2) dy dx 

2 [2 1 — (x— 1 )- x + y 

- —x dy dx 

x 2 + y 2 ' 


12. I I 

Jo Jo 


13. 


Jo Jo 
r 2 r o 


14. I I xy 2 dx dy 

Jo J -2 l-(y-l) 2 


1 r 2 l-y 2 


15. 


16. 


1 J-2 l-y 
1 r 2 1 -x 


In (x 2 + y 2 + I ) dx dy 
2 


i J-2 i-x 2 (1 + x 2 + y 2 )'- 


dy dx 


Calculo de areas en coordenadas polares 

17. Calcule el area de la region del primer cuadrante determinada por 
lacurvar = 2(2 — sen2u) 1 / 2 . 

18. Cardioide traslapada con una circunferencia Calcule el area 
de la region que esta dentro de la cardioide r = 1 + cos II y fuera 
de la circunferencia r — 1 . 

19. Una hoja de una rosa Calcule el area encerrada por una hoja 
delarosar= 12cos3tl. 

20. Concha de caracol Calcule el area de la region encerrada por 
el semieje positivo x y la espiral r — 4u/3, 0 £ U £ 2p . La re- 
gion parece una concha de caracol. 

21. Cardioide en el primer cuadrante Calcule el area de la region 
del primer cuadrante determinada por la cardioide r — 1 4- sen U . 

22. Cardioides traslapadas Calcule el area de la region comun a 
los interiores de las cardioides r = 1 + cos U y r = 1 — cos U . 


Masas y momentos 

23. Primer momento de una placa Calcule con respecto al eje x, 
el primer momento de una delgada placa de densidad constante 
d(jc, y) = 3, acotada abajo por el eje x y arriba por la cardioide 
r = 1 — cos U . 

24. Momentos inercial y polar de un disco Calcule con respecto al 
eje x, el momento de inercia y el momento polar de inercia con 
respecto al origen de un delgado disco acotado por la circunferen- 
cia x 2 + y 2 = a 1 si la densidad del disco es d(x, v) = kix 2 + y 2 ), 
donde k es una constante. 

25. Masa de una placa Calcule la masa de una placa delgada que 
cubre la region fuera de la circunferencia r = 3 pero dentro de la 
circunferencia r = 6 sen U si la funcion de densidad de la placa es 
d(*,y) = 1/r. 

26. Momento polar de una cardioide traslapada con una circun- 
ferencia Calcule con respecto al origen, el momento polar de 
inercia de una placa delgada que cubre la region dentro de la car- 
dioide r = 1 — cos U y fuera de la circunferencia r = 1 si la fun- 
cion de densidad de la placa es d (x, y ) = 1/r 2 . 

27. Centroide de una region con forma de cardioide Calcule el 
centroide de la region encerrada por la cardioide r = 1 + cos U . 

28. Momento polar de una region con forma de cardioide Cal- 
cule con respecto al origen, el momento polar de inercia de una 
placa delgada encerrada por la cardioide r = 1 + cos LI si la fun- 
cion de densidad de la placa es d (x, y ) = 1 . 

Valores promedio 

29. Altura promedio de un hemisferio Calcule la altura promedio 
del hemisferio z = 2 a 2 — x 2 — y 2 obre el disco x 2 + y 2 £ a 1 
en el piano xy. 

30. Altura promedio de un cono Calcule la altura promedio del 
cono (sencillo) z = 2 x + y sobre el disco jc H - y“ < a enel 
piano xy. 

31. Distancia promedio del interior del disco al centro Calcule la 
distancia promedio de un punto P{ x, y) del disco jc 2 + y 2 £ a 2 al 
origen. 

32. Cuadrado de la distancia promedio de un punto en un disco a 
un punto en su frontera Calcule el valor promedio del cuadra- 
do de la distancia del punto P(x, y) en el disco x 2 + y 2 £ 1 al 
punto frontera A(l, 0). 

Teoria y ejemplos 

33. Conversion a una integral polar Integre f(x, y) = [In (x 2 + 
y 2 )]/2 x 2 + y 2 sobre la region 1 < x 2 + y 2 < e. 

34. Conversion a una integral polar Integre /(x, v) = [In (x 2 + 
y 2 )]/(jt 2 + y 2 ) sobre la region 1 < x 2 + y 2 £ e 2 . 

35. Volumen de un cilindro recto no circular La region que esta 
dentro de la cardioide r = 1 + cos U y fuera de la circunferencia 
r = 1 es la base de un cilindro recto solido, y la parte superior del 
cilindro esta en el piano z — x. Calcule el volumen del cilindro. 
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36. Volumen de un cilindro recto no circular La region encerrada 
por la leminiscata r 2 = 2 cos 2U es la base de un cilindro recto so- 
lido cuya parte superior esta acotada por la esfera z — 2 2 — r 2 . 
Calcule el volumen del cilindro. 

37. Conversion a integrales polares 

a. La forma usual de evaluar la integral impropia 

I = J 0 e ax consiste en calcular pnmero su cuadrado: 


r- 




e Hx2+y2) dx dy. 


Evalue la ultima integral usando coordenadas polares, y des- 
peje / de la ecuacion resultante. 

b. Evalue 

f x 2e~' 2 

lim erf(jc) = lim / — =dt. 

X-+00 x^coj o 2 p 


38. Conversion a una integral polar Evalue la integral 



1 

(l+x 2 + y 2 ) 2 


dx dy. 


39. Existencia Integre la funcion f(x, y) =1/(1— x 2 — y 2 ) sobre 
el disco x 2 + y 2 £ 3/4 . ^Existe la integral de f(x, y) sobre el 
disco x 2 + y 2 < 1? Justifique su respuesta. 


40. Formula del area en coordenadas polares Use la integral do- 
ble en coordenadas polares para deducir la formula 


A = 



1 

2 


r 2 dU 


para el area de la region en forma de abanico entre el origen y la 
curva polar r = f(u ), a < u < b . 

41. Distancia promedio a un punto dado dentro de un disco Sea 

Po un punto dentro de un clrculo de radio a y sea h la distancia de 


Po al centro del clrculo. Sea d la distancia de un punto arbitrario P 
a Pq. Calcule el valor promedio de d 2 sobre la region del clrculo. 
(. Sugerencia : Simplifique su trabajo colocando el centro del clrcu- 
lo en el origen, y Pq en el eje x.) 

42. Area Suponga que el area de una region en el piano con coorde- 
nadas polares es 


C 3p /4 P 2 sen U 


A = 


r dr d\i. 


/ p /4 J esc U 


Trace la region y calcule su area. 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 

Conversion de coordenadas 


En los ejercicios 43-46, use un programa de algebra por computadora 
para cambiar las integrales cartesianas por una integral polar equiva- 
lente y evalue la integral polar. Realice los pasos siguientes en cada 
ejercicio. 


a. Trace la region cartesiana de integration en el piano xy. 

b. Cambie cada curva de la frontera de la region cartesiana en la 
parte (a) por su representation polar, determinando r y U. a 
partir de la ecuacion cartesiana. 

c. Use los resultados de la parte (b) para trazar la region polar 
de integration en el piano rtj . 

d. Cambie el integrando de coordenadas cartesianas a polares. 
Determine los limites de integration a partir del dibujo de la 
parte (c) y evalue la integral polar mediante la herramienta de 
integration del programa de algebra por computadora. 



dx dy 



15.4 


Integrales triples en coordenadas rectangulares 


Asf como las integrales dobles nos permiten trabajar con situaciones mas generales que las 
que pueden resolverse mediante integrales sencillas, las integrales triples nos permiten re- 
solver problemas aun mas generales. Usamos las integrales triples para calcular el volumen 
de formas tridimensionales, la masa y los momentos de solidos con densidad variable, y el 
valor promedio de una funcion sobre una region tridimensional. Las integrales triples tam- 
bien surgen en el estudio de los campos vectoriales y el flujo de fluidos en tres dimensio- 
nes, como veremos en el capitulo 16. 


Integrales triples 

Si F(x, y, z ) es una funcion definida en una region cerrada D y acotada en el espacio, como 
la region que ocupa una bola solida o un punado de arcilla, entonces la integral de F sobre 
D puede definirse de la manera siguiente. Partimos una region en forma de caja rectangu- 
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z 

t 


?*> **) 



FIGURA 15.27 Particion de un solido 
con celdas rectangulares de volumen A V* . 


lar que contiene a D en celdas rectangulares mediante pianos paralelos a los ejes coorde- 
nados (figura 15.27). Numeramos las celdas que estan dentro de D desde 1 hasta n en al- 
gun orden, donde la A-esima celda tiene dimensiones A Xk por Ayy by Azk y un volumen 
A V* = Ax^Ay^A Zk- Elegimos un punto (x/., yy, z.k) en cada celda y formamos la suma 


S„ = 2 ?*> z*) AV fc . ( 1 ) 

k=\ 

A nosotros nos interesa saber que ocurre cuando D se parte en celdas cada vez mas 
pequnas, de modo que Ax*, Ay/,, A Zk y la norma de la particion ||P||, (el valor maximo en- 
tre Ax*, Ay/,, Az*, tienden a cero. Cuando se alcanza un unico valor lfmite, sin importar la 
forma de elegir las particiones y los puntos (x*, yy, Zk) decimos que F es integrable sobre 
D. Como antes, se puede demostrar que cuando F es continua y la superficie de la frontera 
de D esta formada por un numero finito de superficies regulares unidas a lo largo de un 
numero finito de curvas regulares, entonces F es integrable. Cuando ||/ J || 0 y cl numero 

de celdas n tiende a oo, las sumas S n tienden a un lfmite. Llamamos a este lfmite la inte- 
gral triple de F sobre D y escribimos 


S n = JJJ F ( x ' dV 

D 


o 


lfm S„ = 

\p\\^o 


F{x, y, z) dx dy dz. 


Las regiones D sobre las que las funciones continuas son integrables, son aquellas que 
pueden aproximarse mediante celdas rectangulares pequenas. Tales regiones incluyen las 
que aparecen en las aplicaciones. 


Volumen de una region en el espacio 

Si F es la funcion constante de valor 1, entonces las sumas de la ecuacion (1) se reducen a 


S n = 2 F(*k , yk, z k ) AV k = 2 1 • A V* = 2 AT,. 


Cuando Ax/., Ayy, y Az* tienden a cero, las celdas AV* son cada vez mas pequenas y mas 
numerosas, y cubren una parte cada vez mayor de D. Por tanto, definimos el volumen de D 
como la integral triple 




dV. 


DEFINICI ON Volumen 

El volumen de una region cerrada D y acotada en el espacio es 



D 


Esta definicion concuerda con nuestras definiciones anteriores de volumen, aunque omiti- 
remos la demostracion de este hecho. Como veremos en un momento, esta integral permi- 
te calcular el volumen de solidos encerrados por superficies curvas. 
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Calculo de limites de integration 

Para evaluar una integral triple utilizamos una version tridimensional del teorema de Fubini 
(Seccion 15.1) para obtenerla por medio de tres iteraciones simples. Como en el caso de 
las integrales dobles, existe un procedimiento geometrico para calcular los limites de inte- 
gracion para estas integrales simples. 

Para evaluar 



D 


sobre una region D, primero integramos con respecto a z, luego con respecto a y y por ulti- 
mo con respecto a x. 

1. Haga un bosquejo : Trace la region D junto con su “sombra” R proyectada vertical- 
mente sobre el piano xy. Marque las superficies de las fronteras superior e inferior de 
la region D y las curvas de las fronteras superior e inferior de la region plana R. 



2. Determine los limites de integracion en z\ Trace una recta M, paralela al eje z, que pa- 
se por un punto tipico (x, v) en R. Cuando z crece, M entra a D en z = fi(x, y ) y sale 
en z = f 2 (x, y). Estos son los limites de integracion en z. 
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3. Determine los limites de integracion en y: Trace una recta L paralela al eje y, que pase 
por ( x , y). Cuando y crece, L entra a R en y = gi(x) y sale en y = gy(x). Estos son los 
limites de integracion en y. 


z 



4. Determine los limites de integracion en x : Elija los limites en x que incluyan todas las 
rectas paralelas al eje y que pasen por R (x = a y x = /; en la figura anterior). Estos 
son los limites de integracion en x. La integral es 


rx=b fy=g 2 (x) rz=h(x,y) 


Jx=a Jy=g\(x) J z=fi(x, y) 


F(x, y, z) dz dy dx. 


Siga procedimientos similares si cambia el orden de integracion. La “sombra” de la 
region D esta en el piano de las dos ultimas variables con respecto a las que se realiza 
la integracion iterada. 


El procedimiento anterior es aplicable siempre que la region solida D este acotada por 
arriba y abajo por una superficie, y cuando la region “sombra” R este acotada por una cur- 
va superior y una inferior. No es aplicable a regiones con agujeros complicados, aunque a 
veces tales regiones pueden subdividirse en regiones mas simples para las que si puede 
aplicarse el procedimiento. 

EJ EMPLO 1 Calculo de un volumen 

FCalcular el volumen de la region I) encerrada por las superficies z = x 2 + 3y 2 y z — 
8 - x 2 - y 2 . 


Solution El volumen es 


V = 


dz dy dx. 


la integral de F(x, y,z) = 1 sobre D. Para determinar los limites de integracion y evaluar la 
integral, primero trazamos la region. Las superficies (figura 15.28) se cortan en el cilindro 
eliptico x 2 + 3y 2 = 8 — x 2 — y 2 o x 2 + 2 y 2 = 4, z > 0. La frontera de la region R, la 
proyeccion de D sobre el piano xy, es una elipse con la misma ecuacion: x 2 + 2 y 2 = 4. 
La frontera “superior” de R es la curva y = 1 (4 — x 2 )/2. La frontera inferior es la curva 
y = — 1 (4 — x 2 )/2. 
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FIGURA 15.28 El volumen de la region encerrada por dos paraboloides, 
calculado en el ejemplo 1. 


Ahora determinamos los limites de integracion en z. La recta M, paralela al eje z, que 
pasa por un punto tipico (x, v) en R, entra a D en z = x 2 + 3 y 2 y sale en z = 8 — x 2 — y 2 . 

Luego encontramos los limi tes de integr acion en y. La re cta paralela al eje y que pasa 
por (x, y), entra a ft en y = — 2 (4— x 2 )/2 y sale en y = 2 (4 — x 2 )/2. 

Por ultimo, hallamos los limites de integracion en x. Cuando L barre R, el valor de x 
varia de x = —2 en (—2, 0, 0) hasta x = 2 en (2, 0, 0). El volumen de la region D es 


V = 1 1 1 dzdy dx 
b 



dz dy dx 


r 2 


(8 - 2x z )y - T y 


4 3 


r=2 (4—x 2 )/2 


1 * = — 

3 Jy=-2 (4 -x 2 )/2 


dx 


" 2 / 2 \ 4 — x 2 8 (A — x 2 Y /2N \ 


2(8 - 2x 2 ) 


B 


4 - x' 


2\3/2 


8 4 - x 


2 

2 \ 3/2 


dx = 


J dx 
42 2 


(4 - x 2 ) 3/2 dx 


= 8p 2 2. 


Despues de integrar con la sustitucion x = 2 sen u . 
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z 


i (0, 1, 1) 



X 


FIGURA 15.29 Determination de los 
limites de integration para evaluar la 
integral triple de una funcion definida 
sobre el tetraedro D (ejemplo 2 ). 


En el siguiente ejemplo, proyectamos D sobre el piano xz en lugar de hacerlo sobre el 
piano xy, para mostrar como usar un orden distinto de integration. 

EJEMPLO 2 Determinacion de los limites de integration en el orden dydzdx 

Encuentre los limites de integracion para evaluar la integral triple de una funcion F(x, y, z) 
sobre el tetraedro D con vertices (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) y (0, 1, 1). 

Solution Trazamos D junto con su “sombra” R en el piano xz (figura 15.29). La super- 
ficie superior (derecha) de D esta en el piano y = 1. La superficie frontera inferior (iz- 
quierda) esta en el piano y = x + z. La frontera superior de R es la recta z — 1 — x. y la 
frontera inferior es la recta z = 0. 

Primero determinamos los limites de integracion en y. La recta paralela al eje y que 
pasa por un punto tipico (x, z) en R, entra aZ)eny = x + zy sale en y = 1 . 

A continuacion hallamos los limites de integracion en z. La recta L paralela al eje z 
que pasa por (x, z) entra a ft, en z = 0 y sale en z — 1 — x. 

Por ultimo, encontramos los limites de integracion en x. Cuando L barre R, el valor de 
x varia desde x = 0 hasta x = 1 . La integral es 

r 1 r l-x r 1 

/ / / Fix, y, z) dy dz dx. 

Jo Jo Jx+z 


EJ EMPLO 3 Revision del ejemplo 2 usando el orden dzdydx 

Para integrar F(x, y, z.) sobre el tetraedro D en el orden dz dy dx, realizamos los pasos de la 
siguiente manera. 

Primero hallamos los limites de integration en z. Una recta paralela al eje z que pasa 
por un punto tipico (x, y) en la sombra del piano xy entra al tetraedro en z = 0 y sale por el 
piano superior donde z = y — x (figura 15.29). 

Luego hallamos los limites de integracion en y. En el piano xy, donde z = 0, el lado 
inclinado del tetraedro cruza el piano a lo largo de la recta y = x . Una recta paralela al eje 
y que pasa por (x, y) entra a la sombra en el piano xy en y = x y sale en y = 1 . 

Por ultimo encontramos los limites de integracion en x. Cuando la recta paralela al eje 
y del paso anterior barre la sombra, el valor de x varia desde x = 0 hasta x = 1 en el pun- 
to (1, 1, 0). La integral es 

y~x 

F{x, y, z) dz dy dx. 

Por ejemplo, si F(x, y, z) = 1 , vemos que el volumen del tetraedro es 



V = 



2 x + 2 X ) dx 


1 1 2 I 1 3 

2 x 2 X + g x 


J_ 

6 ' 
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Obtenemos el mismo resultado integrando en el orden dy dz dx. 


n i-j fi 

/ dy dz dx 
Jx+z 


l 

6 ' 


Como hemos visto, a veces (no siempre) hay dos ordenes en que pueden evaluarse las 
integrales iteradas simples para evaluar una integral doble. Para integrales triples, puede 
haber hasta seis ordenes, pues existen seis formas de ordenar dx, dy y dz. Cada orden con- 
duce a una descripcion diferente de la region de integracion en el espacio y a distintos K- 
mites de integracion. 



FIGURA 15.30 El ejemplo 4 da seis 
integrales triples iteradas distintas para el 
volumen de este prisma. 


(e) 



-y 

dz dx dy 


(f) 



-y 

dz dy dx 


Calculamos las integrales de las partes (b) y (c): 


Ademas, 



-y n 


dx dz dy 


Integral de la parte (b) 




y) dy 


= 1 . 


V = 



dy dx dz 



z) dx dz 



dz 


Integral de la parte (c) 


15.4 I ntegrales triples en coordenadas rectangulares 1105 

(2 - 2 z) dz 

= 1 . 

Las integrates de las partes (a), (d), (e) y (f) tambien dan V = 1 . 



Valor promedio de una funcion en el espacio 

El valor promedio de una funcion F sobre una region D en el espacio se define mediante la 
formula 


Valor promedio de F sobre D 


1 


volumen de D 


FdV. 


( 2 ) 


z 



Por ejemplo, si Fix, y, z) = 2 x 2 + y 2 + z 2 , entonces el valor promedio de F sobre D es 
la distancia promedio de los puntos en D desde el origen. Si Fix, y, z) es la temperatura en 
( x , y, z) de un solido que ocupa una region D en el espacio, entonces el valor promedio de 
F sobre D es la temperatura promedio del solido. 


Ej EMPLO 5 Calculo de un valor promedio 

Calcular el valor promedio de Fix, y, z) = xyz sobre el cubo acotado por los pianos coor- 
denados y los pianos x = 2, y = 2, y z = 2 en el primer octante. 


Solution Trazamos el cubo con el detalle suficiente para mostrar los lfmites de integra- 
cion (figura 15.31), y luego usamos la ecuacion (2) para calcular el valor promedio de F 
sobre el cubo. 

El volumen del cubo es (2)(2)(2) = 8. El valor de la integral de F sobre el cubo es 


FIGURA 15.31 La region de integracion 
del ejemplo 5. 



Con estos valores, la ecuacion (2) da 


V alor promedio de 
xyz sobre el cubo 


1 

volumen 


xyz dV 


cubo 


(|)(8> = i. 


A1 evaluar la integral, elegimos el orden dx dy dz, pero cualquiera de los otros cinco posi- 
bles ordenes hubiera servido. ■ 


Propiedades de las i ntegrales triples 

Las integrates triples tienen las mismas propiedades algebraicas que las integrates dobles 
y simples. 
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EJ ERCICIOS 15.4 

Evaluation de integrales triples con distintas 
iteraciones 

1. Evalue la integral del ejemplo 2 haciendo Fix, y, z) — 1 para cal- 
cular el volumen del tetraedro. 

2. Volumen de un solido rectangular Escriba seis integrales tri- 
ples iteradas distintas para el volumen del solido rectangular en el 
primer octante, acotado por los pianos coordenados y los pianos 
x = l,y = 2, yz=3. Evalue una de las integrales. 

3. Volumen de un tetraedro Escriba seis integrales triples itera- 
das distintas para el volumen del tetraedro determinado en el pri- 
mer octante por el piano 6x + 3y + 2 z— 6. Evalue una de las 
integrales. 

4. Volumen de un solido Escriba seis integrales triples iteradas 
distintas para el volumen de la region en el primer octante acotada 
por el cilindro x 2 + z 2 — 4 y el piano y = 3. Evalue una de las 
integrales. 

5. Volumen encerrado por paraboloides Sea D la region acotada 
por los paraboloides z — 8 — x 2 — y 2 y z — x 2 + y 2 . Escriba 
seis integrales triples iteradas distintas para el volumen de D. 
Evalue una de las integrales. 

6. Volumen dentro de un paraboloide debajo de un piano Sea 

D la region acotada por el paraboloide z — x 2 + y 2 y el piano 
z = 2y. Escriba integrales iteradas triples en el orden dz dx dy y 
dz dy dx, que den el volumen de la region D. No evalue las inte- 
grales. 


Evaluation de integrales triples iteradas 

Evalue las integrales de los ejercicios 7-20. 


7. / f f {x 2 + y 2 + z 2 ) dz dy dx 
Jo Jo Jo 


r 2 2 f 3v r %-x 2 -y 2 

8. / / / dzdxdy 9. 

Jo Jo Jx 2 +3y 2 


Ce re fe 


xyz 


dx dy dz 


1 r3-3 . t r3-3x-y 


10 . 


Jo Jo Jo 

i-i r l r l 


m P 

y sen z dx dy dz 


12. / / / (x + y + z) dy dx dz 

-l J-iJ-i 


n 2 9—x 2 r 2 9-x 2 r2 r 2 4-y 2 r 2x+y 

/ dz dy dx 14. / / / dzdxdy 

Jo Jo J 2 4-y 2 Jo 


1 P2—X rl—x—y 


1 rl-x 2 r4-x 2 -y 


is. / dz dy dx 16. / / / x dz dy dx 

Jo Jo Jo ' Jo Jo J 3 

m P 

cos (« + y + w) du dy dw (espacio uyw) 

m e 

In r In 5 In t dt dr ds (espacio rst) 

r p /4 r In sec y r2t 

19. / / / e x dx dt dy (espacio ty) 

Jo Jo J- oo 
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m 2 4 -? 2 q 

— — ~r dp dq dr (espacio pqr) 
r + 1 


24. La region del primer octante acotada por los pianos coordenados 
y los pianos x + z — 1, y + 2z = 2 


Volumenes mediante integrales triples 

21. La siguiente es la region de integracion de la integral 

i-y 

dz dy dx . 

z 

Parte superior: y + z = 1 

0 ) 

* ( 1 , 1 , 0 ) 

Escriba la integral como una integral iterada equivalente en el 
orden 

a. dy dz dx b. dy dx dz 

c. dx dy dz d. dx dz dy 

e. dz dx dy. 

22. La siguiente es la region de integracion de la integral 

dz dy dx. 






Escriba la integral como una integral iterada equivalente en el 
orden 

a. dy dz dx b. dy dx dz 

c. dx dy dz d. dx dz dy 

e. dz dx dy. 

Calcule el volumen de cada una de las regiones de los ejercicios 

23-36. 

23. La region entre el cilindro z — y 2 y el piano xy que esta acotada 
por los pianos x = 0, x = l,y = — \,y = 1 

z 



z 



25. La region del primer octante acotada por los pianos coordenados, 
el piano y + z = 2 , y el cilindro x = 4 — y 2 


z 



26. La cuna definida en el cilindro x 2 + y 2 = 1 por los pianos 

z = —y y z = 0 


z 



27. El tetraedro del primer octante acotado por los pianos coordena- 
dos y el piano que pasa por (1, 0, 0), (0, 2, 0), y (0, 0, 3). 


z 
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28. La region del primer octante acotada por los pianos coordenados, 
el piano y = 1 — x, y la superficie z = cos (p x/2), 0 £ x £ 1 


32. La region cortada en el cilindro x 2 + y 2 = 4 por el piano z = 0 
y el piano x + z = 3 




30. La region del primer octante acotada por los pianos coordenados 
y la superficie z — 4 — x 2 — y 

z 



31. La region del primer octante acotada por los pianos coordenados, 
el piano x + y = 4 , y el cilindro y 1 + 4 z 2 — 16 

z 



33. La region del primer octante entre los pianos x + y + 2z = 2y 
2jt + 2y + z = 4. 

34. La region finita acotada por los pianos z = x, x + z = 8, z = y, 
y = 8, y z = 0. 

35. La region cortada en el cilindro eliptico solido x 1 + 4y 2 £ 4 por 
el piano xy y el piano z = x + 2 

36. La region acotada por atras por el piano x = 0, al frente y a los 
lados por el cilindro parabolico x = 1 — y 2 , arriba por el parabo- 
loide z = x 2 + y 2 , y abajo por el piano xy 

Valores promedio 

En los ejercicios 37-40, calcule el valor promedio de F(x, y, z) sobre la 

region dada. 

37. F(x, y, z) — x 2 + 9 sobre el cubo en el primer octante acotado 
por los pianos coordenados y los pianos x = 2, y = 2, yz = 2 

38. F{x, y, z) = x + y — z sobre el solido rectangular en el primer 
octante acotado por los pianos coordenados y los pianos 
x = l,y = 1, y z = 2 

39. F(x, y , z) = x 2 + y 2 + z 2 sobre el cubo en el primer octante 
acotado por los pianos coordenados y los pianos x = I , y = 1, y 

Z = 1 

40. F{x, y, z) = xyz sobre el cubo en el primer octante acotado por 
los pianos coordenados y los pianos x = 2, y = 2, y z = 2 


Cambio del orden de integracion 

Evalue las integrales de los ejercicios 41-44, cambiando adecuada- 
mente el orden de integracion 
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Teona y ejemplos 

45. Determinacion del limite superior de una integral iterada 

Despeje a: 


1 rA—a—x 2 r4-x 2 —y 


dz dy dx 


15 ' 


46. Elipsoide Para que valor de c ocurre que el volumen del elip- 
soide x 2 + (y/2) 2 + (z/c) 2 = 1 es igual a 8p ? 

47. Minimizacion de una integral triple ( 'Cual dominio D en el 
espacio minimiza el valor de la integral 


(4x 2 + 4y 2 + z 2 - 4) dV ? 


Justifique su respuesta. 

48. Maximizacion de una integral triple ( -,Cual dominio D en el 
espacio maximiza el valor de la integral 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 

Evaluaciones numericas 

En los ejercicios 49-52, use una herramienta de integracion de un pro- 
grama de algebra por computadora para evaluar la integral triple de la 
funcion dada sobre la region solida indicada. 

49. F(x, y, z) = x 2 y 2 z sobre el cilindro solido acotado por x 2 + y 2 = 1 
y los pianos z = 0 y z = 1 

50. F( x, y, z) = | xyz | sobre el solido acotado abajo por el paraboloide 
z = x 2 + y 2 y arriba por el piano z = 1 

51. F(x, y, z) = — y y— — sobre el solido acotado abajo por 

(x 2 + y~ + z 2 ) J/2 

el cono z = 2 x 2 + y 2 y arriba por el piano z = 1 

52. F(x,y,z) = x 4 + y 2 + z 2 sobre la esfera solida x 2 + y 2 + 

z 2 < 1 


JJJ( 1 ~ x 2 - y 2 - z 2 ) dVl 

D 

Justifique su respuesta. 



Masas y momentos en tres dimensiones 


Esta seccion muestra como calcular las masas y momentos de objetos tridimensionales en 
coordenadas cartesianas. Las formulas son similares a las de los objetos bidimensionales. 
Para los calculos en coordenadas esfericas y cilmdricas, vea la seccion 15.6. 


z 



FI GURA 15.32 Para definir la masa y el 
momenta de inercia de un objeto con 
respecto a una recta, primero imaginamos 
que esta dividido en un numero finito de 
elementos de masa Am*. 


Masas y momentos 

Si d(x, y, z) es la densidad de un objeto que ocupa una region D en el espacio (masa por 
unidad de volumen), la integral de d sobre D da la masa del objeto. Para ver por que, ima- 
gine que partimos el objeto en n elementos de masa como el que aparece en la figura 
15.32. La masa del objeto es el limite 



d (x, y, z) dV. 


Ahora deduciremos una formula para el momento de inercia. Si r(x, y, z) es la distancia del 
punto (x, y, z) en D a una recta L, entonces el momento de inercia de la masa A m* = 
d(x fc yk, Zk)AVk con respecto a la recta L (que aparece en la figura 15.32) es aproximada- 
mente A/< = r 2 (xk, yk, z^Amt- El momento de inercia con respecto aide todo el ob- 
jeto es 



D 


Si L es el eje x, entonces r 2 = y 2 + z 2 (figura 15.33) y 


Ir = 


(y 2 + z 2 ) d dV. 


D 




1110 Capitulo 15: I ntegrales multiples 


z 



FIGURA 15.33 Formulas para la masa y 
el momento para objetos solidos en el 
espacio 


De manera similar, si L es el eje y o el eje z tenemos 


Iy = 


(x 2 + z 2 ) d dV 


I , = 


(x 2 + y 2 ) d dV. 


Analogamente podemos obtener los primeros momentos con respecto a los pianos coor- 
denados. Por ejemplo. 


M V7 = 


xd (x, y, z) dV 


da el primer momento con respecto al piano yz. 

Las formulas para la masa y el momento en el espacio, que son analogas a las que 
analizamos para regiones planas en la seccion 15.2, se resumen en la tabla 15.3. 


TABLA 15.3 Formulas para la masa y el momento para objetos solidos en el espacio 
Masa: M = JJJ d dV (d = d(x, y, z) = es la densidad) 

D 

Primeros momentos con respecto a los pianos coordenados: 


My z = JJJ X d dV, M xz = JJJ y d dV, M xy = JJ I Z 

D D D 

Centro de masa: 


d dV 


M v . 


M r . 


X ~ M' y ~ M ’ 


M 


z = 


*y 

M 


Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados: 

h = JJJ (y 2 + Z 2 ) d dv 

h= /// 1* 2 + z 2 )ddV 


h = JJJ (x 2 + y 2 )d dv 

Momentos de inercia con respecto a una recta L. 

// = JJJ r 2 d dV (r(x, y, z) = es la distancia del punto (x, y, z) a la recta L) 

Radio de giro con respecto a una recta L. 


R l = 2 I L /M 


EJEMPLO 1 Calculo del centra de masa de un solido en el espacio 

Calcular el centra de masa de un solido de densidad constante d acotado abajo por el disco 
R: x 2 + y 2 s 4 en el piano z — 0 y arriba por el paraboloide z — 4 — x 2 — y 2 (figura 
15.34). 
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Z = 4 — x 2 - y 2 

/ 

/ 


c.m. 



x 


FI GURA 15.34 Calculo del centra de 
masa de un solido (ejemplo 1 ). 


Por simetrfa, x = y = 0. Para calcular z, primero vemos que 


M X y = 


=4—x 2 - 


Z d dz dy dx = 


z=0 


Z=4-x/—f 


d dy dx 


_b=o 


(4 — x 2 — y 2 ) 2 dy dx 


H /' 2 1 J f 2 . . Coordenadas polares 

|/ / (4 — r 2 ) 2 r dr dU 


f2p 


-f(4 - r 2 ) 3 


r= 2 


= IM/' 2P = 3M 


t/u = 


t/u = 


Jr=0 


3 ' 


Un calculo similar da 


M = 


4—x 2 - 


d dz dy dx 


8 p d. 


Por tanto, z = ( M xy /M ) = 4/3 y el centro de masa es (x, y, z) = (0, 0, 4/3). 

Cuando la densidad de un objeto solido es constante (como en el ejemplo 1), el centro de 
masa se conoce como el centroide del objeto (como ocurrfa con las formas bidimensiona- 
les de la seccion 15.2). 



FIGURA 15, : Calculo de I x , I y , e / para 

el bloque que aparece aquf. El origen esta 
en el centro del bloque (ejemplo 2 ). 


EJ EMPLO 2 Calculo de los momentos de inercia con respecto a los ejes coor- 
denados 

Calcular I x , I y , I z para el solido rectangular de densidad constante d que aparece en la figu- 
re 15.35. 

Solucion La formula para I x da 

/ c/2 rb/2 ra/2 

/ / (y 2 + z 2 ) d dxdy dz. 

c/2 J-b/2 J-a/2 

Podemos evitar parte del trabajo de integracion observando que ( y 2 + z 2 ) d es una fun- 
cion par de x, y y z. El solido rectangular consta de ocho piezas simetricas, una en cada oc- 
tante. Podemos evaluar la integral en una de estas piezas, y luego multiplicar por d para 
obtener el valor total. 


Ix = 


rc/2 rb/2 fa/ 2 

/O Jo 


JO 


= 4a d 


’•c/2 r^3 


c/2 


(y 2 + z 2 ) d dx dy dz = 4ad 

y=b/2 


rc/2 rb/2 


0 JO 


(y 2 + z 2 ) dy dz 


+ z 2 y 


dz 


Jx=o 


= 4ad / ( I 4 + I dz 


. j [ b 2 c . c 3 b\ abed ,,2 , 2 \ M n 2 , 2 \ 

= 4ad ( I = ( b + = 12 (b + c 


48 48 


De manera similar. 


j ivi / 2 1 2 \ 

Iy = j2 (a + c z ) 


I z = ^(a 2 + b 2 ). 


1112 Capitulo 15: I ntegrales multiples 


EJ ERtl Cl OS 15.5 


Densidad constante 

Todos los solidos de los ejercicios 1-12 tienen densidad constante 

d = 1. 

1. ( Revision del ejemplo 1). Evalue directamente la integral para I x 
en la tabla 15.3 para mostrar que el atajo del ejemplo 2 da la mis- 
ma respuesta, y use los resultados del mismo ejemplo para hallar 
el radio de giro del solido rectangular con respecto a cada eje 
coordenado. 

2. Momentos de inercia Los ejes coordenados de la figura pasan 
por el centroide de una cuna solida paralela a las aristas indicadas. 
Calcule /,, I y , e L si a = b = 6 y c = 4. 


z 



3. Momentos de inercia Determine, con respecto a sus aristas, los 
momentos de inercia del solido rectangular aqui mostrado, a tra- 
ves del calculo de I x , I y , e I z . 

z 



4. a. Centroide y momentos de inercia Determine el centroide y 

los momentos de inercia I x , I y , e /- del tetraedro cuyos vertices 
son los puntos (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). 

b. Radio de giro Calcule el radio de giro del tetraedro, con 
respecto al eje x. Comparelo con la distancia del centroide al 
eje x. 

5. Centro de masa y momentos de inercia Un solido de densidad 
constante esta acotado abajo por la superficie z = 4y 2 , arriba por 
el piano z = 4, y en los extremos por los pianos x = 1 y x = — 1 . 
Determine el centra de masa y los momentos de inercia, con res- 
pecto a los tres ejes. 

6. Centro de masa Un solido de densidad constante esta acotado 
abajo por el piano z = 0, a los lados por el cilindro eliptico 
x 2 + 4y 2 = 4, y arriba por el piano z — 2 — x (vea la siguiente 
figura). 


a. Determine x y y. 

b. Evalue la integral 

r2 /* ( 1/2)2 4-x 2 r 2-x 

M xy = / / / zdzdy dx 

J-2j-(l/2)2 4-rJO 

usando tablas de integrales para realizar la integration final con 
respecto a x. Luego divida entre M para verificar que 
Z = 5/4. 


z 



7. a. Centro de masa Calcule el centra de masa de un solido de den- 

sidad constante acotada abajo por el paraboloide z — x 2 + y 2 y 
arriba por el piano z = 4. 

b. Determine el piano z — c que divide al solido en dos partes 
de igual volumen. Este piano no pasa por el centra de masa. 

8. Momentos y radios de giro Un cubo solido, con 2 unidades 
por lado, esta acotado por los pianos x = ±1, z = ±1, y = 3, y 
y = 5. Determine el centra de masa y los momentos de inercia 
y radios de giro, con respecto a los ejes coordenados. 

9. Momentos de inercia y radio de giro con respecto a una recta 

Una cuna como la del ejercicio 2 tiene a — 4, b = 6, yc = 3. 
Haga un rapido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto tipico ( x , y, z) de la cuna a la recta 
L: z = 0, y = 6 es r 2 = (y — 6) 2 + z 2 . Luego calcule el mo- 
menta de inercia y el radio de giro de la cuna con respecto a L. 

10. Momenta de inercia y radio de giro con respecto a una recta 
Una cuna como la del ejercicio 2 tiene a — 4, b = 6, y c = 3. 
Haga un rapido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto tipico ( x , y, z) de la cuna a la recta 
L: x = 4, y = 0 es r 2 = (x — 4) 2 + y 2 . Luego calcule el mo- 
menta de inercia y el radio de giro de la cuna con respecto a L. 

11. Momenta de inercia y radio de giro con respecto a una recta 
Un solido como el del ejercicio 3 tiene a — 4, b = 2, yc = 1. 
Haga un rapido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto tipico (x, y, z) del solido a la recta 
L: y = 2, z = 0 is r 2 = ( y — 2) 2 + z 2 . Luego calcule el mo- 
menta de inercia y el radio de giro del solido con respecto a L. 
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12. Momento de inercia y radio de giro con respecto a una recta 

Un solido como el del ejercicio 3 tiene a = 4, b = 2, yc = 1. 
Haga un rapido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto tfpico (x, y, z) del solido a la recta 
L: x = 4, y = 0 es r 2 = (x — 4) 2 + y 2 . Luego calcule el mo- 
mento de inercia y el radio de giro del solido con respecto a L. 


Densidad variable 

En los ejercicios 13 y 14, calcule 

a. la masa del solido. 

b. el centro de masa. 

13. Una region solida en el primer octante esta acotada por los pianos 
coordenados y el piano x + y + z = 2. La densidad del solido es 
d (x, y, z) = 2x. 

14. Un solido en el primer octante esta acotado por los pianos y = 0 
y z = 0 y por las superficies z = 4 — x 2 yx = y 2 (vea la si- 
guiente figura). Su funcion de densidad es d(x, y, z) = kxy, k es 
una constante. 


z 


z = 4 — x 2 



En los ejercicios 15 y 16, calcule 

a. la masa del solido. 

b. el centro de masa. 

c. los momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados. 

d. los radios de giro con respecto a los ejes coordenados. 

15. Un cubo solido en el primer octante esta acotado por los pianos 
coordenados y por los pianos x = 1, y = 1, y z = l.La densidad 
del solido es d(x, y, z) = x + y + z + 1. 

16. Una curia como la del ejercicio 2 tiene dimensiones a = 2, b = 6, 
y c = 3. La densidad es d (x,y,z) = x + 1. Observe que si la 
densidad es constante, el centro de masa sera (0, 0, 0). 

17. Masa Calcule la masa del solido acotado por los pianos 
x + z — 1, x — z = — 1, y = 0 y la superficie y = 2 z. La den- 
sidad del solido es d(x, y, z) = 2y + 5. 


18. Masa Calcule la masa de la region solida acotada por las super- 
ficies parabolicas z = 16 — 2x 2 — 2y 2 y : = 2x 2 + 2y 2 si la 
densidad del solido es d(x, y, z) = 2 x 1 + y 2 . 

Trabajo 

En los ejercicios 19 y 20, calcule lo siguiente. 

a. La cantidad de trabajo realizado por la gravedad (constante) 
g al mover el lfquido que llena el recipiente al piano xy. ( Su - 
gerencia : Parta el lfquido en pequenos elementos de volumen 
Wj y determine (aproximadamente) el trabajo realizado por 
la gravedad en cada elemento. Al sumar y pasar al lfmite se 
llega a una integral triple por evaluar). 

b. El trabajo realizado por la gravedad al mover el centro de ma- 
sa hacia abajo hacia el piano xy. 

19. El recipiente es una caja cubica en el primer octante acotada por 
los pianos coordenados y los pianos x = l,y = 1, y z — l.La 
densidad del lfquido que llena la caja es d (x, y,z) = x + y + 
z + 1 (ver ejercicio 15). 

20. El recipiente tiene la forma de la region acotada por y = 0, z = 0, 
z = 4 — x 2 , y x = y 2 . La densidad del lfquido que llena la region 
es d (x, y, z) = kxy, siendo k constante (vea el ejercicio 14). 

El teorema del eje paralelo 

El teorema del eje paralelo (ejercicios 15.2) es valido en tres dimen- 
siones al igual que en dos. Sea L c m una recta que pasa por el centro de 
masa de un cuerpo de masa m y sea L una recta paralela a h unidades 
de distancia de L c . m .. El teorema del eje paralelo dice que los mo- 
mentos de inercia I c m e I L del cuerpo con respecto a L c m y L satisfa- 
cen la ecuacion 

h = h.m. + mh 2 . (1) 

Como en el caso bidimensional, el teorema proporciona una forma ra- 
pida de calcular un momento cuando se conocen el otro momento y la 
masa. 

21. Demostracion del teorema del eje paralelo 

a. Muestre que el primer momento de un cuerpo en el espacio, 
con respecto a cualquier piano que pase por el centro de masa 
del cuerpo, es cero. ( Sugerencia : coloque el centro de masa del 
cuerpo en el origen y suponga que el piano es el piano yz. 
^Que le dice la formula x = M yz /M2) 


z 
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b. Para demostrar el teorema del eje paralelo, coloque el cuerpo 
con su centra de masa en el origen, con la recta L c m . a lo lar- 
go del eje z y la recta L perpendicular al piano xy en el punto 
(h, 0, 0). Sea D la region del espacio ocupada por el cuerpo. 
Entonces, con la notation de la figura, 

II = JJj |v - hi\ 2 dm. 

D 

Desarrolle el integrando de esta integral y complete la demos- 
tracion. 

22. El momento de inertia con respecto a un diametro de una esfera 
solida de densidad constante y radio a es (2/5 )ma 2 , donde m es la 
masa de la esfera. Determine el momento de inertia con respecto 
a una recta tangente a la esfera. 

23. El momento de inercia del solido del ejercicio 3 con respecto al 
ejezes/. = abc(a 2 + b 2 )/ 3. 

a. Use la ecuacion (1) para determinar el momento de inercia y 
el radio de giro del solido con respecto a la recta paralela al 
eje z que pasa por el centro de masa del solido. 

b. Use la ecuacion (1) y el resultado en la parte (a) para calcular 
el momento de inercia y el radio de giro del solido con res- 
pecto a la recta x = 0, y = 2b. 

24. Si a = b = 6 y c = 4, el momento de inercia de la cuna solida 
(ejercicio 2) con respecto al eje x es I x = 208. Calcule el momen- 
to de inercia de la cuna con respecto a la recta y = 4, z = —4/3 
(la orilla del extremo angosto de la cuna). 

Formula de Pappus 

La formula de Pappus (ejercicios 15.2) es valida en tres dimensiones, 
al igual que en dos. Supongamos que los cuerpos fii y fii de masa nt\ 
y m 2 , respectivamente, ocupan regiones no traslapadas en el espacio, 
y que Ci y C 2 son los vectores que van del origen a los respectivos cen- 
tres de masa. Entonces, el centro de masa de la union B\ U B 2 de los 
dos cuerpos queda determinado mediante el vector 

mi Ci + m 2 Ci 

c = r • 

m 1 + m 2 

Como antes, esta formula se llama la formula de Pappus. Como en el 
caso bidimensional, la formula se generaliza como 

mi Ci + 111201 + • • • + m„c„ 

c = 

mi + m2 + • • • + m n 

para n cuerpos. 


25. Deduzca la formula de Pappus. (Sugerencia'. trace B{ y B 2 como 
regiones no traslapadas en el primer octante y etiquete sus centres 
de masa (jci, y\, z\) y {xz, yi, zt). Exprese los momentos de 
B\ U Bi con respecto a los pianos coordenados en terminos de las 
masas mi y m 2 y las coordenadas de estos centres.) 

26. La siguiente figura muestra un solido formado a partir de tres so- 
lidos rectangulares de densidad constante d = 1. Use la formula 
de Pappus para encontrar el centro de masa de 

a. A U B b. A U C 

c. BUC d. A U B U C. 


z 



27. a. Suponga que un cono circular recto solido C con el radio de su 

base siendo a y con una altura h se construye sobre la base cir- 
cular de un hemisferio solido S de radio a, de modo que la 
union de los dos solidos parece un cono de helado. El centroi- 
de de un cono solido esta a una cuarta parte del camino de la 
base al vertice, mientras que el centroide de un hemisferio so- 
lido se localiza a tres octavos del camino de la base a la parte 
superior. ^Que relation debe haber entre h y a para colocar el 
centroide de C U S en la base comun de ambos solidos? 

b. Si aun no lo ha hecho, responda a la misma pregunta, pero 
aplicada a un triangulo y una semicircunferencia (section 
15.2, ejercicio 55). Las respuestas no son iguales. 

28. Una piramide solida P con una altura h y cuatro lados congruentes 
se construye con su base como una de las caras de un cubo solido 
C, cuyas aristas tienen longitud s. El centroide de una piramide 
solida esta a una cuarta parte del camino de la base hacia el verti- 
ce. ),Que relation debe haber entre hy s para colocar el centroide 
de P U C en la base de la piramide? Compare su respuesta con la 
dada en el ejercicio 27. Ademas, comparela con la respuesta del 
ejercicio 56 de la section 15.2. 


15.6 


I ntegrales triples en coordenadas cilindricas y esfericas 


Cuando un calculo en ffsica, ingenierfa o geometrfa implica un cilindro, un cono o una es- 
fera, con frecuencia podemos simplificar nuestro trabajo usando coordenadas cilindricas o 
esfericas, que presentaremos en esta seccion. El procedimiento para transformar a estas 
coordenadas y evaluar las integrales triples resultantes es similar a la transformacion 
a coordenadas polares en el piano que fue estudiada en la seccion 15.3. 
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z 


P(r, e, z) 



FIGURA 15.36 Las coordenadas 
cilfndricas de un punto en el espacio son r , 
U,y z. 


Integration en coordenadas cilfndricas 

Para obtener las coordenadas cilfndricas en el espacio combinamos las coordenadas pola- 
res del piano xy con el eje z. Esto asigna a todo punto en el espacio una o mas tercias de 
coordenadas de la forma (r, U, z), como muestra la figura 15.36. 


DEFINICION Coordenadas cilfndricas 

Las coordenadas cilindricas representan un punto P en el espacio mediante ter- 
cias ordenadas (r, U, z) en donde 

1. ryll son las coordenadas polares para la proyeccion vertical de P sobre el 
piano xy. 

2. z es la coordenada vertical rectangular. 


Los valores de x, y, r, y U en coordenadas rectangulares y cilfndricas se relacionan me- 
diante las ecuaciones usuales. 


Ecuaciones que relacionan las coordenadas rectangulares (x, y, z ) y las 
cilindricas (r, U,z) 

x = rcostl, y = rsentl, z = z, 
r 2 = x 2 + y 2 , tan U = y/x 


En coordenadas cilfndricas, la ecuacion r = a describe no solo una circunferencia en 
el piano xy, sino todo un cilindro alrededor del eje z (figura 15.37). El eje z esta dado por 
r = 0. La ecuacion U = Uo describe el piano que contiene al eje z y forma un angulo Uo 
con el semieje positivo x, e igualmente como en las coordenadas rectangulares, la ecua- 
cion z = Zo describe un piano perpendicular al eje z. 



FIGURA 15.37 Ecuaciones con coordenadas 
constantes en las coordenadas cilfndricas producen 
cilindros y pianos. 
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z 


r A r Ad 



FIGURA 15.38 En coordenadas 
cilindricas, el volumen de la cuna se 
aproxima mediante el producto 
A V = Az r Ar Au. 


z 


Parte super ior 

Cartesianas: z = x 1 +y 1 
Cilmdricas: z = r 1 



/ Cartesianas: x 2 + [y- l) 2 = 1 
x Pol ares: r = 2senfl 


FIGURA 15.39 Determinacion de los 
lfmites de integracion para evaluar una 
integral en coordenadas cilmdricas 
(ejemplo 1). 


Las coordenadas cilindricas son buenas para describir los cilindros cuyo eje corre a lo 
largo del eje z y a los pianos que contienen al eje z o que son perpendiculares al mismo eje 
z. Superficies como estas tienen ecuaciones con coordenadas cilindricas constantes: 


f = 4. Cilindro, radio 4, su eje es el eje z 


U 

z 



Plano que contiene el eje z 
Plano perpendicular al eje z 


Para calcular integrales triples sobre una region D en coordenadas cilindricas, parti- 
mos la region en n pequenas cunas cilindricas, en lugar de cajas rectangulares. En la k-esi- 
ma cuna cilindrica, r, U y z cambian por Ar/-, Au*, y A Zk, y el mayor de estos numeros 
entre todas las cunas cilindricas se llama la norma de la partition. Definimos la integral 
triple como un limite de las sumas de Riemann aplicadas a estas cunas. El volumen de una 
cuna cilindrica AVj t se obtiene al multiplicar el area A A k de su base en el piano rll por la 
altura Az (figura 15.38). 

Para un punto (V/., u*, Zk) en el centra de la Uesima cuna, ya hemos calculado en coor- 
denadas polares que A ,4/, = r k Ar/- Au*. Entonces AV* = A Zk r k Ar* AlR y una suma de 
Riemann para /sobre D tiene la forma 


S 


n 


n 


2 

i= l 


f(r k , U*, Zk) 


A z k n A r k Au^. 


La integral triple de una funcion/ sobre D se obtiene considerando el limite de las sumas 
de Riemann con particiones cuyas normas tienden a cero 


lim S n 

n — »oo 



f dz r dr dU. 


Las integrales triples en coordenadas cilindricas se evaluan entonces con integrales itera- 
das, como en el siguiente ejemplo. 


Ej EMPLO 1 Como definir lfmites de integracion en coordenadas cilindricas 

Definir los limites de integracion en coordenadas cilindricas para integrar una funcion 
f(r, U, z) sobre la region D acotada abajo por el piano z = 0, a los lados por el cilindro cir- 
cular x 2 + (y — l) 2 = l,y arriba por el paraboloide z = x 2 + y 2 . 

Solucion La base de D es tambien la proyeccion R de la region sobre el piano xy. La 
frontera de R es la circunferencia x 2 + (y — l) 2 = 1. Su ecuacion en coordenadas pola- 
res es 

x 2 + (y - l) 2 = 1 
x 2 + y 2 - 2y + 1 = 1 
r 2 — 2r sen U = 0 

r = 2 sen U . 


La region aparece en la figura 15.39. 

Determinamos los limites de integracion, comenzando con los limites en z. Una recta 

M paralela al eje z que pasa por un punto tipico (V, u) en R, entra a I) en z = 0 y sale en 

2,2 2 
Z - X + y - r . 

A continuacion hallamos los limites de integracion en r. Un rayo L que pasa por (r, Ll) 
partiendo del origen, entra a R en r = 0 y sale en r = 2 sen U . 
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Por ultimo determinamos los lfmites de integracion en U . Cuando L barre R, el angulo 
U que forma con el semieje positivo x va desde U = 0 hasta U = p . La integral es 


f(r, U ,z)dV = 


p /*2senll Pr 2 


f(r , U, z) dzr dr d\i. 


El ejemplo 1 ilustra un buen procedimiento para determinar los lfmites de integracion 
en coordenadas cilindricas. El procedimiento se resume como sigue. 


Como integrar en coordenadas cilindricas 

Para evaluar 

JJJ f(r , U, z) dV 

D 

sobre una region D en el espacio en coordenadas cilindricas, integrando primero con res- 
pecto a z, luego con respecto ary finalmente con respecto a U, siga los pasos siguientes. 

1. Haga un bosquejo. Trace la region D junto con su proyeccion R sobre el piano xy. 
Marque las superficies y las curvas que acotan a D y a R. 


z 



2. Determine los limites de integracion. Trace una recta M paralela al eje z, por un punto 
tfpico (r, U ) de R. Mientras z crece, M entra a l) en z = gi(r, U ) y sale en z = giif. U ). 
Estos son los lfmites de integracion en z. 


z 



r = h 2 {6) 
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3. Determine los limites de integracion en r. Trace un rayo L por (r, u) desde el origen. 
El rayo entra a R en r = /z i (u ) y sale en r = /z 2 (u). Estos son los limites de integra- 
cion en r. 


z 



4 . Determine los limites de integracion en U . Cuando L barre R, el angulo U que forma 
con el semieje positivo x va desde U = a hasta U = b . Estos son los limites de inte- 
gracion en U . La integral es 


III fir '"' z) dv 

D 


r U=b rr=h 2 ( U) rz=gi(r,\i) 
/ U=a J r=/i 1 (u) Jz=g\(r,U) 


f(r, U, z) dz rdrd\i. 


EJEMPLO 2 Determi nacion de un centroide 

Encontrar el centroide (d = 1) del solido encerrado por el cilindro x 2 + y 2 = 4, acotado 
arriba por el paraboloide z = x 2 + y 2 , y abajo por el piano xy. 



FIGURA 15.40 El ejemplo 2 muestra 
como encontrar el centroide de este solido. 


Solucion Trazamos el solido, acotado arriba por el paraboloide z = r 2 y abajo por el 
piano z = 0 (figura 15.40). Su base R es el disco 0 < r < 2 en el piano xy. 

El centroide del solido (x, y, z) esta en su eje de simetrfa, en este caso, el eje z. Esto 
hace que x = y = 0 . Para hallar z . , dividimos el primer momento M xy entre la masa M. 

Para hallar los limites de integracion para las integrales de la masa y el momento, 
continuamos con los cuatro pasos basicos. Completamos nuestro bosquejo inicial. Los de- 
mas pasos dan los limites de integracion. 

Los limites en z. Una recta M paralela al eje z, que pasa por un punto tfpico (r, U ) en la 
base, entra al solido en z = 0 y sale en z = r 2 . 

Los limites en r. Un rayo L que pasa por (r, u) saliendo desde el origen, entra a R en 
r = 0 y sale en r = 2. 

TLos limites en U . Cuando L barre sobre la base, como una manecilla de reloj, el angu- 
lo U que forma con el semieje positivo x va desde U = 0 hasta U = 2p . El valor de M xy es 



32p 

3 
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FIGURA 15.41 Las coordenadas y el centroide es (0, 0, 4/3). Observe que el centroide esta fuera del solido. 

esfericas r , f , y LI y su relation con x, y, z. 

y ' Coordenadas esfericas e integration 

Las coordenadas esfericas ubican los puntos en el espacio mediante dos ang ulos y una dis- 
tancia, como lo muestra la figura 15.41. La primera coordenada, r = | OP | , es la distan- 
cia del punto al origen. A diferencia de r, la variable r nunca es negativa. La segunda 
coordenada, f , es el angulo OP que forma con el semieje positivo z. Se requiere que este 
en el intervalo [0, p ]. La tercera coordenada es el angulo U medido en coordenadas cilin- 
dricas. 


z 



p = a, mientras 
que <)> y 0 varian 



8 = 0 O , mientras que p 
y <f> van an 

FIGURA 15.42 Las ecuaciones de 
coordenadas constantes en coordenadas 
esfericas proporcionan esferas, conos y 
semipianos. 


DEFINICION Coordenadas esfericas 

Las coordenadas esfericas representan un punto P en el espacio mediante las 
tercias ordenadas (r , f , u) en las que 

1. r es la distancia de P al origen. 

2. f es el angulo que OP forma con el semieje positivo z(0 £ f — P )■ 

3. U es el angulo de las coordenadas cilindricas. 


En los mapas de la Tierra, U se relaciona con el meridiano de un punto sobre la Tierra 
y f con su latitud, mientras que r se relaciona con la altitud sobre la superficie terrestre. 

La ecuacion r = a describe la esfera (superficie esferica) de radio a con centra en el 
origen (figura 15.42). La ecuacion f = f o describe un cono cuyo vertice esta en el origen 
y cuyo eje esta a lo largo del eje z. (Ampliamos nuestra interpretation para incluir el piano 
xy como el cono f = p /2.) Si f q es mayor que p /2, el cono f = f o se abre hacia abajo. 
La ecuacion LI = Uo describe el semiplano que contiene al eje z y forma un angulo Uo con 
el semieje positivo x. 


Ecuaciones que relacionan las coordenadas esfericas con las coordenadas 
cartesianas y cilindricas 

r = r sen f , x = r cos U = r sen f cos U , 

z — r cost , y = rsenU = r sen f senU, (1) 

r = 2 x 2 + y 2 + z 2 = 2 r 2 + z 2 - 
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z 



FIGURA 15.43 La esfera del ejemplo 3. 


EJ EMPLO 3 Conversion de coordenadas cartesianas a esfericas 

Determine una ecuacion en coordenadas esfericas para la esfera x 2 + y 2 + (z — l) 2 = 1. 
Solucion Usamos las ecuaciones (1) para sustituir x, y, y z: 

x 2 +y 2 + (z~ l) 2 = 1 

r 2 sen 2 f cos 2 U + r 2 sen 2 f sen 2 U + (r cost — l) 2 = 1 Ecuaciones (1) 

r 2 sen 2 f (cos 2 U + sen 2 u) + r 2 cos 2 f — 2r cosf +1 = 1 

1 

r 2 (sen 2 f + cos 2 f ) = 2r cos f 

1 

r 2 = 2r cos f 


r = 2 cos f . 



Vea la figura 15.43. 

EJ EMPLO 4 Conversion de coordenadas cartesianas a esfericas 

Determine una ecuacion en coordenadas esfericas para el cono z = 2 x 2 + y 2 (figura 
15.44). 


Solucion 1 Use la geometria. El cono es simetrico con respecto al eje z y corta al primer 
cuadrante del piano yz a lo largo de la recta z = y. El angulo entre el cono y el semieje 
positivo z es por tanto p /4 radianes. El cono consta de los puntos cuyas coordenadas esfe- 
ricas tienen f igual a p /4, de modo que su ecuacion es f = p /4. 

Solucion 2 Use el algebra. Si usamos las ecuaciones (1) para sustituir x, y y z obtene- 

mos el mismo resultado: 

FIGURA 15.44 El cono del ejemplo 4. 

z= 2 x 2 + y 2 

r cos f = 2 r 2 sen 2 f 

r cos f = r sen f r >0,senf >0 


cos f = sen f 


f 



0 < f < P 


Las coordenadas esfericas son adecuadas para describir esferas con centra en el origen, semi- 
pianos acoplados a lo largo del eje z y conos con vertice en el origen y eje a lo largo del eje 
z. Superficies como estas tienen ecuaciones con valores constantes para las coordenadas: 


r = 4 


f 

u 


P 

3 

P 

3 ' 


Esfera de radio 4, centro en el origen 

Cono que abre hacia arriba desde el origen, formando 

un angulo de p /3 radianes con el semieje positivo z 

Semipiano, acoplado con el eje z formando un 
angulo de p /3 radianes con el semieje positivo x 


Al calcular integrales triples sobre una region D en coordenadas esfericas, partimos la 
region en n cunas esfericas. El tamano de la £-esima cuna esferica, que contiene a un pun- 
to (r k, f k, Ur-), esta dado por los incrementos Ar All*, y Af k en r , U, y f . Tal cuna esfe- 
rica tiene como aristas un arco circular de longitud r k Af k, y otro arco circular de longitud 
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FIGURA 15.45 En coordenadas esfericas, 

dV = dr • r d\ • r sen f r/ll 
= r 2 sen f dr d\ dW . 


r k sen f k AU/,., su espesor es Af La cuna esferica aproxima bien un cubo de las mismas 
dimensiones, cuando Ar k , AlR, y Af /- son pequenos (figura 15.45). Se puede mostrar que 
el volumen de la cuna esferica es A V k es A V k = r k sen f * Ar * Af k AU/ 0 para un punto 
(f b f h U k) elegido dentro de la cuiia. 

La suma de Riemann correspondiente para una funcion F(j , f , u) es 

n 

S n = 2 F ( r k, f k, Ur-) r k sen f k Ar k Af k Au k . 

k= 1 

Cuando la norma de la particion tiende a cero y las cunas esfericas son cada vez mas pe- 
quenas, las sumas de Riemann tienen un lfmite si F es continua: 

lfm S n = JJJ F{ r , f , u) dV = JJJ F{ r , f , u) r 2 sen f dr d\ dU. 

D D 

En coordenadas esfericas, tenemos 

dV = r 2 sen f dr d\ d\i . 


Para evaluar integrales en coordenadas esfericas, por lo general integramos primero con 
respecto a r . El procedimiento para encontrar los lfmites de integracion aparece a conti- 
nuacion. Restringiremos nuestra atencion a la integracion sobre dominios dados por soli- 
dos de revolucion en torno del eje z (o partes de ellos), tales que los lfmites de U y f sean 
constantes. 


Como integrar en coordenadas esfericas 

Para evaluar 


JJJ 

D 

sobre una region D en el espacio en coordenadas esfericas, integrando primero con respec- 
to a r , luego con respecto a f , y por ultimo con respecto a U, siga estos pasos. 

1. Haga un bosquejo. Trace la region I) junto con su proyeccion R sobre el piano xy. 
Marque las superficies que acotan a D. 


z 
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2. Determine los limites de integracion en r . Trace un rayo M desde el origen hacia D 
formando un angulo f con el semieje positivo z. Trace ademas la proyeccion de M so- 
bre el piano xy (llame a la proyeccion L). El rayo L forma un angulo U con el semieje 
positivo x. A1 crecer r M entra a D en r = gi(f , u) y sale en r = g 2 ^ , u). Estos son 
los limites de integracion en r 


z 



3. Determine los limites de integracion en f . Para cualquier U, dado, el angulo f que M 
forma con el eje z va desde f = f min hasta f = f Estos son los limites de inte- 
gracion en f . 

4. Determine los limites de integracion en U . El rayo L barre R cuando U va de a a b . Es- 
tos son los limites de integracion en U . La integral es 


z 


////(M.UMV 

D 



•r=« 2 (f ,u) 

/( r, f , U) r 2 sen f dt d\ dU. 

=«i(f ,u) 



FIGURA 15.46 El cono de helado del 
ejemplo 5. 


EJ EMPLO 5 Calculo de un volumen en coordenadas esfericas 

Calcular el volumen del “cono de helado” D cortado en la esfera solida r < 1 por el cono 
f = p/3. 

Solucion El volumen es V = ffj r 2 sen f d\ d\ t/U, la integral de /( r , f , u) = 1 so- 
bre D. 

Para determinar los limites de integracion y evaluar la integral, comenzamos bosque- 
jando D y su proyeccion R sobre el piano xy (figura 15.46). 

Los limites de integracion en r . Trazamos un rayo M desde el origen hacia D que for- 
me un angulo f con el semieje positivo z. Tambien trazamos L, la proyeccion de M sobre 
el piano xy, junto con el angulo U que L forma con el semieje positivo x. El rayo M entra a 
D en r = 0 y sale en r = 1 . 

Los limites de integracion en f .El cono f = p /3 forma un angulo de p /3 con el se- 
mieje positivo z- Para cualquier U, dado, el angulo f puede variar desde f = 0 hasta 
f = p/3. 
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Los limites de integration en U . El rayo L barre R cuando U va de 0 a 2p . El volumen 


V = JJ I r 2 sen f dr df dU = 
n" 


f2p /*p /3 r 1 


r 2 sen f d\ d\ d\t 


-2P Z-p/3 


/ 0 J 0 

r 


sen 


f d\ dU = 


o Jo Jo 

/*2p r p/3 

o Jo 


sen 


f d\ dU 


1 f 
3 c °sf 


P/3 


dU = 


l H + i) JU _ i (2p) ~\- 


EJ EMPLO 6 Calculo de un momento de inercia 

Un solido de densidad constante d = 1 ocupa la region D en el ejemplo 5. Determine el 
momento de inercia del solido con respecto al eje z. 

Solucion En coordenadas rectangulares, el momento es 

h = fff^ + y 2 ) dv - 

En coordenadas esfericas, x 2 + y 2 = (r senf costl) 2 + (r senf sent)) 2 = r 2 
sen" f . Por tanto. 


l z = /// (r - sen" f ) r 2 sen f dr d\ d\i = /// r 4 sen 3 f dr d\ d\t . 


Para la region del ejemplo 5, esto se convierte en 


h = 


rif r p/3 r l r 2p r p/3 [ r 5ni 

/ / / r 4 sen 3 f dr df dU = I 

to Jo Jo Jo Jo 


sen 3 f d\ d\i 


Jo 


-2P rp/3 


( 1 — cos 2 f ) sen f d\ dU = 


1 


f2p 


0 JO 
/•2p 
0 


if + 


cos 3 f 


P/3 


2 + 1 + 24 3 )^ 5 / 2A dU 24 (2p ^ 12 


3 
_ P 


c/U 


Formulas para conversion de coordenadas 


ClLINDRICAS A 

Esfericas a 

Esfericas a 

Rectangulares 

Rectangulares 

ClLINDRICAS 

x = r cos U 

x = r sen f cos U 

r = r sen f 

y = r sen LI 

y = r sen f sen U 

z = r cos f 

z = z 

z = r cos f 

U = U 

Formulas correspondientes para dV en integrales triples: 


dV = dx dy dz 



= dz r dr d\i 



= r 2 sen f dr d\ 

dU 
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En la siguiente seccion ofrecemos un procedimiento mas general para determinar dV 
en coordenadas cilmdricas y esfericas. Por supuesto, el resultado es el mismo. 


EJ ERCI Cl OS 15.6 


Evaluacion de i ntegrales en coordenadas 
cilmdricas 

Evalue las integrates en coordenadas cilmdricas de los ejercicios 1-6. 


2p /* l r2 2 -r 2 


1 . 


2 . 


3. 


4. 


5. 


6 . 


dz r dr du 


Jo Jo Jr 
r>2p r'i r 2 18— r 2 


dz r dr du 


JO Jo Jr 1 ! 3 
r>2p /*u/2p r3+24r 2 


dz r dr dU 


Jo Jo Jo 
rp r u/p z-32 4— r 2 


z dz r dr du 


Jo Jo J-2 4-r 2 
r2p [■ 1 1 * 1/2 2— r 2 


/0 JO Jr 
02p r 1 r 1/2 


0 Jo J 1/2 


3 dz r dr du 

(r 2 sen 2 U + z 2 ) dz r dr du 


Cambio de orden de integracion en coordenadas 
cilmdricas 


Las integrates que hemos visto hasta ahora sugieren que hay ordenes de 
integracion preferidos para las coordenadas cilmdricas, pero es usual 
que otros ordenes funcionen y que en ocasiones sean mas faciles de eva- 
luar. Evalue las integrates de los ejercicios 7-10. 



11. Sea D la region acotada abajo por el piano z — 0 , arriba por la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4, y a los lados por el cilindro 
x 2 + y 2 = 1. Enuncie las integrales triples en coordenadas cilm- 
dricas que dan el volumen de la region D, usando los siguientes 
ordenes de integracion. 

a. dz dr du 


b. dr dz du 

c. du dz dr 


12. Sea D la region acotada abajo por el cono z — 2 x 2 + y 2 y arri- 
ba por el paraboloide z — 2 — x 2 — y 2 . Enuncie las integrales 
triples en coordenadas cilmdricas que dan el volumen de D usan- 
do los siguientes ordenes de integracion. 

a. dz dr d\i 

b. dr dz du 

c. du dz dr 

13. De los lfmites de integracion para evaluar la integral 

f(r, U, z) dz r dr dU 

como una integral iterada sobre la region acotada abajo por el pia- 
no z — 0 , a los lados por el cilindro r = cos U , y arriba por el 
paraboloide z = 3 r 1 . 

14. Convierta la integral 

2 l-y 2 rx 

/ (jc 2 + v 2 ) dz dx dy 

Jo 

en una integral equivalente en coordenadas cilmdricas y evalue el 
resultado. 




Calculo de integrales iteradas en coordenadas 
cilmdricas 

En los ejercicios 15-20, enuncie la integral iterada para evaluar 
fff D f{r, U , z) dz r dr du sobre la region D dada. 

15. D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia 
r = 2 sin U en el piano xy y cuya parte superior esta en el piano 
Z = 4 — y. 


z 



16. D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia 
r = 3 cos U y cuya parte superior esta en el plan z = 5 — x. 
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z 



17 . es el cilindro recto solido cuya base es la region del piano xy que 
esta dentro de la cardioide r — 1 + cos U fuera de la circunferen- 
cia r = 1 y cuya parte superior esta en el piano z — 4. 


z 



18 . D es el cilindro recto solido cuya base es la region entre las cir- 
cunferencias r = cos U y r = 2 cos II y cuya parte superior esta 
en el piano z — 3 — y. 


z 



19 . D es el prisma cuya base es el triangulo en el piano xy acotado por 
el eje x y las rectas y = xy x = ly cuya parte superior esta en el 
piano z — 2 — y. 


z 



20 . D es el prisma cuya base es el triangulo en el piano xy acotado por 
el eje y y las rectas y = x y y = ly cuya parte superior esta en el 
piano z = 2 — x. 




Evaluation de integrales 
en coordenadas esfericas 


Evalue las integrales en coordenadas esfericas de los ejercicios 21-26. 

C p r p r 2 sen f 


21 . 

22 . 

23 . 

24 . 

25 . 

26 . 


10 Jo Jo 
-2f /-p/4 r 2 


Jo Jo Jo 

p2p p p /*(!— cost )/2 


JO JO JO 

r 3p/2 p P p i 


Jo Jo Jo 

r-v /-p/3 p 2 


JO JO J sect 

P2p p p /4 p sect 


r 2 sen f d\ d\ du 
{r cost )r 2 senf d\ d\ du 
r 2 sen f dr d\ dw 
5r 3 sen 3 f dr d\ d\i 
3r 2 sen f dr d\ d\i 
(r cost ) I" 2 sent dr df t/U 


o Jo Jo 


Cambio del orden de integration 
en coordenadas esfericas 

Las integrales anteriores sugieren que hay ordenes de integration pre- 
feridos para las coordenadas esfericas, pero existen otros ordenes que 
en ocasiones son mas faciles de evaluar. Evalue las integrales de los 
ejercicios 27-30. 



31. Sea D la region del ejercicio 11. Enuncie las integrales triples en 
coordenadas esfericas que dan el volumen de dicha region, usan- 
do los siguientes ordenes de integration. 

a. dr d\ du b. <7f dr du 
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32. Sea D la region acotada abajo por el cono z = 2 x 2 + y~ y arri- 
ba por el piano z — 1 • Enuncie las integrales triples en coordena- 
das esfericas que determinan su volumen, usando los siguientes 
ordenes de integracion. 

a. dr d\ dn b. d\ dr dn 


Calculo de integrales iteradas 
en coordenadas esfericas 


z 



En los ejercicios 33-38, (a) determine los limites en coordenadas esfe- 
ricas para la integral que da el volumen del solido dado y (b) evalue la 
integral. 

33. El solido entre la esfera r = cos f y el hemisferio r =2,ia0 


z 



34. El solido acotado abajo por el hemisferio r = 1, z — 0, y arriba 
por la cardioide de revolucion r = 1 + cos f 

z 



35. El solido encerrado por la cardioide de revolucion r = 1 — cos f 

36. La parte superior del solido del ejercicio 35, cortada por el piano 

xy 

37. El solido ac otado aba jo por la esfera r = 2 cos f y arriba por el 
cono z — 2 x 2 + y 2 


z = Vx 2 + y 2 



38. El solido acotado abajo por el piano xy, a los lados por la esfera 
r = 2, y arriba por el cono f = p /3 


Coordenadas rectangulares, 
cilindricas y esfericas 

39. Enuncie las integrales triples para el volumen de la esfera r = 2 
en coordenadas (a) esfericas, (b) cilindricas y (c) rectangulares. 

40. Sea D la region del primer octante que esta acotada abajo por el 
cono f = p /4 y arriba por la esfera r =3. Exprese el volumen 
de la region D como una integral triple iterada en coordenadas 
(a) cilindricas y (b) esfericas. Luego (c) calcule V. 

41. Sea D el pequeno casquete de una bola solida con 2 unidades de 
radio, cortado por un piano que esta a una unidad del centro de la 
esfera. Exprese el volumen de la region D como una integral tri- 
ple iterada en coordenadas (a) esfericas, (b) cilindricas y (c) rec- 
tangulares. Luego (d) calcule el volumen evaluando una de las 
tres integrales triples. 

42. Exprese el momento de inercia h del hemisferio solido 
x 2 + y 2 + z 2 — 1, z — 0, como una integral iterada en coorde- 
nadas (a) cilindricas y (b) esfericas. Luego (c) encuentre 

Volumenes 

Calcule los volumenes de los solidos de los ejercicios 43-48. 


43. 44. 
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47. 48. 

z z 




49. Esferas y conos Calcule el volumen de la porcion de la esfera so- 
lida r £ ci que esta entre los conos f = p /3 y f = 2p /3. 

50. Esferas y semiplanos Calcule el volumen de la region de la es- 
fera solida r £ a cortada por los semiplanos U=0yll = p/6 
en el primer octante. 

51. Esfera y piano Calcule el volumen de la region pequena de la 
esfera solida r £ 2 cortada por el piano z — 1 • 

52. Cono y pianos Calcule el volumen del solido encerrado por el 
cono z — 2 x 2 + y 2 entre los pianos z = 1 y z = 2. 

53. Cilindro y paraboloide Calcule el volumen de la region acota- 
da abajo por el piano z = 0 , a los lados por el cilindro 
x 2 + y 2 = 1, y arriba por el paraboloide z — x 2 + y 2 . 

54. Cilindro y paraboloides Calcule el volumen de la region acota- 
da abajo por el paraboloide z — x 2 + y 2 , a los lados por el cilin- 
dro x 2 + y 2 = 1, y arriba por el paraboloide z — x 2 + y 2 + 1. 

55. Cilindro y conos Calcule el volumen del solido cilmdrico de pared 
gruesa 1 £ x 2 + y 2 £ 2 cortado por los conos z = ± 2 x 2 + y 2 . 

56. 56. Esfera y cilindro Calcule el volumen de la region que se 
encuentra entre la esfera x~ + y 2 + z 2 = 2 y fuera del cilindro 

x 2 + y 2 = 1. 

57. Cilindro y pianos Calcule el volumen de la region encerrada 
por el cilindro x" + y 2 = 4 y por los pianos z=0yy + z = 4. 

58. Cilindro y pianos Calcule el volumen de la region encerrada 
por el cilindro x 2 + y 2 = 4 y por los pianos z — 0 y 
x + y + z = 4. 

59. Region entre paraboloides Calcule el volumen de la region 
acotada arriba por el paraboloide z — 5 — x 2 — y 1 y abajo por el 
paraboloide z = 4x 2 + 4y 2 . 

60. Paraboloide y cilindro Calcule el volumen de la region acota- 
da arriba por el paraboloide z — 9 — x 2 — y 2 , abajo por el piano 
xv, y que esta fuera del cilindro x 2 + y 2 — 1. 

61. Cilindro y esfera Calcule el volumen de la region del cilindro 
solido x 2 + y 2 £ 1 cortada por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

62. Esfera y paraboloide Calcule el volumen de la region acotada 
arriba por la esfera x 2 + y~ + z 2 — 2 y abajo por el paraboloide 

z = x 2 + y 2 . 


Valores promedio 

63. Calcule el valor promedio de la funcion f(r, II, z) — r sobre la re- 
gion acotada por el cilindro r = I que se encuentra entre los pia- 
nos z = — 1 y Z = 1 . 

64. Determine el valor promedio de la funcion f(r, U, z) = r sobre la 
bola solida acotada por la esfera r 2 + z 2 = 1. (Esta es la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1.) 

65. Calcule el valor promedio de la funcion /(r , f , II ) = r sobre la 
bola solida r si. 

66. Calcule el valor promedio de la funcion /( r , f , U ) = r cost so- 
bre la parte superior de la bola solida r £ 1,0 £ f £ p/2. 

Masas, momentos y centroides 

67. Centro de masa Un solido de densidad constante esta acotado 
abajo por el piano z = 0, arriba por el cono j = r, r 2 0, y a los 
lados por el cilindro r — 1. Determine el centra de masa. 

68. Centroide Determine el centroide de la region del prim er oc- 
tante que esta acotada arriba por el cono z. = 2 x 2 + y 2 , abajo 
por el piano z = 0, y a los lados por el cilindro x 2 + y 2 = 4ypor 
los pianos x = 0 y y = 0. 

69. Centroide Determine el centroide del solido en el ejercicio 38. 

70. Centroide Determine el centroide del solido acotado arriba por 
la esfera r = a y abajo por el cono f = p /4. 

71. Centroide Determine el centroide de la region acotada arriba 
por la superficie z = 2 r, a los lados por el cilindro r = 4, y aba- 
jo por el piano 

72. Centroide Determine el centroide de la region de la bola solida 
r 2 + z 2 s 1 cortada por los semiplanos U = -p /3, r 2 0, y 
U = p/3, r > 0. 

73. Inercia y radio de giro Calcule el momento de inercia y el ra- 
dio de giro con respecto al eje z de un cilindro circular recto de 
paredes gruesas, acotado por adentro por el cilindro r = 1, por 
afuera por el cilindro r = 2, arriba por el piano z — 4 y abajo por 
el piano z = 0. (Considere d = 1.) 

74. Momentos de inercia de un cilindro circular solido Calcule 
el momento de inercia de un cilindro circular solido de radio 1 y 
altura 2 (a) con respecto al eje del cilindro y (b) con respecto a 
una recta que pasa por el centroide, perpendicular al eje del cilin- 
dro. (Considere d = 1.) 

75. Momento de inercia de un cono solido Calcule el momento de 
inercia de un cono circular recto de altura 1 y base de radio 1 , con 
respecto a un eje que pasa por el vertice paralelo a la base. (Use 
d = 1.) 

76. Momento de inercia de una esfera solida Calcule el momento 
de inercia de una esfera solida de radio a con respecto a un dia- 
metro. (Considere d = 1.) 

77. Momento de inercia de un cono solido Calcule el momento de 
inercia de un cono circular recto de altura h y base de radio h, con 
respecto a su eje. ( Sugerencia : Coloque el cono con su vertice en 
el origen y su eje a lo largo del eje z.) 

78. Densidad variable Un solido esta acotado arriba por el parabo- 
loide z = r 2 , abajo por el piano z = 0, y a los lados por el cilin- 
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dro r = 1. Calcule el centra de masa, asf como el momento de 
inercia y el radio de giro con respecto al eje z, si la densidad es 

a. d(r, U, z) = z 

b. d(r, U, z) = r. 

79. Densid ad varia ble Un solido esta acotado arriba por el cono 
Z = 2 x 2 + y 2 y abajo por el piano z = 1. Calcule el centra de 
masa, asf como el momento de inercia y el radio de giro con res- 
pecto al eje z, si la densidad es 

a. d (?-, U, z) = z 

b. d(r, U, z) = z 2 . 

80. Densidad variable Una bola solida esta acotada arriba por la 
esfera r = a. Calcule el momento de inercia y el radio de giro 
con respecto al eje z, si la densidad es 

a. d(r , f , u) = r 2 

b. d(r,f ,u) = r = r sen f . 

81. Centroide de un semielipsoide solido Muestre que el centroide 
del semielipsoide de revolution solido (r 2 /a 2 ) + ( z 2 /li 2 ) £ 1, 
z a 0, esta sobre el eje z a 3/8 del camino de la base a la parte su- 
perior. El caso particular h — a da un hemisferio solido. Asf, el 
centroide de un hemisferio solido esta en el eje de simetrfa a 3/8 
del camino de la base a la parte superior. 

82. Centroide de un cono solido Muestre que el centroide de un 
cono circular recto solido esta a un cuarto del camino de la base al 
vertice. (En general, el centroide de un cono solido o de una pira- 
mide solida esta a un cuarto del camino del centroide de la base al 
vertice.) 

83. Densidad variable Un cilindro circular recto solido esta acotado 
por el cilindro r = a y por los pianos z = 0 y z = h, h > 0. 
Calcule el centra de masa, asf como el momento de inercia y el radio 
de giro con respecto al eje z, si la densidad es d (r, U, z) = z + 1 . 


84. Masa de la atmosfera del planeta Un planeta esferico de radio 
R tiene una atmosfera cuya densidad es m = rtloe ,h . donde h es 
la altura sobre la superficie del planeta, trio es la densidad a nivel 
del mar y c es una constante positiva. Calcule la masa de la at- 
mosfera del planeta. 

85. Densidad del centro de un planeta Un planeta tiene la forma de 
una esfera de radio R y una masa total M con una distribution 
de densidad con simetrfa esferica que crece linealmente al aproxi- 
marse al centro. ^Cual es la densidad en el centro de este planeta, si 
la densidad en la superficie es igual a cero? 

Teoria y ejemplos 

86. Cilindros circulares verticales en coordenadas esfericas De- 
termine una ecuacion de la forma r = /( f ) para el cilindro 

x 2 + y 2 = a 2 . 

87. Pianos verticales en coordenadas cib'ndricas 

a. Muestre que los pianos perpendiculares al eje x tienen ecua- 
ciones de la forma r = a sec U en coordenadas cilfndricas. 

b. Muestre que los pianos perpendiculares al eje y tienen ecua- 
ciones de la forma r = b esc U . 

88. ( Continuation del ejercicio 87.) Determine una ecuacion de la forma 
r = f(u) en coordenadas cilfndricas para el piano ax + by = c, 
c/0. 

89. Simetrfa fQue simetrfa tendra una superficie con una ecuacion 
de la forma r = /(z) en coordenadas cilfndricas? Justifique su 
respuesta. 

90. Simetrfa ( ,Que simetrfa tendra una superficie con una ecuacion 
de la forma r = /( f ) en coordenadas esfericas? Justifique su 
respuesta. 


15.7 


Sustitucion en integrates multiples 


Esta section muestra como evaluar integrales multiples por sustitucion. Como en la inte- 
gration simple, el objetivo de la sustitucion es reemplazar las integrales complicadas por 
otras mas faciles de evaluar. Las sustituciones logran esto simplificando el integrando, los 
lfmites de integration o ambos. 


Sustituciones en integrales dobles 

La sustitucion por coordenadas polares de la section 15.3 es un caso particular de un me- 
todo mas general de sustitucion para integrales dobles, un metodo que representa los cam- 
bios de variable como transformaciones de regiones. 

Suponga que la region G en el piano uy se trasforma de manera uno a uno en la region 
R del piano xy mediante ecuaciones de la forma 

X = g{u, y), y = h(u, y), 

como sugiere la figura 15.47. Llamamos a R la imagen de G bajo la transformation, y G 
es la preimagen de R. Cualquier funcion/(x, y) definida en R puede considerarse como 
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Carl Gustav Jacob Jacobi 
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v 



Plano cartesiano uv 


x = g(u , 17) 
y = h(u, v) 


▼ 

y 



Plano cartesiano xy 


FIGURA 15.47 Las ecuaciones 
x = g{u, y) y y = h(u, y) nos permiten 
cambiar una integral sobre una region R 
del piano xy por una integral sobre una 
region G del piano «y . 


una funcion f(g(u, y), h(u, y )) definida en G. ( ',Cual es la relacion entre la integral dc f(x, 
y) sobre R con la integral d ef(g(u, y), h(u, y )) sobre G? 

La respuesta es que si g, h y/tienen derivadas parciales continuas y J(u, y ) (que ana- 
lizaremos en breve) se anula solo en puntos aislados, entonces 


fix, y) dx dy = // f(g(u, y), h(u, y)) \J(u, y) | du dy. 


( 1 ) 


El factor J(u, y ), cuyo valor absoluto aparece en la ecuacion (1), es el jacobiano de la 
transformacion de coordenadas, asf nombrado en honor del matematico aleman Carl Jaco- 


Definition del Jacobiano 



El jacobiano o determinante jacobiano de la transformacion de coordenadas 

x = g(u, y), y = h{u, y) is 

dx dx 


Jin, y) = 

du dy 

dy dy 
du dy 

_ dx dy dy q x 

du dy du dy ' 


bi. Este mide la razon con que la transformacion amplfa o reduce el area en torno de un 
punto en G, cuando G se transforma en R. 

El jacobiano se denota tambien como 


J(u, y) 


d(x, y) 

a(M, y) 


para ayudarnos a recordar la construccion del determinante de la ecuacion (2) a partir de 
las derivadas parciales de x y y. La deduccion de la ecuacion (1) es intrincada, y pertenece 
a un curso de calculo avanzado por lo que en este libro no la daremos. 

Para coordenadas polares, tenemos r y U en lugar de u y y . Como x = r cos U y 
y = r sen U , el jacobiano es 


J(r, U) = 


dx 

dx 




dr 

du 


cos U 

— r sen U 

dy 

dy 


sen U 

r cos U 

dr 

du 





= r(cos 2 LI + sen 2 u) = r. 


Por tanto, la ecuacion (1) se convierte en 

f(x,y)dxdy= I f(r cos U, r sen u) | r \ dr dw 


Ifr a o 


fir cos U , r sen U ) r dr dU , 


(3) 


que es la ecuacion hallada en la seccion 15.3. 
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G 

III 

O' 1 

Plano cartesiano r0 

X = r cos e 
v y = r sen 0 


y 



Plano cartesiano xy 


FIGURA 15.48 Las ecuaciones x = 
r cos U, y = r sin U transforman G en R. 


La figura 15.48 muestra la forma en que las ecuaciones x = r cos U, y = r sin U trans- 
forman el rectangulo G: 0 < r < 1,0 s u < p /2 en el cuarto de circulo R, acotado por 
x 2 + y 2 = 1 en el primer cuadrante del piano xy. 

Observe que la integral del lado derecho de la ecuacion (3) no es la integral de 
f(r cos U, r sen u) sobre una region en el piano con coordenadas polares, sino que es la in- 
tegral del producto de f(r cos U , r sen u)yr, sobre una region G en el piano cartesiano rU . 

He aquf un ejemplo de otra sustitucion. 


EJEMPLO 1 Apl icaci on de una transformation para integrar 

Evaluar 

-4 rx=(y/2) + 1 2 x - y 


aplicando la transformacion 


/ 0 Jx=y/2 

2 x — y 


- dx dy 


y = 


y 


2 ’ 3 2 

e integrando sobre una region adecuada en el piano «y . 


(4) 


Solution Trazamos la region de integration R en el piano xy e identificamos sus fronte- 
ras (figura 15.49). 


x = u + v y 


2 

v = 2 



v = 2v 

r = 4 





y = 2x / 


u = 0 

G 

u = 1 



' R j y = 2x — 2 

0 

v = 0 1 


0 

\ > 


y = 0 

FIGURA 15.49 Las ecuaciones x = u + yyy=2y transforman G en 
R. A1 invertir la transformacion mediante las ecuaciones u = ( 2x — y)/2 
y y = y/2 se transforma R en G (ejemplo 1). 


Para aplicar la ecuacion (1), necesitamos conocer la region G correspondiente del pia- 
no «y y el jacobiano de la transformacion. Para hallarlos, primero despejamos x y y de las 
ecuaciones (4) en terminos de u y y . Algo de algebra da 

x = u + y y = 2y. (5) 


Luego hallamos la frontera de G sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones para las 
fronteras de R (figura 15.49). 


Ecuaciones de la 
frontera de R de xy 

Ecuaciones correspondientes 
de la fronetra de G en mY 

Ecuaciones 
simplificadas en uv 

x = y/2 

> 

II 

CN 

>, 

(N 

II 

> 

+ 

3 

u = 0 

x = (y/2) + 1 

u + y = (2y/2) + 1 = y + 1 

u = 1 

y = o 

2y = 0 

y = 0 

y = 4 

2y = 4 

y = 2 
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El jacobiano de la transformacion (de nuevo de las ecuaciones (5)) es 


J(u, y) = 


dx 

dx 


du 

dy 


dy 

dy 


du 

dy 



£(« + y) ^(« + y) 


du 


(2y) 


d_ 

ay 


(2y) 


l l 
0 2 


= 2 . 


Ahora tenemos todo lo necesario para aplicar la ecuacion (1): 


4 r.\=(y/2)+l 2 x — y P =1 f" =l 

— - — — dxdy = / / u\J(it, y ) | dit c/y 

0 J x=y/2 ^ jy=0 Ju— 0 


2 r 1 P2 

(«)(2) du dy = / 


0 L JO 


dy= dy = 2. 



u u 

3“ 3 

2r/ o 

3' = ^ + ^ 


x — 0 


x + y = 1 


y = 0 


FIGURA 15.50 Las ecuaciones x = 

(«/3) - (y/3) y y = (2m/ 3) + (y/3) 
transforman G en R. A1 invertir 
la transformacion mediante las ecuaciones 
u = x + y yy = y~2xse transforma R 
en G (ejemplo 2). 


EJEMPLO 2 Apl icaci on de una transformacion para integrar 

Evaluar 


2 x + y{y - 2x) 2 dy dx. 


Solucion Trazamos la region de integracion R en el piano xy e identificamos sus fronte- 
ras (figura 15.50). El integrando sugiere la transformacion u = x + y y y = y — 2x. El 
algebra de rutina produce xy y como funciones de u y y : 




u y 2a , y 

x ~3 3’ • v_ 3 + 3' 

(6) 

Las ecuaciones (6) nos permiten encontrar las fronteras de la region G en u y (figura 
15.50). 

Ecuaciones de la 
frontera de R en xy 

Ecuaciones correspondientes 
de la frontera de G en nY 

Ecuaciones 
simplificadas en nY 

x + y = 1 


u = 1 

x = 0 

Hf-o 

y = u 

y = 0 

f + 3 =° 

s 

<N 

1 

II 

> 


El jacobiano de la transformacion de las ecuaciones (6) es 


dx 

dx 


1 

1 

du 

dy 


3 

3 

dy 

dy 


2 

1 

du 

dy 


3 

3 
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A1 aplicar la ecuacion (1), evaluamos la integral: 


1 ri-x 


n u= l ry=u 


2 x + y (y — 2x) 2 dy dx = 


/m=o Jy=-2u 


u '/ 2 y 2 1 J(u, y) | dy du 


1 ('ll 


,V2 v 2 


0 J—2u 


y~ I ^ I dy du = 


,>/2 




^ j «'/ 2 (« 3 + 8 u 3 ) du = J u^du = ^ i 


y=» 

_ y=— 2 u 

1 


, 9/2 


JO 


<7m 


2 

9 ' 


Sustitucion en i ntegrales triples 

Las sustituciones por coordenadas cilfndricas y esfericas de la seccion 15.6 son casos 
particulares de un metodo de sustitucion que representa los cambios de variable en las in- 
tegrales triples como transformaciones de regiones tridimensionales. El metodo es simi- 
lar al de las integrales dobles, excepto que ahora trabajamos con tres dimensiones en lugar 
de dos. 

Suponga que una region G del espacio r/y w se transforma de uno a uno en la region D 
del espacio xyz mediante ecuaciones diferenciables de la forma 

x = g(u, y, w), y = h(u, y, w), z = k{u , y, w), 

como sugiere la figura 15.51. Entonces cualquier funcion F(x, y, z) definida en D se puede 
considerar como una funcion 

F(g(u, y, w), h{u, y, w), k(u, y, w)) = H(u, y, w) 

definida en G. Si g, h y k tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces la inte- 
gral de F(x, y, z) sobre D se relaciona con la integral de Fl{u, y, w) sobre G mediante la 
ecuacion 


Fix, y, z) dx dy dz = / / / lf(u, y. vv) \J(u, y, w) \ du dy dw. 


(7) 


w z 

X = g(u, V, w ) 



FIGURA 15.51 Las ecuaciones x = g(u, y, w), y = h(u, y, w), y 
z = k(u, y. w) permiten cambiar una integral sobre una region D en el es- 
pacio cartesiano xyz por una integral sobre una region G en el espacio car- 
tesiano uvw. 
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Cuboconlados 
paralelosalos 
z qescoordenados 



X = r COS 0 
y = r sen 0 

z = z 



FIGURA 15.52 Las ecuaciones 
x = r cos U , y = r sen II , y z — z 
transforman el cubo G en una cuna 
cilmdrica D. 


El factor J(u, y , w) cuyo valor absoluto aparece en esta ecuacion es el determinante jaco- 
biano 


dx 

dx 

dx 


du 

dy 

dw 


dy 

dy 

dy 

d{x, y, z) 

du 

dy 

dw 

d(u, y, w) 

dz 

dz 

dz 


du 

dy 

dw 



Este determinante mide la razon con que la transformacion de coordenadas (u, y, w) a (x, 
y, z ) amplfa o reduce el volumen en torno de un punto en G. Como en el caso bidimensio- 
nal, la deduccion de la formula de cambio de variable de la ecuacion (7) es complicada y 
no la haremos aqui. 

Para coordenadas cilmdricas, r, U , y z toman los lugares de u, y y w. La transformacion 
del espacio cartesiano r\iz al espacio cartesiano xyz esta dada por las ecuaciones 

x = rcosU, y = rsenU, z = z 
(figura 15.52). El jacobiano de la transformacion es 


dx 

dx 

dx 

dr 

du 

dz 

dy 

dy 

dy 

dr 

dU 

dz 

dz 

dz 

dz 

dr 

du 

dz 


cos LI — r sen U 0 

sen LI r cos U 0 

0 0 1 


= r cos 2 U + r sen 2 U = r. 


La version correspondiente de la ecuacion (7) es 


F(x, y, z) dx dy dz = /// H(r, U, z) | r \ dr c/U dz. 


D G 

Podemos eliminar los signos de valor absoluto siempre que r > 0 . 

Para coordenadas esfericas, r , f , y U toman los lugares de u, y y w. La transforma- 
cion del espacio cartesiano r f U al espacio cartesiano xyz esta dada por 

x = r senf cosU, y = r senf senll, z = r cosf 

(figura 15.53). El jacobiano de la transformacion es 


dx 

dx 

dx 

dr 

df 

du 

dy 

dy 

dy 

dr 

df 

du 

dz 

dz 

dz 

dr 

df 

du 
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W 


J 



u 


X = U + V 

y = 2v 
Z = 3 w 

V 

z 

Plano posterior: 


y 

x = '^,Oy = 2x 



Plano frontal: 

x = ^ + 1, Oy = 2.r - 2 


FIGURA 15.54 Las ecuaciones 
x = u + y, y = 2y, y z = 3w transforman 
G en £). A1 invertir la transformacion 
mediante las ecuaciones u = (2jc — y)/2, 
y = y/2, y w = z / 3 se transforma DenG 
(ejemplo 3). 


(ejercicio 17). La version correspondiente de la ecuacion (7) es 


F{x, y, z) dx dy dz 



H( r,f ,u)|p 2 senf | d/r c/f c/U. 


Podemos quitar los signos de valor absoluto, pues sen f nunca es negativo para 
0 < f < p . Observe que este es el mismo resultado obtenido en la seccion 15.6. 



FIGURA 15.53 Las ecuaciones x = \ sen f cos U , y = r sen f sen U , y 
z = r cos f transforman el cubo G en la cuna esferica D. 


He aquf un ejemplo de otra sustitucion. Aunque podrfamos evaluar la integral del 
ejemplo en forma directa, la elegimos para ilustrar el metodo de sustitucion en un caso 
sencillo (y bastante intuitivo). 


EJ EMPLO 3 

Evaluar 


Apl icaci on de una transformacion para integrar 


m .Y=(v/ 2)+l 
=y/2 




dx dy dz 


aplicando la transformacion 


u = (2x — y)/ 2, y = y/2, w = z/3 


e integrando sobre una region adecuada en el espacio «y w. 


( 8 ) 


Solucion Trazamos la region de integracion D en el espacio xyz e identificamos sus 
fronteras (figura 15.54). En este caso, las superficies de la frontera son pianos. 

Para aplicar la ecuacion (7) necesitamos encontrar la region G correspondiente del es- 
pacio tty w y el jacobiano de la transformacion. Para hallarlos, primero despejamos x, yy z 
de las ecuaciones (8) en terminos de u, y y w. Despues de un poco de algebra tenemos 

x = u + y, y = 2y, z = 3 w. (9) 

Luego hallamos las fronteras de G sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones para 
las fronteras de D : 
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Ecuaciones de la 
frontera de D en xyz 

Ecuaciones correspondientes 
de la frontera de G en uvw 

Ecuaciones 
simplificadas en hvw’ 

<N 

II 

i, + y = 2y/2 = y 

it = 0 

X = (y/2) + 1 

u + y = (2y/2) + 1 = y + 1 

u = 1 

y = 0 

2y = 0 

y = 0 

y = 4 

2y = 4 

y = 2 

z = 0 

3w = 0 

w = 0 

z = 3 

3w = 3 

w = 1 


De nuevo, por las ecuaciones (9), el jacobiano de la transformacion es 


dx 

dx 

dx 

dll 

dy 

dw 

dy 

dy 

dy 

du 

dy 

dw 

frz 

dz 

dz 

du 

dy 

dw 


1 1 
0 2 
0 0 


0 

0 

3 


= 6 . 


Ahora tenemos todo lo necesario para aplicar la ecuacion (7): 


f 3 Z* 4 /‘- t =(.v/2)+i (2 x - y 

ILL,, +!)“*“>■* 


i r 2 r i 


/o jo jo 
M r2 r i 


(m + w) | 7 (m, y, w) | dw dy dw 


1 /* 2 


(w + w)(6) dw dy dw = 6 


/o jo jo 

-1 /*2 


0 JO L 


w , 

y + MW 


dy dw 


JO 


= 6 


+ vv ] dy dw = 6 


r 

1 0 L 


+ yw 


dw = 6 ( 1 + 2w) dw 


Jo 


= 6 [w + w 2 ]q = 6(2) = 12. 


El objetivo de esta seccion fue presentar las ideas implicadas en las transformaciones de 
coordenadas. Un analisis mas profundo de las transformaciones, el jacobiano y la sustitu- 
cion en varias variables es mas adecuado para un curso de calculo avanzado, despues de 
estudiar algebra lineal. 


EJ ERCICIOS 15.7 

Calculo de jacobianos y regiones transformadas 
para dos variables 

1. a. Resuelva el sistema 

u = x — y, y = 2x + y 

para ryyen terminos de u y y . Luego halle el valor del jaco- 
biano d(x, y)/d(u, y). 

b. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = x — y. 


y = 2x + y de la region triangular con vertices (0, 0), 

(1, 1), y (1, —2) en el piano xy. Trace la region transformada 
en el piano u) . 

2. a. Resuelva el sistema 

u = x + 2y, y ~ x — y 

para x y y en terminos de u y y . Luego halle el valor del jaco- 
biano d(x, y)/d(u, y). 
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b. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = x + 2y, 
y = x — y de la region triangular en el piano xy acotada por 
las rectas y = 0, y = x,yx + 2y = 2. Trace la region 
transformada en el piano uy . 

3. a. Resuelva el sistema 

u = 3x + 2y, y = x + Ay 

para x y y en terminos de u y y . Luego calcule el valor del ja- 
cobiano 3(x, y)/d(u, y). 

b. Encuentre la imagen bajo la transformacion 

m = 3x + 2y, y = x + 4y de la region triangular en el piano 
xy acotada por el eje x, el eje y y la recta x + y = 1. Trace la 
region transformada en el piano uy . 

4. a. Resuelva el sistema 

u — 2x — 3y, y = — x + y 

para x y y en terminos de u y y . Luego halle el valor del jaco- 
biano d(x, y)/d(u, y). 

b. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = 2x — 3y, 
y = —x + y del paralelogramo R en el piano xy con fronte- 
ras x = —3, x = 0, y = x,yy = x + 1. Trace la region 
transformada en el piano uy . 


Aplicacion de las transformaciones para evaluar 
i ntegrales dobles 

5. Evalue la integral 


:=(r/2)+l 2x - y 

— - — -dxdy 

y/2 1 

directamente del ejemplo 1, integrando con respecto a x y y, para 
confirmar que su valor es 2. 

6. Use la transformacion del ejercicio 1 para evaluar la integral 



( 2x 2 — xy — y 2 ) dx dy 


para la region R del primer cuadrante, acotada por las rectas 
y = — 2x + 4, y — —2x + 7, y = x — 2 , y y = x + 1. 

7. Use la transformacion del ejercicio 3 para evaluar la integral 


9. Sea R la region del primer cuadrante del piano xy, acotada por las 
hiperbolas xy = l,jcy = 9 y las rectas y = x, y = 4x. Use la 
transformacion x = u/y, y = uy con u > Oyy > 0 para escribir 


fj ( A i + 2 wjdxdy 

R 

como una integral sobre una region adecuada G del piano uy . 
Luego, evalue la integral 

10. a. Calcule el jacobiano de la transformacion x = u, y = uy, y 

dibuje la region G: 1 £ u £ 2, 1 £ uy £ 2 en el piano uy . 

b. Use la ecuacion ( 1 ) para transformar la integral 

^ dy dx 

en una integral sobre G y evalue ambas integrales. 

11. Momento polar de inercia de una placa elfptica Una placa 
delgada de densidad constante cubre la region acotada por la elip- 
se x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1, a > 0, b > 0 , en el piano xy. Calcule el 
primer momento de la placa con respecto al origen. ( Sugerencia : 
Use la transformacion x = arcosU.y = br sen U). 

12. El area de una elipse El area p ab de la elipse 
x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 puede definirse, integrando la funcion 
f(x, y) = 1 sobre la region acotada por la elipse en el piano xy. 
La evaluation directa de la integral requiere una sustitucion trigo- 
nometrica. Una forma mas sencilla de evaluarla consiste en usar 
la transformacion x = au, y = by y evaluar la integral transfor- 
mada sobre el disco G: u 2 + y 2 £ 1 en el piano uy . Encuentre el 
area de esta forma. 

13. Use la transformacion del ejercicio 2 para evaluar la integral 

r 2/3 /- 2 - 2 y 

J J (x + 2 y)e^ ^ dxdy 



escribiendola primero como una integral sobre una region G en el 
piano uy . 

14. Use la transformacion x = u + (l/2)y, y = y para evaluar la in- 
tegral 


n (y+4)/2 

V 3 (2x 

..' 2 


y)e^ 2x yS> dx dy 


escribiendola primero como una integral sobre una region G en el 
piano uy . 


(3x 2 + 14xy + 8y 2 )dxdy 

R 

para la region R del primer cuadrante, acotada por las rectas 
y = “(3/2)* + 1, y = — (3/2)x + 3, y = — (l/4)x , y y = 
— (1/ 4)x + 1. 

8. Use la transformacion y el paralelogramo R del ejercicio 4 para 
evaluar la integral 

2(x — y) dx dy. 

R 


Calculo de determinantes jacobianos 

15. Calcule el jacobiano d(x, y)/d(u, y) para la transformacion 

a. x = u cos y, y = u sen y 

b. x = u sen y, y = u cos y. 

16. Calcule el jacobiano 3(x, y, z)/d(u, y, w) para la transformacion 

a. x = u cos y, y = u sen y, z = w 

b. x = 2u — 1, y = 3y — 4, z = (l/2)(w — 4). 

17. Evalue el determinante adecuado para mostrar que el jacobiano 
de la transformacion del espacio cartesiano r f U al espacio carte- 
siano es r 2 sen f . 
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18. Sustituciones en integrates simples (.Como puede considerar 
las sustituciones de integrates definidas simples corno transfor- 
maciones de regiones? 2 ,Cual es el jacobiano en ese caso? Ilustre 
con un ejemplo. 

Aplicaciones de transformaciones para evaluar 

integrates triples 

19. Evalue la integral del ejemplo 3 integrando con respecto a jc, y y z. 

20. Volumen de un elipsoide Calcule el volumen del elipsoide 



( Sugerencia : Sean x = au, y = by, y z — cw . Despues encuen- 
tre el volumen de una region adecuada en el espacio uy w.) 

21. Evalue 

| xyz | dx dy dz 

sobre el elipsoide solido 



(, Sugerencia : Sean x = au, y = by, y z — cw . Luego integre so- 
bre una region adecuada en el espacio uy w). 


22. Sea D una region en el espacio xyz definida por las desigualdades 

1 < x < 2, 0 s ry s 2, 0 s z S 1. 

Evalue 

(x 1 2 3 4 5 6 y + 3 xyz) dx dy dz 

D 

utilizando la transformation 

u — x, y = xy, w = 3z 

e integrando sobre una region adecuada G en el espacio uyw. 

23. Centroide de un semielipsoide solido Suponga que el centroi- 
de de un hemisferio solido esta sobre el eje de simetrfa, a 3/8 de la 
distancia de la base a la parte superior; muestre, transformando 
las integrates adecuadas, que el centra de masa de un semielipsoi- 
de solido (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) + ( z 2 /c 2 ) £ 1, z i 0, esta sobre 
el eje z a 3/8 de la distancia de la base a la parte superior. (Puede 
hacer esto sin evaluar las integrates.) 

24. Capas cilindricas En la section 6.2 aprendimos a calcular el 
volumen de un solido de revolution mediante el metodo de capas; 
a saber, si la region entre la curva y = f(x) y el eje x de a a b 
(0 < a < b) gira en torno del eje y, el volumen del solido resul- 
tante es / * 2p xf(x) dx . Demuestre que el calculo de los volurne- 
nes mediante integrates triples da el mismo resultado. ( Sugeren- 
cia'. Use coordenadas cilindricas, con los papeles de y y z 
cambiados.) 
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1. Defina la integral doble de una funcion de dos variables sobre una 
region acotada en el piano coordenado. 

2. (.Como se evaluan las integrates dobles mediante las integrates 
iteradas? /.Es importante el orden de integration? 2 ,Como se de- 
terminan los limites de integration? De ejemplos. 

3. (.Como se usan las integrates dobles para calcular areas, valores 
promedio, masas, momentos, centros de masa y radios de giro? 
De ejemplos. 

4. 2,Como se puede cambiar una integral doble en coordenadas rec- 
tangulares por una integral doble en coordenadas polares? ^.De 
que podria servir esto? De un ejemplo. 

5. Defina la integral triple de una funcion fix, y z) sobre una region 
acotada en el espacio. 

6. 2,Como se evaluan las integrates triples en coordenadas rectangu- 
lares? 2,Como se determinan los limites de integration? De un 
ejemplo. 


7. 2,Cdmo se usan las integrates triples en coordenadas rectangulares 
para calcular volumenes, valores promedio, masas, momentos, 
centros de masa y radios de giro? De ejemplos. 

8. (.Corno se definen las integrates triples en coordenadas cilindricas 
y esfericas? ^.Por que seria preferible trabajar en alguno de estos 
sistemas de coordenadas, en lugar de coordenadas rectangulares? 

9. (.Corno se evaluan las integrates triples en coordenadas cilindricas 
y esfericas? 2 ,Como se determinan los limites de integration? De 
ejemplos. 

10. (.Corno se representa a las sustituciones en integrates dobles co- 
mo transformaciones de regiones bidimensionales? De un ejem- 
plo de calculo. 

11. (.Como se representa a las sustituciones en integrates triples como 
transformaciones de regiones tridimensionales? De un ejemplo de 
calculo. 
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Capitulo Ejercicios de practice 


Regiones planas de integracion 

En los ejercicios 1-4, bosqueje la region de integracion y evalue la in- 
tegral doble. 


1. 


3. 


10 (■ l/y 


n Jo 

ri/2 r 2 9-4 r 
J 0 J - 2 9 - 4 1 2 


ye ' ty dx dy 


t ds dt 


1 rx 


2 . 


4. 


lo Jo 

M r 2-2 y 


0 J2 y 


e y ! x dy dx 
xy dx dy 


Inversion del orden de integracion 

En los ejercicios 5-8, bosqueje la region de integracion y escriba una 
integral equivalente con el orden de integracion invertido. Luego eva- 
lue ambas integrales. 


4 r(y- 4)/2 


5. 


7. 


1 rx 


dx dy 


Jo J - 2 4-y 
4 - 3/2 r 2 9 - 4 / 

Jo J- 2 9 - 4 / ' 


v dx dy 


6 . 


8 . 


J0 Jx 2 

r 2 r4-x 


2 xdydx 
2x dy dx 


Evaluacion de integrales dobles 

Evalue las integrales en los ejercicios 9-12. 


9. f [ 4 cos (jr) dx dy 

JO J2y 


10 . [ [ e x2 dxdy 
J0 Jy/2 


8 r 2 


11 . 


dy dx 

o Jl 7 y 4 + 1 


12. f'f' j P S V x2 dxdy 

Jo Jl y X~ 


Areas y volumenes 

13. Area entre una recta y una parabola Calcule el area de la re- 
gion encerrada por la recta y = 2x + 4 y la parabola y = 4 — r 
en el piano xy. 

14. Area acotada por rectas y parabola Calcule el area de la re- 
gion “triangular” del piano xy acotada a la derecha por la parabo- 
la y = x 2 , a la izquierda por la recta x + y = 2 , y arriba por la 
recta y = 4 . 

15. Volumen de la region bajo un paraboloide Calcule el volu- 
men bajo el paraboloide z — x 2 + y 2 arriba del triangulo ence- 
rrado por las rectas y = x, x = 0,yx + y = 2enel piano xy. 

16. Volumen de la region bajo un cilindro parabolico Calcule el 
volumen bajo el cilindro parabolico z — x 2 sobre la region ence- 
rrada por la parabola y = 6 — x 2 y la recta y = x en el piano xy. 


Valores promedio 

Calcule el valor promedio de f(x, y) = xy sobre las regiones de los 
ejercicios 17 y 18. 

17. El cuadrado acotado por las rectas x = 1, y = 1 en el primer cua- 
drante 

18. El cuarto de circulo x 2 + y 2 £ 1 en el primer cuadrante. 


Masas y momentos 

19. Centroide Determine el centroide de la region “triangular” aco- 
tada por las rectas x = 2, y = 2 y la hiperbola xy = 2 en el piano 

xy. 

20. Centroide Determine el centroide de la region entre la parabola 
x + y 2 — 2y = 0 y la recta x + 2y = 0 en el piano xy. 

21. Momenta polar Calcule, con respecto al origen, el momenta 
polar de inercia de una placa delgada triangular de densidad cons- 
tante d = 3 acotada por el eje y y las rectas y = 2x y y = 4 en el 
piano xy. 

22. Momenta polar Calcule el momenta polar de inercia con res- 
pecto al centra de una delgada lamina rectangular de densidad 
constante d = 1 acotada por las rectas 

a. x = ±2, y = ±1 en el piano xy 

b. x = ±a, y = ±b en el piano xy 

(. Sugerencia : Calcule l x . Luego use la formula de I x para hallar I y 
y sume ambas para determinar Iq). 

23. Momenta de inercia y radio de giro Calcule, con respecto al 
eje x, el momento de inercia y el radio de giro de una delgada pla- 
ca con densidad constante d que cubre el triangulo con vertices 
(0, 0), (3, 0) y (3, 2) en el piano xy. 

24. Placa con densidad variable Calcule, con respecto a los ejes 
coordenados, el centra de masa, asi como los momentos de iner- 
cia y radios de giro de una delgada placa acotada por la recta 
y = x y la parabola y = x 2 en el piano xy si la densidad es 
d (x, v) = x + 1 . 

25. Placa con densidad variable Calcule, con respecto a los ejes 
coordenados, la masa y los primeros momentos de una delgada 
placa cuadrada acotada por las rectas x = ± 1 , y = ±lenel pia- 
no xy si la densidad es d (x, y) = x 2 + y 2 + 1/3. 

26. Triangulos con los mismos momentos inerciales y radios de giro 

Calcule, con respecto al eje x, el momento de inercia y el radio de 
giro de una delgada placa triangular de densidad constante d cuya 
base esta a lo largo del intervalo [0, b] sobre el eje x y cuyo vertice 
esta sobre la recta y = h sobre el eje x. Como vera, no importa 
donde este el vertice sobre esta recta. Todos estos triangulos tienen 
el mismo momento de inercia y radio de giro con respecto al eje x. 


Coordenadas polares 

Evalue las integrales de los ejercicios 27 y 28 cambiando a coordena- 
das polares. 


l r 2 l- 


27. 


28. 


2 dy dx 


ij 2 7—7 (1 + x 2 + y 2 ) 2 

1 p2 l-y 2 

In (x 2 + y 2 + 1 ) dx dy 


lJ-2 l-y 2 


29. Centroide Calcule el centroide de la region del piano coordena- 
do polar definida mediante las desigualdades 0 £ r £ 3, 
-p/3 < U < p/3. 
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30. Centroide Determine el centroide de la region del primer cua- 
drante acotada por los rayos U=0yU = p/2ylas circunferen- 
cias r — 1 y r = 3. 

31. a. Centroide Determine el centroide de la region del piano coor- 

denado polar que esta dentro de la cardioide r = 1 + cos U y 
fuera de la circunferencia r = 1 . 
b. Bosqueje la region y exhiba el centroide en su dibujo. 

32. a. Centroide Determine el centroide de la region plana defini- 

da por las desigualdades en coordenadas polares 0 < r £ a, 
— a < U < a (0 < a £ p ). ^Como se mueve el centroide 
cuando a — » p ? 

b. Bosqueje la region para a = 5p /6 y exhiba el centroide en 
su dibujo. 

33. Integracion sobre una leminiscata Integre la funcion f(x, y) = 
1/(1 + x 2 + y 2 ) 2 sobre la region encerrada por un lazo de la lemi- 
niscata (x 2 + y 2 ) 2 - (x 2 - y 2 ) = 0. 

34. Integre /(x, y) = 1/(1 + x 2 + y 2 ) 2 sobre 

a. Region triangular El triangulo con vertices (0, 0), (1, 0), 
(1,2 3). 

b. Primer euadrante El primer cuadrante en el piano xy. 


Integrates triples en coordenadas cartesianas 

Evalue las integrales de los ejercicios 35-38. 



39. Calcule el volumen de la region con forma de cuna encerrada a 
los lados por el cilindro x = —cosy, —p/2 £ y £ p/2, arriba 
por el piano z = — 2x , y abajo por el piano xy. 




40. Volumen Calcule el volumen del solido acotado arriba por el 
cilindro z = 4 — x 2 , a los lados por el cilindro x 2 + y 2 = 4, y 
abajo por el piano xy. 


41. Valor promedio Calcule el valor promedio de /(x, y, z) = 

30xz 2 x 2 + y sobre el solido rectangular en el primer octante 
acotado por los pianos coordenados y los pianos x = 1, y = 3, 
Z = 1. 

42. Valor promedio Calcule el valor promedio de r sobre la esfera 
solida r £ a (coordenadas esfericas). 


Coordenadas ci lindricas y esfericas 

43. Coordenadas cib'ndricas a rectangulares Convierta 


r 2p r 2 2 [■ 2 4- 


3 dzr dr c/ll, 


r > 0 


(a) a coordenadas rectangulares con el orden de integracion dz dx 
dy y (b) a coordenadas esfericas. Luego (c) evalue una de las dos 
integrales triples anteriores. 

44. Coordenadas rectangulares a cib'ndricas (a) Convierta a 
coordenadas cilmdricas. Luego (b) evalue la nueva integral. 


l /*2 l-x 2 r Cr 2 +/) 


0 J - 2 I -x 2 J-(x 2 +y 2 ) 


2lxy 2 dz dy dx 


45. Coordenadas rectangulares a esfericas (a) Convierta a coor- 
denadas esfericas. Luego (b) evalue la nueva integral. 

r 1 r2 1-x 2 r 1 

/ / / dz dy dx 

J-lJ-2 I L./2 x 2 1 v 2 

46. Coordenadas rectangulares, cilmdricas y esfericas Escriba 
una integral triple iterada para la integral de /(x, y, z) = 6 + 4y 
sobre la regio n del primer octante acotada por el cono 
z — 2x 2 + y 2 ,el cilindro x 2 + y 2 = 1 , y los pianos coordena- 
dos, en (a) coordenadas rectangulares, (b) coordenadas cilmdricas 
y (c) coordenadas esfericas. Luego (d) determine la integral de / 
evaluando una de las integrales triples. 

47. Coordenadas cib'ndricas a rectangulares Enuncie una inte- 
gral en coordenadas rectangulares equivalente a la integral 


r p/2 r 2 3 f 2 4 -r 2 


r 3 (sen U cos II )z 2 dz dr dU . 


Arregle el orden de integracion para que z sea primero, luego y y 
por ultimo x. 

48. Coordenadas rectangulares a cib'ndricas El volumen de un so- 
lido es 


n 2 2x x 2 r 2 4 x 2 y 2 

/ dz dy dx . 

J—2 4— x 2 — v 2 

a. Describa el solido dando las ecuaciones de las superficies que 
forman su frontera. 

b. Convierta la integral a coordenadas cilmdricas pero no evalue 
la integral. 

49. Coordenadas esfericas contra cib'ndricas Las integrales tri- 
ples que involucran formas esfericas no siempre requieren coor- 
denadas esfericas para evaluarlas de manera conveniente. Tales 
calculos pueden realizarse mas facilmente con coordenadas cilin- 
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dricas. Como ejemplo, calcule el volumen de la region acotada 
arriba por la esfera x 2 + y~ + z 2 = 8 y abajo por el piano z — 2 
usando (a) coordenadas cilmdricas y (b) coordenadas esfericas. 

50. Calculo de I z en coordenadas esfericas Calcule, con respecto 
al eje z, el momenta de inercia de un solido con densidad constan- 
te d = 1 que esta acotado arriba por la esfera r = 2 y abajo por 
el cono f = p /3 (coordenadas esfericas). 

51. Momenta de inercia de una esfera “gruesa” Calcule el mo- 
menta de inercia de un solido con densidad constante d acotado 
por dos esferas concentricas de radios ay b (a < b) con respecto 
a un diametro. 

52. Momenta de inercia de una manzana Calcule, con respecto al 
eje z, el momento de inercia de un solido con densidad d = 1 en- 
cerrado por la superficie dada en coordenadas esfericas por 
r = 1 — cost . El solido es generado por la curva roja girada en 
torno del eje z de la siguiente figura. 

z 



Sustituciones 

53. Muestre que siu — x — y y y = y, entonces 



e~ u f(x 


y, y) dy dx 


e~ s( “ +y) /(t<, y) du dy. 


54. r.Que relation debe haber entre las constantes a, by c para que 



-( ax 2 +2bxy+cy 2 ) 


dx dy = 


1 ? 


(, Sugerencia : Sean s = a x + b y y t = g.r + dy , donde (a d - 
bg) 2 = ac — b 1 . Entonces ax 2 + 2 bxy + cy 2 = s 2 + t 2 .) 
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Volumenes 

1. Pila de arena: integrales dobles y triples La base de una pila 
de arena cubre la region del piano xy acotada por la parabo- 
la x 2 + y = 6 y la recta y = x . La altura de la arena sobre el 
punto (x, y) es x 2 . Exprese el volumen de arena como (a) una in- 
tegral doble, (b) una integral triple. Luego (c) calcule el volumen. 

2. Agua en un tazon semiesferico Un tazon semiesferico de 5 cm 
de radio se llena con agua hasta 3 cm de la parte superior. Calcule 
el volumen de agua en el tazon. 

3. Region cilindrica solida entre dos pianos Calcule el volumen 
de la portion del cilindro solido x 2 + y 2 £ 1 que esta entre los 
pianos z — 0yx + y + z = 2. 

4. Esfera y paraboloide Calcule el volumen de la region acotada 
arriba por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2 y abajo por el paraboloide 

z = x 2 + y 2 . 

5. Dos paraboloides Calcule el volumen de la region acotada arri- 
ba por el paraboloide z — 3 — x 2 — y 2 y abajo por el paraboloi- 
de z = 2 jc 2 + 2y 2 . 

6. Coordenadas esfericas Calcule el volumen de la region acotada 
por la superficie dada en coordenadas esfericas por r = 2 sin f 
(vea la siguiente figura). 


z 



7. Agujero en esfera Se hace un agujero cilindrico circular en una 
esfera solida, donde el eje del agujero es un diametro de la esfera. 
El volumen del solido restante es 



a. Determine el radio del agujero y el de la esfera. 

b. Evalue la integral. 

8. Esfera y cilindro Calcule el volumen de material eliminado de 
la esfera solida r 2 + z 2 < 9 por el cilindro r = 3 sen u . 
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9. Dos paraboloides Calcule el volumen de la region comprendi- 
da entre las superficies z — x 2 + y 2 y z — (x 2 + y 2 + l)/2. 

10. Cilindro y superficie z — xy Calcule el volumen de la region 
del primer octante que esta entre los cilindros r = 1 y r = 2 aco- 
tada abajo por el piano xy y arriba por la superficie z — xy. 


Cambio del orden de integracion 

11 . E value la integral 



( Sugerencia : Use la relation 


e 


—ax 


X 



dy 


para format' una integral doble y evaltie la integral cambiando el 
orden de integracion). 

12. a. Coordenadas polares Muestre, cambiando a coordenadas 
polares, que 



In (x 2 + y 1 ) dx dy = crb 



donde a > 0 y 0 < b <p/2. 

b. Escriba la integral cartesiana con el orden de integracion in- 
vertido. 

13. Reduction de una integral doble a una simple Cambie el or- 
den de integracion para mostrar que la siguiente integral doble 
puede reducirse a una integral simple: 



e m{ *~t) /(f) dt du 



t)e m(x ~ ,) f(t)dt. 


De manera similar, se puede mostrar que 



g m(x t) ^ d u c iy 


f X ix - f ) 2 c mb-i> 
Jo ^ 


f(t) dt. 


14. Transformacion de una integral doble para obtener limites 
eonstantes A veces, una integral multiple con limites variables 
puede cambiarse por una con limites eonstantes. Cambie el orden 
de integracion para demostrar que 


/o ^ X \Jo g< ~ X ~ y ^ ^ 


o ^ (,/ gdX ~ y ^ ^ ^ 
i r i 


g(\x- y\)f(x)f(y)dxdy. 


Masas y momentos 

15. Minimizacion del momento polar de inercia Una delgada 
placa de densidad constante debe ocupar la region triangular en el 


primer cuadrante del piano xy con vertices (0, 0), (a, 0) y (a, 1/a). 
^Que valor de a minimiza el momento polar de inercia de la placa 
con respecto al origen? 

16. Momento polar de inercia de una placa triangular Calcule, 
con respecto al origen, el momento polar de inercia de una delga- 
da placa triangular de densidad constante d = 3 acotada por el 
eje y y las rectas y = 2x y y = 4 en el piano xy. 

17. Masa y momento polar de inercia de un contrapeso El con- 
trapeso de un volante de densidad constante 1 tiene la forma del 
pequeno segmento cortado en un circulo de radio a por una cuerda 
a distancia b del centro (b < a) . Calcule la masa del contrapeso 
y su momento polar de inercia con respecto al centro del volante. 

18. Centroide de un bumeran Determine el centroide de la region 
con forma de bumeran entre las parabolas y 2 = — 4(x — 1) y 
y 2 = — 2(x — 2) en el piano xy. 


Teoria y aplicaciones 


19. Evalue 


n b 

e max(6V,«y ) dvdXt 


donde ay b son numeros positivos y 


, , , i b 2 x 1 si b 2 x 2 a ary 2 

max (b x , ay") = s , 2 2 2 


a 1 y 2 si b 2 x l < a 2 y 2 . 


20. Muestre que 


b 2 F(x,y) 
dx dy 


dx dy 


sobre el rectangulo xo s x s xi, yo £ y £ yi , es 

F(xu yi) - F(x 0 ,y i) - F(x u yo) + F(x 0 , y 0 ). 

21. Suponga que /(x, y) puede escribirse como el producto 
/(x, y) = F(x)G(v) de una funcion de x y una funcion de y. Enhan- 
ces, la integral de/sobre el rectangulo R\ a £ x £ b, c £ y £ d 
se puede evaluar tambien como un producto, mediante la formula 


/(x, y) dA = 


F(x) dx 


G(y) dy . 


La demostracion consiste de los siguientes cuatro pasos: 
f(x, y)dA = f ( [ F(x)G(y) dx) dy 


rd / rb 

G(y) / F(x) dx ) dy 


r 


j F{x) dx JG(y) dy 

rb \ rd 

Fix) dx / G(v) dy . 


( 1 ) 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 
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a. Justifique los pasos (i) a (iv). 

Cuando sea aplicable, la ecuacion (1) puede ahorrar algo de tiem- 
po. Usela para evaluar las siguientes integrales. 

r\n2 r p/2 r 2 r 1 ^ 

b. / / e x cos y dy dx c. / / -y dx dy 

Jo Jo ' J i J - i y 

22. Sea D u / la derivada de f(x, y) = (x 2 + y 2 )/2 en la direction del 
vector unitario u = U\i + ui j . 

a. Calculo de un valor promedio Calcule el valor promedio 
de D u f sobre la region triangular cortada en el primer cua- 
drante por la recta x + y = 1 . 

b. Valor promedio y centroide Muestre que, en general, el 
valor promedio de D u f sobre una region en el piano xy es 
el valor de D a f en el centroide de la region. 

23. El valor de T(l/2) La funcion gamma, 



amplia la funcion factorial de los enteros no negativos a otros va- 
lores reales. De particular interes en la teorfa de ecuaciones dife- 
renciales es el numero 


a. Si aun no ha resuelto el ejercicio 37 de la section 15.3, haga- 
lo ahora para demostrar que 


/ = 


e y dy = 


11 

2 


b. Sustituya y = 1 t en la ecuacion (2) para mostrar que 

T( 1/2) = 21 = 1 p". 

24. Carga electrica total sobre una placa circular La distribution 
de carga electrica en una placa circular de radio R metros es 
S (r, u) = kr( 1 — senu) coulombs/m 2 ( k constante). Integre S 
sobre la placa para encontrar la carga total Q. 


25. Un pluviometro parabolico Un tazon tiene la forma de la gra- 
fica de z = x 2 + y 2 desde z — 0 hasta z = 10 pulgadas. Usted 
quiere calibrar el tazon para que sirva como pluviometro. ^Que 
altura en el tazon corresponderfa a una pulgada de lluvia? a 3 
pulgadas de lluvia? 

26. Agua en una antena satelital Una antena parabolica de satelite 
tiene 2 m de ancho y 1/2 m de profundidad. Su eje de simetrfa es- 
ta inclinado 30 grados con respecto a la vertical. 

a. Escriba, pero no evalue, una integral triple en coordenadas 
rectangulares que de la cantidad de agua que puede contener 
la antena. ( Sugerencia : Coloque su sistema de coordenadas de 
modo que la antena este en “position estandar” y el piano del 
nivel del agua este inclinado.) ( Cuidado : Los h'mites de inte- 
gration no son “bonitos”.) 

b. ^Cual debe ser la menor inclination de la antena para que no 
guarde agua? 

27. Un semicilindro infinite Sea D el interior del semicilindro circu- 
lar recto infinito de radio 1, con su unica cara suspendida 1 unidad 
sobre el origen y cuyo eje es el rayo que va de (0, 0, 1) a infinito. 
Use coordenadas cilmdricas para evaluar 

JJJ z(r 2 + z 2 r 5/2 dV. 

D 

28. Hipervolumen Hemos visto que J' j ,j 1 dx es la longitud del 
intervalo [a, b\ sobre la recta numerica (espacio unidimensional), 
ff R 1 dA es el area de la region R en el piano xy (espacio bidimen- 
sional) y fff D 1 dV es el volumen de la region D en el espacio tri- 
dimensional (espacio xyz). Podriamos continuar: Si Q es una region 
en el espacio de cuatro dimensiones (espacio xyzw), entonces 
JJJJq 1 dV es el “hipervolumen” de Q. Use su capacidad de gene- 
ralization y un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio 
cuatridimensional para determinar el hipervolumen dentro de la 
4-esfera unitaria x 2 + y 2 + z 2 + w 2 = 1. 


Capitulo Proyectos para aplicacion tecnologica 

Modulo Mathematica/Maple 

Prueba su suerte: Use la tecnica Monte Carlo para la integracion numerica en tres dimensiones 
Use la tecnica Monte Carlos para integrar numericamente en tres dimensiones 

Modulo Mathematica/Maple 

Medias y momentos; la exploracion de nuevas tecnicas de graficacion, parte II. 

Use el metodo de momentos en una forma que aprovecha la simetria geometrica y la integracion multiple 


Integracion en 
Campos Vectoriales 



INTRODUCTION Este capftulo trata sobre la integracion en campos vectoriales; las mate- 
maticas que usan los ingenieros y los ffsicos para describir el flujo de fluidos, para el diseno 
de cables de transmision submarinos, para explicar el flujo de calor en las estrellas, y para 
poner satelites en orbita. En particular, definiremos las integrales de linea que se usan para en- 
contrar el trabajo realizado por un campo de fuerza al mover un objeto a lo largo de una 
trayectoria a traves del campo. Tambien habremos de definir las integrales de superficie 
para encontrar la razon con la que un fluido pasa a traves de una superficie. A lo largo de 
este capftulo plantearemos conceptos y resultados clave, como los campos de fuerza con- 
servatives y el teorema de Green, para simplificar los calculos de estas nuevas integrales 
relacionandolas con las integrales simples, dobles y triples que estudiamos anteriormente. 


16.1 


Integrales de linea 


z 



FIGURA 16.1 La curva r (f) dividida en 
pequenos arcos desde t = a hasta t = b. El 
subarco tfpico tiene una longitud A^. 


En el capftulo 5 establecimos el concepto de integral definida de una funcion sobre un in- 
tervalo cerrado [a, b] en el eje x. Para encontrar la masa de una varilla delgada o el trabajo 
realizado por una fuerza variable que actua en la direccion del eje x usamos las integrales 
definidas. Ahora queremos calcular la masa de varillas o cables a lo largo de una curva en 
el piano o en el espacio, o bien determinar el trabajo realizado por una fuerza variable que 
actua a lo largo de tal curva. Para estos calculos necesitamos un concepto de integral mas 
general que el de integracion sobre un segmento de recta en el eje x. Ahora necesitamos in- 
tegrar sobre una curva C en el piano o en el espacio. Estas integrales, que son mas genera- 
les, se conocen como integrales de lrnea, aunque el nombre integrales “curvas” serfa mas 
descriptivo. Plantearemos nuestras definiciones para curvas espaciales, sin olvidar que las 
curvas en el piano xy son solo un caso particular de las anteriores, y que resultan de consi- 
derar su coordenada z igual a cero. 

Supongamos que/(x, y, z ) es una funcion con valores reales y que queremos integrar 
a lo largo de la curva r(f) = g(f)i + h{t) j + k{t) k, a < f < b, que se encuentra en el do- 
minio de/ Los valores de/a lo largo de la curva estan dados por la composition f(g(t), 
h(t), k(t)). Integraremos esta funcion con respecto a la longitud de arco desde t = a hasta 
t = b. Para empezar, dividimos la curva en un numero finito n de subarcos (figura 16.1). 
El subarco tfpico tiene una longitud As*. En cada subarco escogemos un punto (xk, yk, Zk ) y 
formamos la suma: 

n 

S n = 2 )f( x k,yk , Zk) A S k . 
k= 1 


Si/es una funcion continua y las funciones g, h y k tienen una primera derivada continua, 
entonces esta suma tiende a un lfmite cuando n crece y la longitud As* tiende a cero. A es- 
te lfmite se le conoce como la integral de linea de / sobre la curva, desde a hasta b. Si la 
curva se denota con una letra, por ejemplo C, la notation para la integral es 


fix, y, z) ds 


“La integral de f sobre C” 


( 1 ) 
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z 


, ( 1 , 1 , 1 ) 



( 1 , 1 , 0 ) 


FIGURA 16.2 La trayectoria de 
integration del ejemplo 1. 


Si r(t) es regular para a < f < /? (v = dr/dt es continua y nunca es igual a 0), podemos 
usar la ecuacion 


sit) = f | v(t) | dt 


Ecuacion (3) de la seccion 13.3 
con to = a 


para expresar a ds en la ecuacion ( 1 ) como ds = \(t) dt. Un teorema del calculo avanza- 
do dice que podemos evaluar la integral de/sobre C como 

[ f(x,y,z)ds= [ f(g(t), h(t), £(f))|v(f)| dt. 

JC J a 

Observe que la integral del lado derecho de esta ultima ecuacion es una integral definida 
del tipo que estudiamos en el capitulo 5, donde integramos con respecto al parametro t. La 
formula evalua la integral de linea del lado izquierdo de la ecuacion correctamente, sin im- 
portar cual parametrizacion se use, siempre que esta sea regular. 


Como evaluar una integral de linea 

Para integrar una funcion continua /(x, y, z.) sobre una curva C: 

1. Se determina una parametrizacion regular de C, 

r(f) = g(f)i + hit ) j + k(t) k, a £ t £ b 

2. Se evalua la integral como 

/ f(x, y, z) ds = / h{t), kit)) \ v(f) | dt. 


( 2 ) 


Si/tiene un valor constante 1, entonces la integral de/sobre C da la longitud de C. 


EJ EMPLO 1 Evaluation de una integral de linea 

Integrar fix, y, z) = x — 3 y 2 + z sobre el segmento de recta C que une el origen con el 
punto (1, 1, 1) (figura 16.2). 

Solution Escogemos la parametrizacion mas sencilla posible: 

r(f) = t\ + fj + fk, 0 < t < 1. 

Los componentes tienen una primera derivada continua y |v(f)| = |i+j+k| = 

2 l 2 + l 2 + l 2 = 2 3 nunca se anula, de modo que la parametrizacion es regular. La in- 
tegral de/sobre C es entonces 


fix, y, z) ds = / fit, t, r)( 2 3) dt 


Ecuacion (2) 


it — 3 f 2 + r) 2 3 dt 


= 23 (2/ - 3r) dt = 2 3 f 2 *■ f 3 = 0. 
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Aditividad 

Las integrates de Ifnea tienen la util propiedad de que si la curva C esta formada por la 
union de un numero finito de curvas C\, C 2 , ■ ■ ■ , C, u entonces la integral sobre C es la su- 
ma de las integrates sobre las curvas que la conforman: 


f ds = / f ds + / / ds H + / f ds. 

Ic Jc 1 Jc 2 Jc„ 


(3) 



y 


FIGURA16.3 La trayectoria de 
integracion del ejemplo 2. 


Integral de llnea para la union de dos trayectorias 

La figura 16.3 muestra otra trayectoria desde el origen hasta el punto (1, L 1), la union de 
los segmentos C\ y C 2 . Integrar la funcion fix, y,z) = x — 3 y 2 + z sobre C 1 U C 2 . 

Solucion Elegimos la parametrizacion mas sencilla que podamos pensar para C\ y C 2 , 
verificando las longitudes de los vectores de velocidad en el desarrollo: 

Ci: r(f) = ti + tj, 0 < t < 1; jv| = 2 l 2 + l 2 = 2 2 
C 2 : r(f) = i + j + fk, 0 < t < 1; |v| = 2 0 2 + 0 2 + l 2 = 1. 

Con estas parametrizaciones obtenemos que 


/ fix, y, z)ds = / f(x, y, z)ds + / f(x, y, z) ds 
/C1UC2 Jc t Jc 2 


Ecuacion ( 3 ) 


j f{t,t, 0) 2 2 dt + /( 1 , 1 , f)(l) dt 


[ [t - 3t 2 + 0)2 2dt + f (1 - 3 + t)i\)dt 
I o Jo 


= 22 


[ f 2 1 
V- t 3 

1 

+ 

1 

<N 

i 

i 

2 

0 

2 


2 2 _ 3 
2 2 ' 


Observemos tres cosas acerca de las integraciones de los ejemplos 1 y 2. En primer 
lugar, al sustituir los componentes de la curva adecuada en la formula para f esta integral 
se convierte en una integral normal con respecto a t. En segundo lugar, la integral de/ 
sobre C\ U C\ se obtuvo integrando/ sobre cada una de las secciones de la trayectoria y su- 
mando estos resultados. En tercero, las integrates de/a lo largo de C\ U C 2 tienen diferentes 
valores. Para la mayorfa de las funciones, el valor de la integral a lo largo de la trayectoria 
entre dos puntos se modifica al cambiar la trayectoria entre ellos. Sin embargo, para algu- 
nas funciones el valor se mantiene, como veremos en la seccion 16.3. 


Calculo de masa y momento 

Podemos considerar las bobinas y los alambres como masas distribuidas a lo largo de cur- 
vas regulares en el espacio. La distribucion se describe mediante una funcion de densidad 
continua d(x, y, z.) (masa por unidad de longitud). La masa del resorte o del alambre, el 
centra de masa y el momento se calculan entonces mediante las formulas de la tabla 16.1. 
Las formulas tambien pueden aplicarse a varillas delgadas. 
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TABLA 16.1 Formulas para la masa y el momento de resortes, vari Has delgadas 
y alambres a lo largo de una curva regular Cen el espacio 

Masa: M = J d (x,y,z)ds (d = d(x, y, z) = densidad) 

Primeros momentos con respecto a los pianos coordenados: 

M yz = / xdrfs, M xz = y d ds, M xy = / zdds 
Jc Jc Jc 

Coordenadas del centre de masa: 

x = M yz /M, y = M xz /M, z = M xy /M 

Momentos de inercia con respecto a los ejes y otras rectas: 

Ix= (y 2 + z 2 )dds, Iy = {x 2 + Z 2 )dds 

Jc Jc 


/ z = / (* 2 + y 2 )dds, I L = 


1 d ds 


JC JC 

r{x, y, z) = distance from the point (x, y, z) to line L 


Radio de giro con respecto a una recta L. R L = 2 I L /M 


z 



EJ EMPLO 3 Calculo de la masa, el centra de masa, momentos de inercia y radios de giro 

Un resorte esta a lo largo de la helice 

r(f) = (cos 4f)i + (sen4f)j + fk, 0 s t s 2p. 

La densidad del resorte es constante, d = 1 . Encontrar la masa y el centra de masa del re- 
sorte, asf como su momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje z. 


Solucion Trazamos el resorte en la figura 16.4. Debido a las simetrfas involucradas, el 
centra de masa esta en el punto (0, 0, p) del eje z. 

Para el resto de los calculos, encontramos primero | v(f) |: 


|v«| 



= 2 (—4 sen 4 1) 2 + (4cos4f) 2 +1 = 2 17. 
Luego evaluamos las formulas de la tabla 16.1 usando la ecuacion (2): 


M = f dds = f P (l)2 17 dt = 2p 2 17 


Helice 


r*2p 


I z = J (x" + yjdr/i = J (cos“4f + sen“4f)(l)2 17 dt 

Helice 

/*2p 

= / 2 11 dt = 2p2 17 


R z = 2 I z /M = 2 2p 1 17/ (2p 1 17) = 1. 


FIGURA 16.4 El resorte helicoidal del 
ejemplo 3. 
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Observe que el radio de giro con respecto al eje z es el radio del cilindro donde se enrolla 
la helice. 


z 



EJ EMPLO 4 Como determinar el centra de masa de un arco 

Un arco de metal delgado, mas denso en la parte inferior que en la superior, esta a lo largo 
de la semicircunferencia y 2 + z 2 = 0^0, en el piano yz (figura 16.5). Determinar el 
centra de masa del arco, si la densidad en el punto (x, y, z.) del arco es d(.r, v, z) =2 — z. 

Sabemos que x = 0 y y = 0 porque el arco esta en el piano yz con la masa 
distribuida simetricamente en torno del eje z. Para encontrar z , parametrizamos la circun- 
ferencia como: 


FI GURA 16,5 El ejemplo 4 nos muestra 
como encontrar el centra de masa para un 
arco circular de densidad variable. 


r(f) = (cos f)j + (senf)k, 0 s f < p. 
Para esta parametrizacion, 


l v(f) l = B (f ) + (f ) + (f) = 2 (0)2 + (_Senf)2 + (c ° Sf)2 = ' 


Las formulas de la tabla 16.1 implican 


M = dels = (2 — z) ds = (2 — senr)(l) dt = 2p — 2 


= / z.dds = / z(2 — z) ds = / (sen f)(2 — sent) dt 


J O Q 

(2 sen t — sen 2 t) dt = — zr^~ 


- _ ^ _ 8 - p 1 _ 8 - p 


0.57. 


M 2 2p - 2 4p - 4 
Con z redondeado a centesimas, el centra de masa es (0, 0, 0.57). 


EJERCICIOS 16.1 


Graficas de ecuaciones vectoriales 

Relacione las ecuaciones vectoriales de los Ejercicios 1-8 con las gra- 
ficas (a)-(h) que aquf presentamos. 
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e. 


f. 


z 



z 



z 



z 



1. r(f) = ri + (1 - f)j, 0 < t < 1 

2. r(f) = i + j + fk, -1 < t & 1 

3. r(f) = (2 cos f)i + (2 sen f)j, 0 £ f £ 2p 

4. r(f) = fi, -1 < f < 1 

5. r(f) = fi + rj + fk, 0£/s2 

6. r(f) = rj + (2 - 2f)k, 0 < r < 1 

7. r(f) = (f 2 - l)j + 2fk, -1 < t < 1 

8. r(f) = (2 cos f)i + (2senf)k, 0 £ f £ p 


Evaluation de integrales de li'nea sobre curvas 
en el espacio 

9. Evalue f c ( x + y) ds donde C es el segmento de recta x = f, 
y = (1 — t),z — 0, desde (0, 1, 0) hasta (1, 0, 0). 

10. Evalue f c (x — y + z — 2) ds donde C es el segmento de recta 
x = t, y = (1 “ t), z = 1, desde (0, 1, 1) hasta (1, 0, 1). 

11. Evalue f c ( xy + y + z) ds a lo largo de la curva r(f) = 2fi + 
fj + (2 — 2?)k, 0 < t < 1. 

12. Evalue J c 2 x 2 + y 2 ds a lo largo de la curva r(f) = (4 cos r)i + 
(4senf)j + 3fk, — 2p fits 2p. 


13. Encuentre la integral de f(x, y, z) = x + y + z sobre el segmen- 
to de recta que va desde (1, 2, 3) hasta (0, — 1, 1). 

14. Encuentre la integral de f(x,y, z) = 2 3/{x 2 + y 2 + z 2 ) sobre 
la curva r(f) = d + rj + rk, 1 < t < oo. 

15. Integre f(x, y, z) — x + 1 y — z 2 sobre la trayectoria que va 
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) (figura 16.6a) y esta dada por 


C i: r(f) = ri + r 2 j, 0 < t < 1 

Ci- r(f) = i + j + fk, 0 < f < 1 


z 



FIGURA 16.6 Las trayectorias 
y 16. 


z 



(b) 


integracion de los ejercicios 15 


16. Integre f(x, y, z) = x + 1 y — z 2 sobre la trayectoria que va 
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) (figura 16.6b) y esta dada por 

Q: r(f) = fk, 0 < t < 1 
C 2 '. r(f) = fj + k, 0 < f < 1 
Cy. r(f) = fi+j + k, 0<f<l 

17. Integre f(x, y, z) = ( x + y + z)/{x 2 + y 2 + z 2 ) sobre la trayec- 
toria r(f) = fi + fj + fk, 0 < a £ f £ b. 

18. Integre f(x, y,z) — ~ 2 x 2 + z 2 sobre la circunferencia 

r(f) = (acosf)j + (a sen f)k, 0 s f s 2p. 

Integrales de linea sobre curvas planas 

En los ejercicios 19-22, integre /sobre la curva dada. 

19. f(x, y) = x 3 /y, C: y = x 2 /2, 0 < jc < 2 

20. f(x,y) = (x + y 2 )/2 1 + jr 2 , C: y = x 2 /2 desde (1, 1/2) 
hasta (0, 0) 

21. f(x, y) = x + y, C: x 2 + y 2 = 4 en el primer cuadrante, 
desde (2, 0) hasta (0, 2) 

22. fix, y) = x 2 — y, C: x 2 + y 2 = 4 en el primer cuadrante, 
desde (0, 2) hasta (12, 12) 

Masa y momentos 

23. Masa de un alambre Encuentre la masa de un alambre coloca- 
do a lo largo de la curva r(f) = (f 2 - l)j + 2fk, OSfS 1, si la den- 
sidad es d = (3/2 )f. 

24. El centro de masa de un alambre curvo Un alambre de densi- 
dad d(.t, y, z) = 15 2 y + 2 esta colocado a lo largo de la curva 
r(f) = (f 2 — 1 ) j + 2fk, — 1 < f < 1. Encuentre su centro de 
masa. Trace la curva y su centro de masa, juntos. 

25. Masa de un alambre con densidad variable Encuentre la ma- 
sa de un alambre delgado, colocado a lo largo de la curva r(f) = 
2 2fi + 2 2fj + (4 — f 2 )k, 0 s f £ 1, Si la densidad es (a) 
d = 3f y (b) d = 1. 
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26. Centro de masa de un alambre delgado con densidad variable 

Encuentre el centra de masa de un alambre delgado colocado a lo 
largo de la curva r(f) = ri + 2/j + (2/3)f 3,/2 k, 0 < t < 2, si la 
densidad es d = 3 1 5 + t. 

27. Momento de inercia y radio de giro de un lazo de alambre 

Un lazo circular de alambre, con densidad constante d, esta a lo 
largo de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 enel piano xy. Encuen- 
tre el momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje z. 

28. Inercia y radios de giro de una varilla delgada Una varilla 
delgada con densidad constante esta colocada a lo largo del seg- 
mento de recta r (t) = /j + (2 — 2f)k, 0 s | < 1, en el piano y z. 
Encuentre el momento de inercia y el radio de giro de la varilla 
con respecto a los tres ejes coordenados. 

29. Dos resortes con densidad constante Un resorte de densidad 
constante d esta a lo largo de la helice 

r(f) = (cos f)i + (sen f)j + fk, 0 £ t £ 2p. 
a. Encuentre I z y R z . 

b. Suponga que ahora tiene otro resorte de densidad constante d, 
con el doble de la longitud que el resorte del inciso (a) y que 
esta a lo largo de la helice para 0 s f < 4p. ^Esperarfa 
que los valores de /, y R z para el resorte mas largo fueran 
iguales que sus analogos del resorte mas pequeno? que 
fueran distintos? Verifique sus especulaciones calculando 
/„ y R ; a lo largo del resorte. 

30. Alambre de densidad constante Un alambre con densidad 34. 
constante d = 1 esta a lo largo de la curva 

r(t) = (rcosf)i + (tsenfjj + (22 2/3)t 3 / 2 k, 0 < t < I. 35. 

Determine z,I z , y R z . 

31. El arco del ejemplo 4 Determine L y R z para el arco en el ejem- 36. 
plo 4. 


32. Centro de masa, momentos de inercia y radios de giro para un 
alambre con densidad variable Encuentre el centra de masa, 
as! como los momentos de inercia y los radios de giro con respec- 
to a los ejes coordenados para un alambre delgado que esta a lo 
largo de la curva 

r (t) = fi + ^-^f 3/2 j + ^ k, 0 < f < 2, 
si la densidad es d = 1 /(t + 1) 

EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 

Evaluation numerica de integrales de linea 

En los ejercicios 33-36, use un programa de algebra por computadora 
para realizar los siguientes pasos y evaluar una integral de linea. 

a. Encuentre ds = |v(f)| dt para la trayectoria r(f) = g(/ji + 
h(t ) j + k(t) k. 

b. Exprese el integrando /(g(f), h(t), k(t)) | v(f) | como una fun- 
cion del parametro t. 

c. Evalue fc f ds usando la ecuacion (2) del texto. 

f(x,y,z) =21+ 30x 2 + lOy; r(t) = ti + t 2 j + 3f 2 k, 

0 < t < 2 

f(x,y, z) = 2 1 + x 3 + 5v 3 ; r (t) = ri + |f 2 j + 1 rk, 

0 < t < 2 

f(x,y,z ) = xly — 3z 2 ; r(r) = (cos 2r)i + (sen2r)j + 5rk, 

0 < t < 2p 

f(x,y,z ) = ^1 + i r (0 = (cos2r)i + (sen2r)j + 

r 5 / 2 k, 0 < t < 2p 


16.2 


Campos vectoriales, trabajo, circulacion y flujo 


Al estudiar fenomenos ffsicos representados por vectores, remplazamos las integrales so- 
bre intervalos cerrados por integrales sobre trayectorias que pasan por campos vectoriales. 
Usamos dichas integrales para determinar el trabajo realizado por un objeto que se mueve 
a lo largo de una trayectoria contra una fuerza variable (como un vehfculo enviado al espa- 
cio en contra del campo gravitacional de la Tierra), o para determinar el trabajo realizado 
por un campo vectorial al mover un objeto a lo largo de una trayectoria a traves del campo 
(como el trabajo realizado por un acelerador de partfculas al elevar la energfa de una par- 
ticular Pero tambien usamos las integrales de linea para determinar el flujo de un fluido, 
tanto a lo largo como a traves de una trayectoria curva. 


Campos vectoriales 

Suponga que una region en el piano o en el espacio esta ocupada por un fluido en movi- 
miento, como aire o agua. Imagine que ese fluido esta formado por un numero muy grande 
de partfculas, y que en cualquier instante las partfculas llevan una velocidad v. Si tomamos 
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FIGURA 16.7 Vectores velocidad de un 
flujo alrededor de un ala en un tunel de 
aire. Las lfneas de flujo pueden ser vistas 
gracias al humo de queroseno. 


una foto de las velocidades de algunas partfculas en diferentes posiciones en un mismo 
instante, es de esperar que estas velocidades varfen de una position a otra. Podemos pensar 
que el vector de velocidad esta pegado a cada uno de los puntos del fluido. Tal flujo es un 
ejemplo de un campo vectorial. Por ejemplo, la figura 16.7 muestra un campo vectorial de 
velocidad, obtenido al asociar un vector de velocidad a cada punto del aire que fluye a traves 
de una helice dentro de un tunel de viento. La figura 16.8 muestra otro campo vectorial de 
vectores de velocidad a lo largo de las lfneas de flujo del agua que se mueve en un canal. 
Ademas de los campos vectoriales asociados a flujos de fluidos, hay campos de fuerza 
asociados a la atraccion gravitacional (figura 16.9), campos magneticos, campos electri- 
cos y hasta campos puramente matematicos. 

En general, un campo vectorial en un dominio en el piano o en el espacio es una 
funcion que asocia con un vector a cada punto del dominio. Un campo de vectores tridi- 
mensionales podrfa tener una formula como 

F(x, y, z ) = M{x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k. 


El campo es continuo si las funciones componentes M, N y P son continuas, es diferen- 

ciable si M, N, y P son diferenciables, etcetera. Un campo de vectores bidimensionales 
pueden tener una formula como 

F(x, y) = M(x,y) i + N(x, y)j. 



FIGURA 1 Lfneas de flujo dentro de 
un tunel que se contrae. La velocidad del 
agua aumenta cuando el canal se hace 
angosto y los vectores de velocidad 
aumentan su longitud. 


Si consideramos al vector de velocidad de un proyectil en cada punto de la trayectoria del 
proyectil en el piano de movimiento, tendremos un campo bidimensional definido a lo largo 
de la trayectoria. Si agregamos el vector gradiente de una funcion escalar en cada punto de 
una superficie de nivel de la funcion, tendremos un campo tridimensional sobre la superfi- 
cie. Y si consideramos al vector de velocidad en cada punto del flujo de un fluido, tendre- 
mos un campo tridimensional definido en una region del espacio. Estos y otros campos se 
ilustran en las figuras 16.10-16.15. Algunas figuras contienen tambien las formulas de los 
campos ilustrados. 

Para trazar los campos con formulas, elegimos de manera representativa una serie de 
puntos del dominio y trazamos los vectores basados en ellos. Las flechas que representan a 
los vectores se trazan con su base exactamente en el punto donde las funciones vectoriales 



FIGURA 16.9 Los vectores en 
un campo gravitacional apuntan 
hacia el centra de masa que es 
fuente del campo. 


y 



FIGURA 16.10 Los 

vectores velocidad v(Z) del 
movimiento de un 
proyectil definen un 
campo vectorial a lo largo 
de la trayectoria. 


\ 


\ 


f(x,y,z) = c 



FIGURA16.il El campo de 
vectores gradientes Vf en una 
superficie f(x, y, z) = c. 
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FIGURA 16.12 El flujo de un 
fluido en un tubo cilmdrico largo. 
Los vectores v = ( a 2 — r 2 )k 
dentro del cilindro con base en el 
piano xy y puntas en el 
paraboloide z = a 2 — r 2 . 


y 



FIGURA 16,13 El campo radial 
F = xi + yj de vectores de position en 
puntos del piano. Observe la convention de 
que una flecha se dibuja con su base, no su 
punta, en el punto donde se evalua F. 



FIGURA 16,14 El campo circular o de 
“giro” con vectores unitarios 

F = (-yi + *j )/(* 2 + y 2 ) 1 / 2 

en el piano. El campo no esta definido en 
el origen. 



VELOCIDAD DEL VIENTO, M/S 




0 2 4 6 8 10 12 14 16+ 



FIGURA 16.15 El satelite Seasat de la NASA usa un radar para tomar 350 000 medidas 
del viento sobre los oceanos del mundo. Las flechas indican la direction del viento, su 
longitud y el color indican la rapidez. Observe la gran tormenta en el sur de Groenlandia. 
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A t= a 

FIGURA 16.16 El trabajo realizado por 
una fuerza F es la integral de lfnea del 
componente escalar F • T sobre la curva 
regular desde A hasta B. 


se evaluan. Esto difiere de la forma en que trazamos los vectores de posicion de los plane- 
tas y de los proyectiles, con su base en el origen y su punta en la ubicacion del planeta o 
del proyectil. 

Campos gradiente 


DEFINICION Campo gradiente 

El campo gradiente de una funcion diferenciable/(x, y, z) es el campo de vecto- 
res gradiente 


V/ 


df df df 

— i C: j ir 

dx dy J dz 


EJEMPLO 1 Como determinar un campo gradiente 

Determinar el campo gradiente de f(x, y, z.) = xyz. 

Solution El campo gradiente de/es el campo F = V/ = yzi + xzj + xy k. 

Como veremos en la seccion 16.3, los campos vectoriales son importantes en la inge- 
nierfa, las matematicas y la ffsica. 


Trabajo realizado por una fuerza sobre una curva en el espacio 

Suponga que el campo vectorial F = M{x, y, z) i + N(x, y, z)j + P{x, y, z.)k representa 
una fuerza a traves de una region en el espacio (puede ser la fuerza de gravedad o una fuer- 
za electromagnetica), y tambien que 

r(f) = g(f)i + h(t) j + k(t) k, a < t < b, 

es una curva regular en la misma region. Entonces, la integral de F • T„ es decir, del com- 
ponente escalar de F en la direccion del vector unitario tangente a la curva, es el trabajo 
realizado por F sobre la curva desde a hasta b (figura 16.16). 


DEFINICION Trabajo realizado sobre una curva regular 

El trabajo realizado por una fuerza F = Mi + Nj + Pk sobre una curva regu- 
lar r(f) desde t = a hasta t = b e s 

rt=h 

W= / F-T ds. (1) 

J t=a 


Podemos deducir la ecuacion (1) con el mismo tipo de razonamiento que utilizamos 

/ fy 

; Fix) dx para el trabajo realizado por 
una fuerza continua de magnitud F(x) dirigida a lo largo de un intervalo en el eje x. Dividi- 
mos la curva en pequenos segmentos, aplicamos la formula para el trabajo (fuerza constan- 
te) X (distancia) para aproximar el trabajo realizado en cada segmento de la curva, sumamos 
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todos los resultados para aproximar el trabajo realizado sobre toda la curva, y calculamos 
el trabajo como el limite de las sumas aproximantes cuando los segmentos se hacen cada 
vez mas pequenos y mas numerosos. Para determinar exactamente cual es la integral que 
da el limite, dividimos el intervalo [a, b] de la manera usual y escogemos un punto c k en 
cada subintervalo [t k , t k+ 1]. La particion de [a, b] determina (“induce”, podrfamos decir) 
una particion de la curva, donde el punto P k es la punta del vector de posicion r (t k ) y A .Vi- 
es la longitud del segmento de curva P k Pk+\ (figura 16.17). 


c k 

t 1 1 1 

a t k t k+1 b 



P k (g(t k ), h(t k ), k(t k )) 

FIGURA 16,17 Cada particion de [a, b] induce una particion 
de la curva r(f) = g(f)i + h(t ) j + k(t) k. 



FIGURA 16,18 Una ampliation del 
segmento de curva P k P k + 1 en la figura 
16.17, muestra a los vectores de fuerza y 
tangente unitario en el punto de la curva 
donde t = c k . 


Si Fi denota el valor de F en el punto de la curva correspondiente a t = c k , y T/. deno- 
ta al vector unitario tangente a la curva en este punto, entonces F^ • TV es el componente 
escalar de F en la direccion de T en / = c k (figura 16.18). El trabajo realizado por F a lo 
largo del segmento de la curva P k P k + 1 es aproximadamente 


Componente de la fuerza \ 
en la direccion del movimiento / 


X (distancia) = F* ■ TV- A s k . 


El trabajo realizado por F a lo largo de la curva, desde t = a hasta t = es aproximada- 
mente 

n 

Asi. 

k=l 


Cuando la norma de la particion de [a, b] tiende a cero, la norma de la particion inducida 
en la curva tiende a cero y estas sumas se aproximan a la integral de lfnea 


l 't=b 


F • T ds. 


El signo del numero calculado mediante esta integral depende de la direccion en que se 
recorra la curva conforme crece t. Si invertimos la direccion del movimiento, tambien in- 
vertimos la direccion de T, lo que cambia el signo de F • T y por lo tanto de su integral. 

La tabla 16.2 muestra seis formas de escribir la integral de trabajo de la ecuacion (1). 
A pesar de su variedad, las formulas de la tabla 16.2 se evaluan de la misma manera. En la 
tabla, r(f) = g(f)i + h{t) j 4- k{t) k = xi + yj + -;k es una curva regular, y 


dr 


dr 

dt 


dt = dgi + dh j + dkk 


es su diferencial. 
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TftBLA 16.2 Seis maneras distintas para escribir la integral de trabajo 

ri=b 

W = / F • T ds 

J t=a 

ft=b 

= F • dr 

J 1=a 


La definicion 

Forma diferencial compacta 


¥ - d ft dt 


Desarrollada para incluir a dt\ enfatiza 
al parametro t y a I vector de velocidad dr/ dt 


rb ( dg dh dk'i 

^M—^ + N-^ + P^)dt Enfatiza las funciones componentes 


dt 


f dx dy dz 

M-^ + N-j^ + P-^]dt Abrevia los componentes de r 


M dx + N dy + P dz 


Se cancela dt\ es la forma mas comun 


Evaluation de una integral de trabajo 

Para evaluar la integral de trabajo a lo largo de una curva regular r(f), siga estos 
pasos: 

1. Evalue F en la curva como una funcion del parametro t. 

2. Encuentre dr/dt 

3. Integre F • dr/dt desde t = a hasta t = b. 


z 



EJ EMPLO 2 Calculo del trabajo realizado por una fuerza variable sobre una curva 
en el espacio 

Encuentre el trabajo realizado por F = (y — x 2 )i + (z — y 2 ) j + (x — z 2 )k sobre la cur- 
va r(f) = t\ + f 2 j + f 3 k, 0 1, hasta (1, 1, 1) (figura 16.19). 

Solucion Primero evaluamos F sobre la curva: 

F = (y - x 2 )i + (z- y 2 ) j + (x - z 2 ) k 

= (f 2 - f 2 )i + (f 3 - t 4 ) j + (t - f 6 )k 

6 

Despues encontramos dr/dt, 

I " !<' 1 + ' 2 J + ' 3k) * 1 + 2 'i + 3A 


Por ultimo encontramos F • dr/dt e integramos desde t = 0 hasta t = 1 : 


= [(f3 “ f4)j + {t ~ f6)k] ' (i + 2fj + 3f2R) 


(f 3 - t 4 )(2t) + (t - t 6 ){3t 2 ) = It 4 - 2 f 5 + 3 1 3 - 3 r 8 . 
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de modo que 


Trabajo 



4 - 2 1 5 + 3 f 3 - 3 f 8 ) dt 



Integrates de flujo y de circulacion de campos vectoriales 

En lugar de un campo de fuerza, suponga que F representa el campo de velocidad de un 
fluido que fluye en una region del espacio (una cuenca o una turbina en un generador hi- 
droelectrico, por ejemplo). Bajo estas circunstancias, la integral de F • T a lo largo de la 
curva en la region da el flujo del fluido a lo largo de la curva. 


DEFI Nl Cl ONES Integrates de flujo, circulacion 

Si r(f) es una curva regular en el dominio de un campo continuo de velocidades 
F, el flujo a lo largo de la curva desde t = a hasta t = b es 



( 2 ) 


En este caso, la integral es la integral de flujo. Si la curva es un lazo cerrado, en- 
tonces el flujo es la circulacion a lo largo de la curva. 

Calculamos las integrales de flujo de la misma manera que las integrales de trabajo. 

EJ EMPLO 3 Calculo del flujo a traves de una helice 

El campo de velocidad de un fluido es F = xi + zj + vk. Encuentre el flujo a lo largo de 
la helice r(f) = (cos f)i + (sen r)j + /k, 0 s / s p/2. 

Solucion Evaluamos F sobre la curva 

F = xi + zj + yk = (cos f)i + t j + (sen f)k 
y despues encontramos dr/dt: 


fiv 

= (— sen f)i + (cos f)j + k. 


Despues integramos F • (dr/dt) desde t = 0 hasta t = ^ : 


F ■ ^ = (cos f)(— sen t) + (f)(cos t) + (senf)(l) 


= —sen t cos t + t cos t + sen t 
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so. 


rt=b 


Flujo = 


dr 

dt 


"P/2 


dt = 


(—sen 1 cos t + t cos t + sen t ) dt 


cos 2 t 
2 


+ t sen t 


p/2 

0 




EJEMPL0 4 Calculo de la circulation en una circunferencia 

Determinar la circulacion del campo F = (x — v)i + xj a lo largo de la circunferencia 
r(f) = (cos f)i +(senf)j, 0 < t < 2p. 


En la circunferencia, F = (x — y)i + xj = (cos t — sen f)i + (cos f)j , y 
^ = (-senf)i + (cosf)j. 

Entonces 


F- 


dr 

dt 


—sen t cos t + sen 2 t + cos 2 t 

1 


da como resultado 


t*2p 


Circulacion = 


F- ^ dt = 
dt 


t*2p 


( 1 — sen t cos t) dt 


t - 


sen 2 1 


2p 


JO 


= 2p. 


Flujo a traves de una curva plana 

Para encontrar la razon respecto al tiempo con la que un fluido entra o sale de una region 
encerrada por una curva regular C en el piano xy, calculamos la integral sobre C de F • n , 
el componente escalar del campo de velocidad del fluido en la direccion de vector unitario 
normal a la curva, que apunta hacia afuera. El valor de la integral es el flujo de F a traves 
de C. Si F fuese un campo de fuerza o un campo electromagnetico, la integral de F • n con- 
tinuarfa siendo el flujo del campo a traves de C. 


DEFINITION Flujo a traves de una curva cerrada en el piano 

Si C es una curva cerrada regular en el dominio de un campo vectorial continuo 
F = M{x, j- ) i + N{x, 3' ) j en el piano, y si n es el vector unitario normal a C que 
apunta hacia afuera, el flujo de F a traves de C es: 


Flujo de F a traves de C 


F • n ds. 


(3) 


Observe la diferencia entre el flujo y la circulacion. El flujo de F a traves de C es la 
integral de lfnea con respecto a la longitud de arco de F • n, es decir, el componente escalar 
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z 



z 



de F en la direction del vector normal. La circulacion de F en C es la integral de linea con 
respecto a la longitud de arco de F • T, es decir, el componente escalar de F en la direction 
del vector tangente unitario. El flujo es la integral del componente normal de F y la circu- 
lation es la integral del componente tangential de F. 

Para evaluar la integral de la ecuacion (3), empezamos por una parametrizacion 
regular 


x = g(t ), y = h{t), a s t s b, 

que recorre la curva C exactamente una vez cuando t crece de a a b. Podemos encontrar el 
vector unitario normal exterior n, calculando el producto cruz del vector unitario tangente 
a la curva T con el vector k. (j Pero que orden debemos elegir? ( -,T X k o k X T? ( ',Cual 
apunta hacia afuera? Esto depende de la forma de recorrer C cuando t crece. Si el mo- 
vimiento es en el sentido de las manecillas del reloj, k X T apunta hacia afuera; si el 
movimiento es en contra de las manecillas, T X k apunta hacia afuera (figura 16.20). La 
election usual es n = T X k, la que supone que el movimiento es en contra de las maneci- 
llas. Asf, aunque el valor de la integral de la longitud del arco en la definition del flujo de 
la ecuacion (3) no depende de la manera en que se recorra C, las formulas que estamos a 
punto de deducir para evaluar la integral de la ecuacion (3) suponen que el movimiento es 
en contra de las manecillas del reloj. 

En terminos de componentes. 


FIGURA 16.20 Para encontrar el vector 
unitario normal exterior para una curva 
regular C en el piano xy recorrida en 
contra del sentido de las manecillas del 
reloj al crecer t, consideramos n = T X k. 
Para el movimiento en el sentido de las 
manecillas, consideramos n = k X T. 


n = T X k = 


dx . , dy ' 


ds 


+ ^ j J Xk = 


dy. 

ds 


Si F = M(x, v ) i + N(x, y)j, entonces 


F-n = M(x, y)^-N(x,y)^. 



Por tanto, 


F • n ds = 


dy 


< i*- 


M dy - N dx. 


Colocamos una circunferencia dirigida en la ultima integral, para recordar que la integra- 
tion en la curva cerrada C es en contra de las manecillas del reloj. Para evaluar esta inte- 
gral, expresamos M, dy, N y dx en terminos de t e integramos desde t = a hasta t = b. No 
necesitamos conocer ni n ni ds para encontrar el flujo. 


Calculo del flujo a traves de una curva regular en el piano 

(Flujo de F = Mi + Nj a traves d eC) = ^ M dy — N dx (4) 

La integral se puede evaluar con cualquier parametrizacion regular x = g(t), 
y = h{t), a < t < b, que recorra C en contra de las manecillas del reloj, exac- 
tamente una vez. 


EJ EMPLO 5 Calculo del flujo a traves de una circunferencia 

Determinar el flujo de F = (x — y)i + xj a traves de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 en el 
piano xy. 
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La parametrizacion r(f) = (cos f)i + (sen f)j, 0 < f < 2p , recorre la cir- 
cunferencia en contra de las manecillas del reloj exactamente una vez. Podemos entonces 
usar esta parametrizacion en la ecuacion (4). Con 

M = x — y = cos f — sen t, dy = d(sen t) = cos t dt 

N = x = cos t, dx = d { cos t) = —sen t dt, 

Tenemos 


-2p 


Flujo = / M dy — N dx = 


(cos 2 t — sen t cos t + cos t sen t) dt 


Ecuacion (4) 


f2p 


f2p 


cos" t dt = 


1 + cos 2 1 


dt = 


t sen 2f 
2 H 4 


2p 


JO 


= P- 


El flujo de F a traves de la circunferencia es p. Como la respuesta es positiva, el flujo neto 
a traves de la curva es hacia afuera. Un flujo neto hacia adentro dara un flujo negativo. ■ 


EJ ERCICIOS 16.2 

Vectores y campos gradient© 

Determine el campo gradiente de las funciones de los ejercicios 1-4. 

1. f(x, y, z) = (x 2 + y 2 + z 2 r 1/2 

2. f(x,y,z ) = ln2 x 2 + y 2 + z 2 

3. g(x, y, z) = e z - In (x 2 + y 2 ) 

4 . g(x, y, z) = xy + yz + xz 

5. Proporcione una formula F = M{x, y)i + N{x, y)j para el campo 
vectorial en el piano con la propiedad de que F apunte hacia el 
origen con una magnitud inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia de ( x , y) al origen. (El campo no esta definido en 
(0, 0).) 

6. Proporcione una formula F = M(x, y)i + N{x, y)j para el campo 
vectorial en el piano con la propiedad de que sea F = 0 en (0, 0) y 
que en cualquier otro punto (a, b), F sea tangente a la circunferen- 
cia x 2 + y 2 = a 2 + b 2 y apunte en la direction de las manecillas 
del reloj con una magnitud |F| = 2 a 2 + b 2 . 

Trabajo 

En los ejercicios 7-12, encuentre el trabajo realizado por una fuerza F 
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) sobre cada una de las siguientes trayecto- 
rias (figura 16.21): 

a. La trayectoria recta Ci: r(f) = fi + fj + fk, 0 < t < 1 

b. La trayectoria curva Cy. r (f) = fi + f 2 j + f 4 k, 0 £ t < 1 

c. La trayectoria C 3 U C 4 formada por el segmento de recta des- 
de (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) seguido por el segmento de (1, 1, 0) 
hasta (1, 1, 1) 

7. F = 3vi + 2xj + 4zk 8. F = [l/(.* 2 + l)]j 

9. F = Id - 2 aJ + 1 yk 10. F = xyi + yzj + xzk 

11. F = (3x 2 - 3x)i + 3y + k 

12. F = (y + z)i + (z + x)] + (x + y)k 


z 



FIGURA 16.21 Las trayectorias de (0, 0, 
0) hasta (1, 1, 1). 


En los ejercicios 13-16, calcule el trabajo realizado por F sobre la cur- 
va, en la direction en que se incrementa t. 

13. F = xyi + yj - yzk 

r(f) = fi + f 2 j + fk, 0 < f < 1 

14. F = 2yi + 3xj + (x + y)k 

r(f) = (cosf)i + (sin f)j + (f/6)k, 0 £ f £ 2p 

15. F = zi + xj + yk 

r(f) = (sin f)i + (cos f)j + fk, 0 £ t £ 2p 

16. F = 6zi + y 2 j + 12xk 

r(f) = (sinf)i + (cos f)j + (f/6)k, 0 s f < 2p 

Integrales de Irnea y campos vectoriales 
en el piano 

17. Evalue f c xy dx + (x + y) dy a lo largo de la curva y = x 2 
desde ( — 1 , 1 ) hasta (2,4). 

18. Evalue f c (x — y) dx + (x + y) dy en el sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, a lo largo del triangulo con vertices en (0, 
0), (1 ,0) y (0,1). 
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19. Evalue J c F • T ds para el campo vectorial F = x 2 i — yj a lo lar- 
go de la curva x = y 2 , desde (4, 2) hasta (1,-1). 

20. Evalue f c F • dr para el campo vectorial F = yi — xj en el senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj, a lo largo de la circun- 
ferencia unitaria x : + y 2 — 1 desde (1,0) hasta (0, 1). 

21. Trabajo Encuentre el trabajo realizado por la fuerza F = xyi + 
(y — x)j sobre la lmea recta desde (1, 1) hasta (2, 3). 

22. Trabajo Encuentre el trabajo realizado por el gradiente de 
f(x, y) = (x + y) 2 en contra de las manecillas del reloj, a lo largo 
de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 desde (2, 0) hasta regresar al mis- 
mo pun to. 

23. Circulacion y flujo Encuentre la circulacion y el flujo de los 
campos 

F i = xi + yj y F 2 = -yi + xj 

alrededor y a traves de las siguientes curvas: 

a. La circunferencia r (?) = (cos t) i + (sen t)j, 0 £ t £ 2p 

b. La elipse r(f) = (cos ?)i + (4 sen f)j, 0 s ( < 2p 

24. Flujo a traves de una circunferencia Encuentre el flujo de los 
campos 

Fi = 2xi - 3yj y F 2 = 2xi + (x - y)j 
a traves de la circunferencia 

r(f) = (acosf)i + (asenf)j, 0 s ( < 2p. 

Circulacion y flujo 

En los ejercicios 25-28, encuentre la circulacion y el flujo del campo 
F alrededor y a traves de una trayectoria semicircular cerrada que 
consta del arco de circunferencia r^f) = ( a cos f)i + ( a sen t)j, 0 ^ 
t £ p, seguido por el segmento de recta r 2 (r) = fi, —a £ t £ a. 

25. F = xi + yj 26. F = x 2 i + y 2 j 

27. F = -yi + xj 28. F = -y 2 i + x 2 j 

29. Integrates de flujo Encuentre el flujo del campo de velocida- 
des F = (x + v)i — (x 2 + y 2 )j a lo largo de cada una de las tra- 
yectorias desde (1,0) hasta ( — 1, 0) en el piano xy. 

a. La parte superior de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 

b. El segmento de recta desde (1, 0) hasta (— 1, 0) 

c. El segmento de recta desde (1, 0) hasta (0, -1), seguido por el 
segmento de recta desde (0, -1) hasta (-1, 0). 

30. Flujo a traves de un triangulo Encuentre el flujo del campo F 
del ejercicio 29, hacia afuera y a traves del triangulo con vertices 
en (1, 0),(0, 1),(-1,0). 

Trazo y ubicacion de campos en el piano 

31. Campo de rotacion Trace el campo de rotacion 

„ y . , x 

2 x 2 + y 2 2 x 2 + y 2 

(vea la figura 16.14) junto con sus componentes horizontal y verti- 
cal, asi corno algunos puntos representatives de la circunferencia 

x 2 + y 2 = 4. 


32. Campo radial Trace el campo radial 

F = xi + yj 

(vea la figura 16.13) junto con sus componentes horizontales 
y verticales, asf como algunos puntos representativos del clrcu- 
lox 2 + y 2 = 1. 

33. Un campo de vectores tangentes 

a. Encuentre un campo G = P(x, y)i + Q(x, y)j en el piano xy, 
con la propiedad de que para todo punto (a, b ) # (0, 0), G sea 
un vector de magnitud 2 a 2 + b 2 tangente a la circunferencia 
x 2 + y 2 = a 2 + b 2 y que apunte en el sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. (El campo no esta definido en (0, 0).) 

b. (,Cual es la relation de G con el campo de rotacion F de la fi- 
gura 16.14? 

34. Un campo de vectores tangentes 

a. Encuentre un campo G = P(x, y)i + Q(x, v)j en el piano xy, 
con la propiedad de que para todo punto (a, b) # (0, 0), 

G sea un vector unitario tangente a la circunferencia x 2 + y 2 = 
a 2 + b 2 y que apunte en el sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj. 

b. (,Cual es la relation de G con el campo de rotacion F de la fi- 
gura 16.14? 

35. Vectores unitarios que apuntan hacia el origen Encuentre un 
campo F = y)i + N(x, y)j e n el piano xy, con la propiedad 
de que en cada punto (x, y) # (0, 0) , F sea un vector unitario que 
apunte hacia el origen. (El campo no esta definido en (0, 0).) 

36. Dos campos “centrales” Encuentre un campo F = M(x, y)i + 
N(x, y)j en el piano xy con la propiedad de que en cada punto 
(x, y) # (0, 0) , F apunte hacia el origen y | F | sea (a) la distan- 
cia desde (x, y) al origen, (b) inversamente proportional a la dis- 
tancia desde (x, y) al origen. (El campo no esta definido en (0, 0).) 

Integrates de flujo en el espacio 

En los ejercicios 37-40, F es el campo de velocidad de un fluido que 
fluye a traves de una region en el espacio. Encuentre el flujo a lo largo 
de la curva dada, en la direction en que crece t. 

37. F = — 4xyi + 8yj + 2k 

r(f) = fi + rj + k, 0 < t < 2 

38. F = x 2 i + yzj + y 2 k 

r(t) = 3/j + 4fk, 0 < t < 1 

39. F = (x — z)i + xk 

r(f) = (cos f)i + (sen t)k, 0 s i < p 

40. F = — yi + xj + 2k 

r(f) = ( — 2cost)i + (2sent)j + 2fk, 0 £ t £ 2p 

41. Circulacion Encuentre la circulacion de F = 2xi + 2yj + 2yk 
a lo largo de la trayectoria cerrada formada por las tres curvas si- 
guientes, recorridas en la direction en que t crece: 

Cy. r(f) = (cos f)i + (sen f)j + fk, 0 £ f £ p/2 

Ci- r(r) = j + (p/2)(l - f)k, 0<t<l 

C3: r (t) = ti + (1 — f)j, 0 £ t < 1 
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y el area de la region acotada por el eje x, la grafica de/y las lf- 
neas ( = ayt=J? Justifique su respuesta. 

46. Trabajo realizado por una fuerza radial con una magnitud 
constante Una partfcula se mueve a lo largo de la curva regular 
y = fix) desde ( a,f(a )) hasta (b,f(b)). La fuerza que mueve a la 
partfcula tiene una magnitud constante k, y siempre apunta hacia 
el origen. Muestre que el trabajo realizado por la fuerza es 


42. Circulacion nula Sea C la el ipse en la que el piano 2x + 3y - z — 
0 corta al cilindro x 2 + y 2 = 12. Muestre, sin evaluar la integral de 
lfnea directamente, que la circulacion del campo F = xi + yj + zk 
a lo largo de C en cualquier direction, es igual a cero. 

43. Flujo a lo largo de una curva El campo F = xyi + vj — yzk es 
el campo de velocidades de un flujo en el espacio. Calcule el 
flujo desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) a lo largo de la curva de inter- 
section del cilindro y = x 2 y el piano z — x. ( Sugerencia : Use t = x 
como parametro). 


z 



X 


44. Flujo de un campo gradiente Encuentre el flujo del campo 

F = V(xy V): 


jj-Tds = k[(b 2 + (fib)) 2 ) 1 ' 2 - ( a 2 + (/(fl)) 2 ) 1 / 2 ] . 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 

Calculo numeric© del trabajo 

En los ejercicios 47-53, use su programa de algebra por computadora 
para calcular el trabajo realizado por una fuerza F sobre la trayectoria 
dada: 


47. 

48. 


a. Encuentre dr para el segmento r (f) = g(f)i + h(t) j + k(t) k. 

b. Evalue la fuerza F a lo largo de la trayectoria. 

c. Evalue / F • dr. 


Jc 

F = xy 6 i + 3x(xy 5 + 2)j; r(f) = (2cosf)i + (senfjj, 
0 < t < 2p 

3 2 

F = , i + , j; r(r) = (cosf)i + (senfjj, 

1 + x 1 + y 

0 < t < p 


a. Una vez a lo largo de la curva C en el ejercicio 42, en el senti- 
do de las manecillas del reloj visto desde arriba 

b. A lo largo del segmento de recta desde (1, 1, 1 ) hasta 

( 2 , 1 ,- 1 ), 

Teori'a y ejemplos 

45. Trabajo y area Suponga que /(f) es diferenciable y positiva para 
a < f < & . Sea C la trayectoria r(f) = fi + /(f)j, a £ f £ b, y 
F = yi. ^Existe alguna relation entre el valor de la integral de 
trabajo 

//'* 


49. F = (y + yzcosxyz)i + (x 2 + xzcosxyzjj + 

(z + xycosxyz)k; r(f) = (2cosf)i + (3 senfjj + k, 

0 < t < 2p 

50. F = 2xyi — y 2 j + ze x k; r(f) = — fi + 1 1 j + 3fk, 

1 < t < 4 

51. F = (2y + senx)i + (z 2 + (l/3)cosy)j + x 4 k; 

r(f) = (senf)i + (cosf)j + (sen2f)k, —p/2 fits p/2 

52. F = (x 2 v)i + ^ x 3 j + xyk; r(f) = (cos f)i + (senfjj + 

(2 sen 2 f — 1 )k, 0£f^2p 


1&3 


Independencia de la trayectoria, funciones potenciales y campos 
conservatives 


En los campos gravitacionales y electricos, la cantidad de trabajo necesario para mover una 
masa o una carga de un punto a otro solo depende de la position initial y final, y no de la 
trayectoria elegida entre los dos puntos. En esta section analizamos la notion de integrales 
de trabajo independientes de la trayectoria, para luego describir las propiedades de los campos 
cuyas integrales de trabajo son independientes de la trayectoria recorrida. Con frecuencia, 
las integrales de trabajo son mas faciles de evaluar si son independientes de la trayectoria. 



16.3 I ndependencia de la trayectoria, funciones potenciales y campos conservatives 1161 


Independencia de la trayectoria 

Si A y B son dos puntos de una region abierta D en el espacio, el trabajo, / F • dr realiza- 
do al mover una partfcula desde A hasta B por un campo F definido en D, depende por lo 
general de la trayectoria elegida. Sin embargo, para ciertos campos, el valor de la integral 
es el mismo para todas las trayectorias que van desde A hasta B. 


DEFI Nl Cl ONES I ndependencia de la trayectoria y campos conservati vos 

Sea F un campo definido en una region abierta D en el espacio, y supongamos 
que para cualesquiera dos puntos A y B en D, el trabajo j A F • dr realizado al 
moverse desde A hasta B es el mismo sobre todos los segmentos desde A hasta B. 
Entonces, la integral / F • dr es independiente de la trayectoria en D y al cam- 
po F se le llama campo conservativo en D. 


La palabra conservativo proviene de la ffsica, donde se usa para hacer referencia a los 
campos donde se cumple el principio de conservation de la energia (es decir, en campos 
conservati vos). 

Bajo condiciones de diferenciabilidad que usualmente se cumplen en la practica, un 
campo F es conservativo si, y solo si, es el campo gradiente de una funcion escalar/; es 
decir, si, y solo si, F = V/ para alguna/ La funcion/tiene un nombre especial. 


DEFI Nl Cl ON Funcion potencial 

Si F es un campo definido enDyF = V/ para alguna funcion escalar/en D, en- 
tonces /recibe el nombre de funcion potencial de F. 


Un potencial electrico es una funcion escalar cuyo campo gradiente es un campo electrico. Un 
potencial gravitacional es una funcion escalar cuyo campo gradiente es un campo gravita- 
cional, y asi sucesivamente. Como veremos, una vez que hayamos encontrado la funcion 
potencial /para el campo F, podemos evaluar todas las integrales de trabajo en el dominio 
de F para cualquier trayectoria entre Ay B por 



( 1 ) 


Si se considera a Vf para funciones de varias variables como algo parecido a la deri- 
vada de /' para funciones de una sola variable, entonces se puede ver que la ecuacion (1) 
es la version vectorial analoga a la formula del teorema fundamental de calculo. 



Los campos conservatives tienen otra propiedad que estudiaremos mas adelante. Por 
ejemplo, decir que F es conservativo en D equivale a decir que la integral de F en cada tra- 
yectoria cerrada en D es igual a cero. Naturalmente, deben cumplirse ciertas condiciones 
de parte de las curvas, los campos y el dominio para que la ecuacion (1) sea valida. A con- 
tinuation analizaremos estas condiciones. 


Hipotesis que supondremos validas de aqui en adelante: 
conectividad y simple conectividad 

Supongamos que todas las curvas son regulares por partes; es decir, formadas por un nume- 
ro finito de partes regulares unidas por los extremos, como explicamos en la section 13.1. 
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Suponemos tambien que los componentes de F tienen sus primeras derivadas parciales 
continuas. Cuando F = V/, este requisito de continuidad garantiza que las segundas deri- 
vadas cruzadas de la funcion potential /sean iguales, resultado revelador en el estudio de 
los campos conservativos F. 

Suponemos que D es una region cibierta en el espacio. Esto significa que cada punto 
en D es el centra de una bola abierta totalmente contenida en D. Suponemos que D es co- 
nexa, lo que significa que cada punto de una region abierta puede unirse a otro por medio 
de una curva regular en la region. Por ultimo, suponemos que D es simplemente conexa, 
lo que significa que todo lazo en D puede contraerse a un punto sin salir de D. (Si D se ob- 
tiene del espacio quitando un segmento de recta, entonces D no es simplemente conexa. 
No hay forma de contraer un lazo alrededor del segmento de recta hasta un punto, sin salir 
de D). 

La conectividad y la conectividad simple no son lo mismo y una no implica a la otra. 
Podemos considerar a las regiones conexas como de “una sola pieza” y a las regiones 
simplemente conexas como regiones sin “agujero alguno que atrape lazos”. Todo el espa- 
cio es conexo y simplemente conexo. Algunos resultados de este capitulo pueden fallar si 
los aplicamos en dominios que no cumplen estas condiciones. Por ejemplo, el criterio de los 
componentes para campos conservativos, que veremos posteriormente en esta section, no 
es valido en dominios que no sean simplemente conexos. 


Integrates de Ifnea en campos conservativos 

El siguiente resultado proporciona una manera conveniente de evaluar una integral de lrnea 
en un campo conservative. El resultado establece que el valor de la integral solo depende 
de los extremos y no de la trayectoria espetifica que los une. 


TEOREMA 1 El teorema fundamental de las integrates de Ifnea 


1. Sea F = Mi + Nj + Pk un campo vectorial cuyos componentes son conti- 
nues en una region abierta D en el espacio. Entonces existe una funcion dife- 
renciable/tal que 


F = V/ 


df df df 

— 5 -I J 1 J ft 

dx 3y J dz 


rB 

Si, y solo si, para todos los puntos entre A y B en D el valor de J A F • dr es 
independiente de la trayectoria recorrida desde A hasta B en D. 

2. Si la integral es independiente de la trayectoria desde A hasta B, entonces su 
valor es 


F-dr = f(B) - f(A). 


Demostracion de que F = V/ implica que la integral es independiente de la trayec- 
toria Suponga que A y B son dos puntos en D, y que C, dada por 
C: r(f) = g(f)i + /z(f)j + £(f)k, a < t < b, e s una curva regular en D si se unen Ay B. 
A lo largo de la curva, /es una funcion diferenciable de t y 


df_ _ dj_dx + + dj^dz Regia de la cadena con 

dt dx dt dy dt dz dt x = g(t), y = h(t), z = k(t) 


= V/- 





V/- 


dr _ p dr 

dt dt ' 


Pues F = V/ 
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Por lo tanto. 


F • dr 




df_ 

dt 


dt 


= h(t), k(t)) 


m - f(A). 


Entonces, el valor de la integral de trabajo depende solo de los valores de/en A y en B y 
no de la trayectoria entre ellos. Esto demuestra la parte 2 y la primera implicacion de la 
parte 1. Omitimos la demostracion mas tecnica de la segunda implicacion. ■ 


EJEMPLO 1 Calculo del trabajo realizado por un campo conservative 

Determinar el trabajo realizado por el campo conservative 

F = yzi + xzj + xyk = V(xyz) 

a lo largo de una curva regular C que une los puntos A( — 1, 3, 9) y ,6(1, 6, —4). 


Sol uci on Con f(x, y, z) = xyz, tenemos 

rB rB 

/ F • dr = / V/ • dr 


F = V/ 


— /(6) - /(A) 

= Xyz | (1,6, -4) - Xyz | (- 1 , 3 , 9 ) 

= (1)(6)(— 4) - ( — 1)(3)(9) 
= -24 + 27 = 3. 


TEOREMA 2 Propiedades de los campos conservativos relacionadas 

con los lazos cerrados 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes. 

1. f F • dr = 0 para todo lazo cerrado en D. 

2. El campo F es conservative en D. 



Demostracion de que la parte 1 implica la parte 2 Queremos demostrar que para dos 
puntos cualesquiera A y 6 en D, la integral de F • dr tiene el mismo valor sobre cualesquiera 
dos trayectorias Ci y C 2 , desde A hasta 6. Invertimos la direccion en C 2 para obtener una 
trayectoria — C 2 desde 6 hasta A (figura 16.22) Juntas, Ci y — C 2 forman un lazo cerrado 
C,y 


/ F • dr - / F • dr = / F • dr + 

I Cl Jc 2 Jci 


I-C2 


F • dr = J F • dr = 0. 


FIGURA 16.22 Si tenemos dos 
trayectorias desde A hasta B, podemos 
invertir una de ellas y formar un lazo. 


Entonces las integrales sobre C 1 y C 2 dan el mismo valor. Observe que la definicion de la 
integral de linea muestra que al cambiar la direccion a lo largo de la curva se invierte el 
signo de la integral de linea. 
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B B 




FIGURA 16.23 Si Ay B estan en un lazo, 
podemos invertir parte del lazo para 
formar dos trayectorias de A a B. 


Demostracion de que la parte 2 implica la parte 1 Queremos demostrar que la inte- 
gral de linea de F • dr es cero sobre cualquier lazo cerrado C. Escogemos dos puntos Ay B 
y los usamos para partir C en dos pedazos: C\ de A a B, seguido por C 2 de B a A (figura 
16.23). Entonces 


F • dr = / F • dr + / F • dr = 


F • dr 


F • dr = 0. 


/Ci 


/c 2 


El siguiente diagrama resume los resultados de los teoremas 1 y 2. 


Teorema 1 


Teorema 2 


F = Vf en D 


F conservative en D 


F • dr = 0 


c 


sobre cualquier trayectoria 
cerrada de D 


Ahora que observamos la conveniencia de evaluar integrales de linea en campos con- 
servatives, restan dos preguntas. 

1. / Como sabemos si un campo F es conservative? 

2. Si F es un campo conservative, /como encontramos la funcion potencial / (de modo 
que F = V/)? 


Busqueda de potenciales en campos conservatives 

El criterio para que un campo sea conservative es el siguiente. Recuerde que el dominio de 
F es conexo y simplemente conexo. 


Criterio de componentes para campos conservativos 

Sea F = M{x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k un campo cuyas funciones com- 
ponentes tienen sus primeras derivadas parciales continuas. Entonces, F es con- 
servative si, y solo si, 

5P = d . N dM = 5P dN = dM 

dy dz ' dz dx’ and dx dy ' 


Demostracion de que las ecuaciones ( 2) se cumplen si F es conservative Existe una 
funcion potencial /tal que 


Por tanto. 


F 


Mi + Nj + Pk 


df df df 

— ; -i — : -i — ft 

dx dy 1 dz 


dP = d = d 2 f 

dy dy ) dy dz 

_ d 2 f 

dzdy 

= a_ = m 

dz \dy ) dz ■ 


La continuidad implica que las 
derivadas parciales cruzadas son 
iguales. 


Las otras igualdades de la ecuacion (2) se demuestran en forma similar. ■ 

La segunda parte de la demostracion: el hecho de que las ecuaciones (2) implican que 
F es conservative, es una consecuencia del Teorema de Stokes, que revisaremos en la sec- 
cion 16.7, y requiere que el dominio de F sea simplemente conexo. 
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Una vez que sabemos que F es conservative, frecuentemente queremos encontrar una 
funcion potencial para F. Para esto hay que resolver la ecuacion V/ = F 

df . df . df 

-r— i + j 4- . k — Mi + N\ 4- Pk 
dx dy J dz 

en terminos de/. Logramos esto integrando las tres ecuaciones 


df 


df 


df 


-f- = M, ir = N, -f - = P, 
ax ay dz 


como ilustramos en nuestro siguiente ejemplo. 

EJ EMPLO 2 Como encontrar una funcion potencial 

Demostremos que F = (e-'cosy + yz)i + ( xz — e x sen y)j + ( xy + z)k es un campo 
conservative y determinemos una funcion potencial para el. 

Solucion Aplicamos el criterio de las ecuaciones (2) a 

M = e v cosy + yz, N = xz — e x seny, P = xy + z 

y calculamos 


dP 


dN 


dy x dz’ 


dM 

dz 


y 


dP 
dx ’ 


dN 


dM 


dx = sen3/ + z 


Juntas, estas igualdades nos dicen que existe una funcion/con V/ = F. 
Encontramos/, integrando las ecuaciones 


dj_ 

dx 


= e r cos y + yz , 


df 

dy 


xz — e sen y. 


dj_ 

dz 


= xy + z. 


(3) 


Integramos la primera ecuacion con respecto a x, dejando a y y z fijas, para obtener 
f{x, y, z) = e* cosy + xyz + giy, z). 

Escribimos la constante de integracion como funcion de y y z, pues su valor puede cambiar 
si y o z cambian. Despues calculamos df/dy a partir de esta ecuacion y la igualamos con la 
expresion df/dy en la ecuacion (3). Esto da 


-e'seny + xz + 


dg 

dy 


xz — e seny, 


de modo que dg/dy = 0. Por lo tanto, g es funcion solo de z, y 
fix, y, z) = e x cos y + xyz + /z(z). 

Ahora calculamos df/dz a partir de esta ecuacion e igualamos con la formula para df/dz 
de la ecuacion (3). Esto da 


dh 

x y + Tz =xy + z ’ 


dll 

dz 


= z. 


de modo que 


hiz) = y + C. 
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Por tanto. 


f(x, y, z) = e x cos y + xyz + ^ + C. 


Tenemos entonces una infinidad de funciones potenciales de F, una por cada valor de C. 


EJEMPL0 3 Un campo no conservative 

MostrarqueF = (2x — 3)i — zj + (cos z)k no es conservative). 

Solution Aplicamos el criterio de los componentes de la ecuacion (2) y vemos de in- 
mediato que 


3P d , 'vn 
ffy = <3y COS ^ = °’ 


dN _ d ( v _ 1 

dz dz ^ ^ L 


Como son diferentes, F no es conservative. No requerimos mas verificaciones. 


Formas diferenciables exactas 

Como veremos en la siguiente seccion y de nuevo mas adelante, es conveniente expresar 
las integrales de trabajo y de circulation en la forma “diferencial” 


J M dx + N dy + P dz 

mencionada en la seccion 16.2. Estas integrales son relativamente faciles de evaluar si 
M dx + N dy + P dz. es la diferencial total de una funcion/, ya que en ese caso, 


df 


df 


df 


Mdx + Ndy + Pdz= / dx + -x- dy + -x^dz 


= Vf • dr 
= f(B) - f(A). 


Asf, 


Teorema 1 


J A df = m - f(A), 

justo como las funciones diferenciables de una sola variable. 


DEFI Nl Cl ONES Forma diferencial exacta 

Cualquier expresion M(x, y, z.) dx + N(x, y, z) dy + P(x, y, z) dz es una forma 
diferencial. Una forma diferencial es exacta en un dominio D en el espacio si 
en D, 

M dx + N dy + P dz = ^ dx + dy + dz = df 
para alguna funcion escalar/. 


Observe que si M dx + N dy + P dz = df en D, entonces F = Mi + Nj + Pk es el 
campo gradiente de / en D, y recfprocamente, si F = Vf, entonces la forma diferencial 
M dx + N dy + P dz es exacta. Por tanto, el criterio para determinar si la forma es exacta, 
es el mismo criterio que para ver si F es conservative. 
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Criterio de los componentes para ver si M dx + N dy + P dz. es exacta 
La forma diferencial M dx + N dy + P dz. es exacta si, y solo si, 

dP = dN dM = dP dN _ dM 

dy dz ’ dz dx ’ ^ dx dy ' 

Y esto es equivalente a decir que el campo F = Mi + Nj + Pk es conservative. 


EJ EMPLO 4 Como demostrar que la forma diferencial es exacta 

Demuestre que y dx + x dy + 4 dz es exacta y evalue la integral 


"( 2 , 3 , - 1 ) 


/(l, U) 


y dx + x dy + 4 dz 


sobre el segmento de recta desde (1, 1, 1) hasta (2, 3, — 1) . 


Solucion Sean M = y, N = x, P = 4. Aplicamos el criterio para ver si la forma es 
exacta: 

dP _ „ _ dN dM _ „ _ dP_ fWV _ . _ dM 

fiv _u_ az’ ax -1- ajT- 

Estas igualdades nos dicen que y dx + x dy + 4 dz es exacta, de modo que 

y dx + x dy + 4 dz = df 

para cierta funcion/, y el valor de la integral es /( 2, 3,-1) — /(l, 1, 1). 

Podemos determinar /,' salvo por una constante, integrando las ecuaciones 


df 


df 


df 


dx ■ y ’ dy X ’ dz ^ ’ 


(4) 


De la primera ecuacion obtenemos 

fix, y, z) = xy + g(y, z). 

La segunda ecuacion nos dice que 

df dg dg 

v - = x + ^— = x, o = 0. 

dy dy dy 

Por lo tanto, g es una funcion solo de z y 

fix, y, z) = xy + hiz ). 

La tercera de las ecuaciones (4) nos dice que 

df dli 

= 0 + = 4, o h{z) = 4 z + C. 

dz dz 


Por tanto. 


fix, y, z) = xy + 4z + C. 


El valor de la integral es 


/( 2, 3, -1) - /( 1, 1, 1) = 2 + C - (5 + C) = -3. 
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EJ ERG CIOS 16.3 


Criterios para campos conservatives 

^Cuales de los campos en los ejercicios 1-6 son conservativos y cua- 
les no? 

1. F = yzi + xzj + xyk 

2. F = (ysenz)i + (xsenzjj + (xycosz)k 

3. F = yi + 0 + z)j - yk 

4. F = — yi + xj 

5. F = (z + y)i + zj + (y + x)k 

6. F = (e A cosy)i — (e A seny)j + zk 

Determination de las funciones potenciales 

En los ejercicios 7-12, encuentre una funcion potencial / para cada 
campo F. 

7. F = 2xi + 3yj + 4zk 

8. F = (y + z)i + (x + z)j + (x + y)k 

9. F = e y+2z (i + xj + 2zck) 

10. F = (ysenz)i + (xsenzjj + (xycosz)k 

11. F = (lnx + sec 2 (x + y))i + 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


r 0,2,3) 2 

/ 3x 2 dx + dy + 2z In y dz 

J(i.h i) J 

/•( 2 , 1 , 1 ) 


70 , 2 , 1 ) 
r ( 2 , 2 , 2 ) 


(2x In y — yz) dx + ( -y — xz) dy — xy dz 


v dx + \z i d y - ? dz 


7(i, U) 

r ( 2 , 2 , 2 ) 2x dx + 2y dy + 2z dz 

A- 1,-1,-n 


x 2 + y 2 + Z 2 


23. Revision del ejemplo 4 Evalue la integral 

r( 2 , 3,-i) 


7o, i,i) 


y dx + x dy + 4 dz 


del ejemplo 4, encontrando ecuaciones parametricas para los seg- 
mentos de recta desde (1, 1, 1) hasta (2, 3, — 1) y evaluando la inte- 
gral de llnea de F = yi + xj + 4k a lo largo del segmento. Como 
F es conservative, la integral es independiente de la trayectoria. 

24. Evalue 


x 2 dx + yzdy + ( y 2 /2 ) dz 


sec 2 (x + y) + 


r + 


ij + 


y 2 + z 2 


12. F = 


ri + 


1 + x 2 y 2 VI + JTy 2 2 1 - y 2 i 


lj + 

y 


2 1 — y 2 z' 


= + v k 

2 „2 Z 


Evaluation de integral es de linea 

En los ejercicios 13-17, demuestre que las formas diferenciales de las 
integrates son exactas. Despues evalue las integrates. 


r(2,3, -6) 


13. 

14. 

15. 

16. 

17. 


7(o, o,o) 

r (3,5,0) 

70,1,2) 
r o,2,3) 

7(o,o,o) 
r( 3,3,i) 

7(0, o,o) 
r( o,i,i) 

7 0 , 0 , 0 ) 


2x dx + 2 y dy + 2z dz 


yz dx + xzdy + xy dz 


2xy dx + (x 2 - z 2 ) dy - 2 yz dz 


i 4 

2 x dx — dx zdz 

1 + z 2 


sen y cos x dx + cos y sen x dy + dz 


Aunque no estan definidos en todo el espacio R 3 , se puede usar el cri- 
terio de los componentes para ver si los campos asociados a los ejerci- 
cios 18-22 son conservativos. Encuentre una funcion potencial para 
cada campo y evalue las integrates como en el ejemplo 4. 


18. 


r o, p/ 2 , 2 ) 

7 (0,2,1) 


2 cos y dx + ( yr — 2 jc sen y j dy + 4 dz 


a lo largo del segmento de recta C que une a (0, 0, 0) con (0, 3, 4). 


Teona, aplicaciones y ejemplos 

Independencia de la trayectoria Muestre que los valores de las in- 
tegrates de los ejercicios 25 y 26 no dependen de la trayectoria desde 
A hasta B. 


25. 

26. 


z 2 dx + 2y dy + 2 xz dz 
1 x dx + y dy + zdz 


... 2 v 2 + y 2 + z 2 

En los ejercicios 27 y 28, encuentre una funcion potencial para F. 


2x / 1 — x 1 \ 

27. F = 4fi + ' X 


28. F = (e A lny)i + ( -yr + senz )j + (ycosz)k 


29. Trabajo a lo largo de distintas trayectorias Determinar el tra- 
bajo realizado por F = (x 2 + y)i + (y 2 + x)j + ze z k^ para las 
siguientes trayectorias, desde (1, 0, 0) hasta (1,0, 1). 

a. El segmento de recta x = 1, y = 0, 0 £ z < 1 

b. La helice r(t) = (cosf)i + (sen ?)j + (f/2p)k, 0 £ t £ 2p 

c. El eje x desde (1, 0, 0) a (0, 0, 0) seguido de la parabola 
z = x 2 , y = 0 desde (0, 0, 0) hasta (1,0, 1) 

30. Trabajo a lo largo de distintas trayectorias Determinar el 
trabajo realizado por F = e yz i + (xze yz + zcosyjj + (xye yz + 
senyjk para las siguientes trayectorias, desde (1, 0, 1) hasta 

(1, P/2, 0). 
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a. El segmento de recta x = 1, y = pt/2, z = 1 — 0 S ; < 1 

b. El segmento de recta desde (1,0, 1) al origen, seguido de un 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, p/2, 0) 

c. El segmento de recta desde (1, 0, 1) hasta (1, 0, 0), seguido 
del eje x desde (1, 0, 0) hasta el origen, seguido de la parabola 
y = px 2 /2, z — 0 desde alii hasta (1, p/2, 0) 

31. Dos maneras para evaluar una integral de trabajo Sea F = 
V(x 3 y 2 ) y sea C la trayectoria en el piano xy, que va desde (-1, 
1) hasta (1, 1), y que consiste en el segmento de recta desde 
(-1, 1) hasta (0, 0), seguido del segmento de recta desde (0, 0) 
hasta (1, 1). Evalue f c 'F-dr de dos maneras distintas. 

a. Encuentre las parametrizaciones de los segmentos que for- 
man a C y evalue la integral. 

b. Use f(x, y) = x 3 y 2 como una funcion potencial para F. 

32. Integracion a lo largo de distintas trayectorias Evalue 
f c 2x cos y dx — x 1 sen y dy a lo largo de las siguientes trayecto- 
rias C, en el piano xy. 

a. La parabola y = (x — l) 2 de (1, 0) a (0, 1) 

b. El segmento de recta de (— 1. p) a (1, 0) 

c. El eje x, de (— 1, 0) a (1, 0) 

d. La astroide r(f) = (cos 3 f)i + (sen 3 ?)j, 0 s r < 2p, recorri- 
da en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, desde 
(1,0) hasta regresar a (1 ,0) 

33. a. Forma diferencial exacta. ^Cual debe ser la relacion en- 
tre las constantes a, b, y c para que la siguiente forma dife- 
rencial sea exacta? 

(ay 2 + 2 czx) dx + y(bx + cz) dy + (ay 2 + cx 2 ) dz 
b. Campo gradiente Para cuales valores de by c ocurre que 
F = (y 2 + 2czx)i + y(bx + cz) j + (y 2 + cx 2 )k 
es un campo gradiente? 


34. Gradiente de una integral de linea Suponga que F = V/ es 

un campo vectorial conservative y 

r(x,y,z ) 

g(x,y,z) = F • dr. 

J( 0,0,0) 

Muestre que Vg = F. 

35. Trayectoria de menor trabajo Se le ha pedido encontrar la tra- 
yectoria a lo largo de la cual un campo de fuerza F desarrollara el 
menor trabajo al mover una partfcula entre dos posiciones. Un ra- 
pido calculo muestra que F es conservativo. ^Que debe respon- 
derse? Justifique su respuesta. 

36. Un experimento revelador Mediante un experimento, usted ha 
observado que un campo de fuerza F desarrolla solo la mitad de 
trabajo al mover un objeto a lo largo de una trayectoria C\ desde A 
hasta B, que el trabajo realizado al mover el objeto a lo largo de la 
trayectoria C 2 , que va tambien desde A hasta B. ^Que puede con- 
cluir acerca de F? Justifique su respuesta. 

37. Trabajo realizado por una fuerza constante Muestre que el 
trabajo realizado por un campo de fuerza constante F = fli + bj 
+ ck al mover una partfcula a lo largo de cualquier trayectoria de 
A a B es W = F • AB. 

38. Campo gravitacional 

a. Encuentre una funcion potencial para el campo gravitacional 

xi + vj + zk 

F = —GmM — — — (G, m y M son constantes). 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 

b. Sean y P 2 puntos que se encuentran a distancias ^ y s 2 del 
origen. Muestre que el trabajo realizado por el campo gravita- 
cional de la parte (a), para mover una partfcula de a P 2 , es 

. 
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La tabla 16.2 de la seccion 16.2 nos dice que toda integral de linea f c M dx + N dy puede 
escribirse como una integral de flujo f F • T ds. Si la integral es 

independiente de la trayectoria, de modo que el campo F sea conservativo (en un dominio 
que satisfaga las hipotesis basicas), podemos evaluar la integral facilmente, usando una 
funcion potencial para el campo. En esta seccion veremos como evaluar la integral si no 
estd asociada a un campo vectorial conservativo, sino que es una integral de flujo a traves 
de una curva cerrada en el piano xy. El medio para lograr esto es un resultado conocido co- 
mo el teorema de Green, que convierte la integral de linea en una doble integral sobre la 
region encerrada por la trayectoria. 

Pondremos nuestra explicacion en terminos de campos de velocidad o de flujo de fluidos, 
porque son faciles de imaginar, sin embargo, el teorema de Green se aplica a cualquier 
campo vectorial que satisfaga ciertas condiciones matematicas. Su validez no depende de 
que el campo tenga una interpretacion ffsica particular. 
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(x,y+ Ay) Ax (x+ A x,y+ Ay) 



FI GURA 16.24 El rectangulo para la 
definition de divergencia (densidad de 
flujo) de un campo vectorial en el punto 

(x, y). 


Divergencia 

Necesitamos dos nuevas ideas para el teorema de Green. La primera es la idea de divergen- 
cia de un campo vectorial en un punto, a veces llamada por ingenieros y ffsicos densidad 
de flujo del campo vectorial. La obtenemos de la siguiente manera. 

Suponga que F(x, y) = Mix, y)i + Nix, y)j es el campo de velocidad del flujo de un 
fluido en el piano, y que las primeras derivadas parciales de M y IV son continuas en cada 
punto de una region R. Sean (x, y) un punto en R y A un pequeno rectangulo con una esqui- 
na en ( x , y) que, junto con su interior, se encuentra totalmente contenido en R (figura 
16.24). Los lados del rectangulo son paralelos a los ejes coordenados y tienen longitudes 
Ax y Ay, mientras que la razon con la que el fluido sale del rectangulo por la orilla inferior 
es aproximadamente 

F(x, y) • (— j) Ax = ~N(x, y)Ax. 

Este es el componente escalar de la velocidad en (x, y) en la direction normal exterior, 
multiplicada por la longitud del segmento. Si la velocidad se mide en metros/segundo 
(m/s), entonces la tasa de salida se mide en metros cuadrados por segundo. Las tasas con 
las que el fluido cruza los otros tres lados en las direcciones normales exteriores pueden 
estimarse de forma similar. Por lo anterior, tenemos 


Tasas de salida Arriba: 

Abajo: 

Derecha: 

Izquierda: 


F(x, y + Ay) • j Ax = N{x,y + Ay)Ax 
F(x, y) • (— j) Ax = —N(x, y)Ax 
F(x + Ax, y) • i Ay = M(x + Ax, y)Av 
F(x, y) • (— i) Ay = — M(x, y)Ay. 


A1 combinar los lados opuestos tenemos 

Arriba y abajo: ( N(x , y + Ay) 

Izquierda y derecha: (M(x + Ax, y) 

A1 sumar las dos ultimas ecuaciones obtenemos 

Flujo a traves de la frontera del rectangulo ~ AxAy. 

Ahora dividimos entre Ax Ay para estimar el flujo total por unidad de area, o densidad de 
flujo para el rectangulo: 


- N(x,y))Ax ~ ^ AyjAx 

— M(x, y))Ay « Ax j Ay. 


Flujo a traves de un rectangulo 
Area del rectangulo 

Por ultimo, hagamos que Ax y Ay tiendan a cero para definir lo que llamaremos la densi- 
dad de flujo de F en el punto (x, y). En matematicas, a la densidad de flujo la conocemos 
como la divergencia de F. La notation para ello es div F. 



DEFINICI ON 

Divergencia (Densidad de flujo) 


La divergencia (densidad de flujo) de un campo vectorial F 

= Mi + Nj en el 

punto (x, y) es 

A . j? dM , dN 

div F = — 1- . 

ox dy 

(1) 
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Fuente: 

Un gas en expansion 
en el punto (x 0 ,y 0 ). 


\t/ 

,/lfi 


Sumidero: 

Un gas en compresion 
en el punto (x 0 ,y 0 ). 


\V 


div F (x 0 , y 0 ) > 0 


div F (x 0 ,y 0 ) < 0 


FIGURA 16.25 Si un gas se expande en 
el punto ( x 0 , y 0 ), las lfneas de flujo tienen 
divergencia positiva; si el gas se 
comprime, la divergencia es negativa. 


Intuitivamente, si el gas se expande en el punto (xo, yo), las lfneas de flujo divergen en 
el punto (de allf el nombre), y como el gas esta saliendo de un rectangulo pequeno alrede- 
dor de (xo, j'o), la divergencia de F en (xo, yo) es positiva. Si el gas se comprime, en lugar 
de expandirse, la divergencia es negativa (vea la figura 16.25). 


EJEMPL01 Calculo de la divergencia 
Encontrar la divergencia de F(x, y) = (x 2 — y)i + (xy — y 2 )j. 
Usamos la formula de la ecuacion (1): 

dlvF = ^ + d7 = ^ (x -.V) + dy (XV “ V } 
= 2x + x — 2y = 3x — 2 y. 


Giro alrededor de un eje: el componente k del rotacional 

La segunda idea que necesitamos para el teorema de Green tiene que ver con la forma de 
medir en un punto, el giro de una rueda con paletas en un fluido que se mueve en una re- 
gion plana. Esto nos da una idea de la forma en la que circula un fluido con respecto a los 
ejes localizados en diferentes puntos, perpendiculares a la region. En ocasiones, los ffsicos 
se refieren a esto como la densidad de circulation de un campo vectorial F en un punto. 
Para obtenerlo, regresemos al campo de velocidades 

F(x, y) = M(x, y)i + N{x, y)j 


y al rectangulo A. El rectangulo aparece en la figura 16.26. 

La circulacion de F en el sentido contrario al de las manecillas del reloj a lo largo de 
la frontera de A, es la suma de las razones de flujo a lo largo de los lados. Para la orilla in- 
ferior, la razon de flujo es aproximadamente 

F(x, y) • i Ax = M(x, y)Ax. 


Esto es el componente escalar de la velocidad F(x, y) en la direccion del vector tangente i 
multiplicado por la longitud del segmento. Las razones de flujo a lo largo de los demas la- 
dos en el sentido contrario al de las manecillas del reloj se expresan de manera similar. En 
resumen, tenemos 


Arriba: F(x, y + Ay) • ( — i) Ax = — M(x, y + Ay)Ax 

Abajo: F(x, y) • i Ax = M(x, y) Ax 

Derecha: F(x + Ax, y) • j Ay = N(x + Ax, y)Ay 

Izquierda: F(x, y) • (— j) Ay = — N(x, y)Ay. 


(x, y + Ay) Ax (x + Ax, y + Ay) 



Ax (x + Ax, y) 


FIGURA 16.26 El rectangulo para la 
definition del rotacional (densidad de 
circulacion) de un campo vectorial en un 
punto (x, y). 


Sumamos las expresiones correspondientes a los lados opuestos para obtener 
Arriba y abajo: 


— (Af(x, y + Ay) — Af(x, y))Ax « 
Derecha e izquierda: 

(N(x + Ax, y) — N(x, y))Ay ~ 




Ax 




Ay. 


Al sumar estas dos ultimas ecuaciones y dividir entre AxAy tenemos una estimacion de la 
densidad de circulacion para el rectangulo: 

Circulacion alrededor del rectangulo ;)N dM 

Area del rectangulo 9x dy 
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Eje vertical 



Circulation en contra de las manecillas 


Eje vertical 



Hacemos que Ax y Ay tiendan a cero para definir lo que llamamos densidad de circula- 
cion de F en el punto (x, y ). 

La orientacion positiva de la densidad de circulacion para el piano es la rotacion en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj con respecto al eje vertical, viendo al piano 
xy hacia abajo desde la punta del vector unitario (vertical) k (figura 16.27). El valor de la 
circulacion es el componente k de un vector de circulacion mas general que definiremos 
en la seccion 16.7, el rotacional del campo vectorial F. Para el teorema de Green, necesi- 
tamos solamente el componente k. 


DEFINICION El componente k del rotacional (Densidad de circulacion) 

El componente k del rotacional (densidad de circulacion) de un campo vecto- 
rial F = Mi + Nj en el punto (x, y) es el escalar 


(rot F) • k 


dN m 
dx dy 


( 2 ) 


Si el agua se mueve en una region del piano xy en una capa delgada, entonces el com- 
ponente k del rotacional en el punto (xo, yo) nos proporciona una manera de medir la rapi- 
dez y la direccion de giro de una pequena rueda con paletas colocada en el agua en (xo, yo) 
con su eje perpendicular al piano, paralelo a k (figura 16.27). 


FIGURA 16.27 En el flujo de un fluido 
incompresible sobre una region plana, el 
componente k del rotacional mide la razon 
de giro del fluido en un punto. El 
componente k del rotacional es positivo en 
los puntos donde la rotacion va en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj y 
negativo donde la rotacion es en el sentido 
de las manecillas. 


EJEMPLO 2 Calculo del componente k del rotacional 

Encontrar el componente k del rotacional para el campo vectorial 

F(x, y) = (x 2 - y)i + (xy - y 2 )j. 

Solucion Usamos la formula de la ecuacion (2): 

/ .,,, . dN dM d , 2\ <3/2 . i 

(curiFj-k = ^ - ^ = ^(xy - y ) - ^(x- - y) = y + L 





FIGURA 16.28 Al demostrar el teorema 
de Green, distinguimos entre dos tipos de 
curvas cerradas, las simples y las no 
simples. Las curvas simples no se cruzan a 
si mismas. Una circunferencia es simple, 
pero la figura del numero 8 no lo es. 


Dos formas del teorema de Green 

En una forma, el teorema de Green dice que bajo condiciones adecuadas, el flujo ha- 
cia afuera de un campo vectorial a traves de una curva simple cerrada en el piano (fi- 
gura 16.28) es igual a la doble integral de la divergencia del campo sobre la region ence- 
rrada por la curva. Recordemos las formulas para el flujo de las ecuaciones (3) y (4) de la 
seccion 16.2. 


TEOREMA 3 Teorema de Green (Divergencia del flujo o forma normal) 

El flujo hacia afuera de un campo F = Mi + Nj a traves de una curva cerrada 
simple C es igual a la doble integral de div F sobre la region R encerrada por C. 


F-n ds = <f)Mdy-Ndx= // ( ™ 

C C R 

Flujo hacia afuera Integral de divergencia 


dx dy 


(3) 
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En la otra forma, el teorema de Green dice que la circulacion en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj de un campo vectorial alrededor de una curva cerrada simple es 
la doble integral del componente k del rotacional del campo sobre la region encerrada 
por la curva. Recordemos la ecuacion (2) que define la circulacion en la seccion 16.2. 


TEOREMA 4 Teorema de Green (Circulacion rotacional o forma 
tangencial) 

La circulacion en sentido contrario al de las manecillas del reloj de un campo 
F = Mi + A'j alrededor de una curva simple cerrada C en el piano, es igual a la 
doble integral de (rot F) • k sobre la region R encerrada por C. 


F • T ds = 


M dx + N dy 



Circulacion en sentido contrario Integral del rotacional 

al de las manecillas del reloj 


(4) 


Las dos formas del teorema de Green son equivalentes. Al aplicar la ecuacion (3) al 
campo Gi = M — Mj se tiene la ecuacion (4), y al aplicar la ecuacion (4) a G 2 = — M + 
Mj se tiene la ecuacion (3). 


Hipotesis matematicas 

Necesitamos dos tipos de hipotesis para que el teorema de Green sea valido. Primero nece- 
sitamos condiciones sobre My N para garantizar la existencia de la integral. Las hipotesis 
usuales son que My N, asf como sus primeras derivadas parciales sean continuas en cada 
punto de una region abierta que contenga a C y a R. En segundo lugar, necesitamos condi- 
ciones geometricas sobre la curva C. Debe ser simple, cerrada y formada por piezas a lo 
largo de las cuales podamos integral" M y N. La hipotesis usual es que C sea regular por 
partes. Sin embargo, la demostracion que daremos del teorema de Green, supone tambien 
cierta forma de R. El lector puede encontrar demostraciones menos restrictivas en textos 
mas avanzados. Primero veamos algunos ejemplos. 

EJ EMPLO 3 Apoyo al teorema de Green 

Verificar ambas formas del teorema de Green para el campo 

F(x, y) = (x - y)i + xj 

y la region R acotada por la circunferencia unitaria 

C: r(f) = (cosf)i + (senf)j, 0S(< 2p. 


Solucion 


Tenemos 


M = 

COS t - 

- sen f. 

dx ■ 

= d( cos t) = 

—sen t dt. 


N 

= cos t, 

dy 

= of(sen t ) = 

= cos t dt. 

m _ 

1 , 

'6M _ 

- 1 , 

dN . 

™ = 0 

dx 


dy 


dx 

dy 
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Los dos lados de la ecuacion (3) son 

rt= 2p 


C 


M dy — N dx = / (cos t — sen f)(cos t dt) — (cos f)( — sen t dt) 

Jt = o 

rip 

/ cos 2 1 dt = p 

/ o 


fx + Ij ) ** dy = II (! + °) dx dy 


dx dy = area dentro de la circunferencia unitaria = p . 


Los dos lados de la ecuacion (4) son 

ri= 2p 


C 


M dx + N dy = / (cos t — sen f)( — sen t dt) + (cos f)(cos t dt) 

Jt = o 

rip 

/ (—sen rcos t + 1) dt = 2p 

/ o 


aA? 3M , , , 
dy) dxdy 


(1 — ( — 1)) dx dy = 2 JJ dx dy = 2p. 

R R 


Uso del teorema de Green para evaluar integral es de linea 

Si construimos una curva cerrada C, uniendo varias curvas por sus extremos, el proceso de 
evaluacion de la integral de lrnea sobre C puede ser laborioso, ya que habrfa que evaluar 
varias integrales. Sin embargo, si C acota una region R para la que puede aplicarse el teo- 
rema de Green, podemos usar este teorema para cambiar la integral de lmea sobre C por 
una doble integral sobre R. 

EJEMPL0 4 Como evaluar una integral de linea usando el teorema de Green 

Evaluar la integral 


xy dy — y~ dx. 


donde C es el cuadrado delimitado en el primer cuadrante por las rectas x = 1 y y = 1. 

Solucion Podemos usar cualquier forma del teorema de Green para cambiar la integral 
de lmea por una doble integral sobre el cuadrado. 

1. Con la forma normal, ecuacion (3): Si M = xy. A' = y 2 , y C y R son la frontera y el 
interior del cuadrado, entonces 


.,2 _ 



3 y dx dy 
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2. Con la forma tangencial, ecuacion (4): Si M = —y 2 y N = xy tenemos el mismo re- 
sultado: 


y~ dx + xy dy 


JJ (y ~ (-2 y))dxdy = 

R 


EJ EMPLO 5 Calculo del flujo hacia afuera 

Calcular el flujo hacia afuera del campo F(x, v) = xi + y 2 j con respecto al cuadrado aco- 
tado por las rectas x = ± 1 y y = ±1. 


El calculo del flujo con una integral de linea requiere de cuatro integraciones, 
una para cada lado del cuadrado. Con el teorema de Green podemos cambiar la integral 
de linea por una doble integral. Si M = x, N = y 2 , C es el cuadrado y R cl interior, tene- 
mos que 


Flujo = y F • n ds = y M dy — N dx 
c c 


dM dN i , , 
~dx ' ~ly ' ay 


l p l 


lj - 1 


( 1 + 2 y) dx dy = 


x + 2xy 


x=\ 


dy 


x=-\ 


(2 + 4 y) dy = 


2 y + 2 y 2 


= 4. 


Demostracion del teorema de Green para regiones especiales 

Sea C una curva regular simple cerrada, con la propiedad de que las rectas paralelas a los 
ejes corten a la curva en no mas de dos puntos. Sea R la region encerrada por C y suponga- 
mos que M, N y sus primeras derivadas parciales son continuas en todo punto de alguna 
region abierta que contiene tanto a C como a R. Queremos demostrar la forma de la circu- 
lacion rotacional del teorema de Green, 


y 



<J) M dx + N dy = JJ dx dy. (5) 

C R 

La figura 16.29 muestra que C esta formada por dos partes dirigidas: 

Cj: y = fi(x), a < x < b, C 2 : y = f 2 (x), b > x > a. 

Para cualquier x entre ay b, podemos integrar dM/dy con respecto a y desde y = /j(x) 
hasta y = f 2 (x)^ para obtener 




y=fi(x) 


M(x, y) 


FIGURA 16.29 La curva frontera C esta 
formada por Q, la grafica de y =/j (x), y 
C 2 , la grafica de y =/ 2 (x). 


y=f iW 


M{x, f 2 (x)) - M(x, f i(x)). 
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Luego podemos integrar con respecto a x desde a hasta /;: 

b f fl(x) dM ( b 

I ~fo d y dx=: [M(x,f 2 (x))—M(x,fi(x))]dx 

f iM “ Ja 


M(x, /2U')) dx — / M(x, fi(x)) dx 


= — I M dx — / M dx 

Jc-l Jc, 


M dx. 


Por lo tanto 


y 



FIGURA 16.30 La curva frontera C esta 
formada por Cl, la grafica de x = gi(y), y 
C 2, la grafica de x = gi{y). 


/ 


Mdx 



( 6 ) 


La ecuacion (6) es la mitad del resultado que necesitamos para la ecuacion (5). Podemos 
deducir la otra mitad integrando dN/dx primero con respecto a x y despues con respecto a 
y, como lo sugiere la figura 16.30. Esta figura muestra a la curva C de la figura 16.29, des- 
compuesta en dos partes dirigidas C\: x = gi(y), d & y & c y CL x = g 2 (y), c s y s d. 
El resultado de esta doble integracion es 


/ 


N dy 



(7) 


C R 

A1 sumar las ecuaciones (6) y (7) obtenemos la ecuacion (5) y esto concluye la demos- 
tracion. ■ 


y 


C 2 

x = b 


0 a b 

FIGURA 16.31 Para demostrar el 
teorema Green para un rectangulo, 
dividimos la frontera en cuatro segmentos 
de recta dirigidos. 


C 3 :y= d 


x= a 


Cyy= c 


Extension de la demostracion a otras regiones 

El argumento anterior no se aplica directamente a la region rectangular de la figura 16.31, 
pues las lfneas x= a, x = b, y = c y y = d cortan la frontera de la region en mas de dos pun- 
tos. Sin embargo, si separamos la frontera de C en cuatro segmentos de recta 

C| : y = c, a ^ x ^ b, Cy. x = b, c s y < d 

C 3: y = d, b > x & a, C4: x = a, d & y s c, 


podemos modificar el argumento de la siguiente manera. 

Procediendo como en la demostracion de la ecuacion (7), tenemos 


% dxdy = 


(N(b, y) — N(a, y)) dy 


N(b, y) dy + J N(a, y ) dy 


/ Ndy + / Ndy. 

Ic 2 Jc 4 


( 8 ) 



16.4 Teorema de Green en el piano 1177 



Como y es constante a lo largo de C\ y C3, fc,N dy = fc 3 Ndy = 0,ds modo que pode- 
mos sumar fc, N dy = fc,N dy al lado derecho de la ecuacion (8) sin cambiar la igual- 
dad; al hacerlo tenemos 



(9) 


0 


(a) 


x 


y 



FIGURA 1 32 Otras regiones a las que 
puede aplicarse el teorema de Green. 


De manera similar, podemos mostrar que 


b I'd 


dy dx = — Xp M dx. 


( 10 ) 


Al restar la ecuacion (10) de la ecuacion (9), de nuevo llegamos a que 

'dN dM N 


M dx + N dy = 


dx dy 


dx dy. 


C R 

Las regiones como las que aparecen en la figura 16.32 pueden manejarse con facilidad. 
La ecuacion (5) sigue siendo valida. Tambien se aplica a la region con forma de herradura 
R de la figura 16.33, como podemos ver al unir las regiones R t y R 2 y sus fronteras. Apli- 
camos el teorema de Green a C\, R\ y para C2, R 2 para obtener 


ic, 


M dx + N dy 


M dx + N dy 


lc 2 



Al sumar estas dos ecuaciones, la integral de lfnea a lo largo del eje y desde b hasta a para 
Ci se cancela con la integral sobre el mismo segmento, pero en direccion opuesta para C2. 
Por lo tanto. 


y 



FI GURA 16,33 Una region R que 
combina las regiones y R 2 . 


M dx -y N dy 




dx dy. 


donde C esta formada por los dos segmentos del eje x desde —b hasta - a y de a a b, asf co- 
mo dos semicircunferencias, y donde R es la region dentro de C. 

El artificio de sumar integrales de lfnea sobre fronteras separadas para construir una 
integral sobre una sola frontera se puede extender a un numero finito de subregiones. En la 
figura 16.34a, sea C, la frontera, orientada en contra de las manecillas del reloj, de la re- 
gion Ri dentro del primer cuadrante. De manera similar, para los otros tres cuadrantes, C, 
es la frontera de la region i = 2, 3, 4. Por el teorema de Green, 


xj) M dx + N dy = JJ dx dy. (11) 

Ci R, 


Sumamos la ecuacion (11) sobre i = 1, 2, 3, 4, y obtenemos (figura 16.34b): 


(M dx + N dy) + Q> (M dx + N dy) 


r=b 




dx dy. 


( 12 ) 
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y 



(b) 


FI GURA 16.34 La region anular R 
combina cuatro regiones menores. En 
coordenadas polares, r = a para el cfrculo 
interior, r = b para el cfrculo exterior, y 
a < r £ b para la propia region. 


y 



FI GURA 16.35 El teorema de Green 
puede aplicarse a una region anular R, 
integrando a lo largo de las fronteras como 
se muestra (ejemplo 6). 


La ecuacion (12) dice que la doble integral de (dN/dx) — ( dM/dy ) sobre el anillo R, es 
igual a la integral de lfnea de M dx + N dy sobre la frontera completa de R en la direction 
que mantiene a R a la izquierda mientras avanzamos (figura 16.34b). 

EJ EMPLO 6 Demostracion del teorema de Green para un anillo 

Verificar la forma de circulation del teorema de Green (ecuacion 4) sobre el anillo R dado 
por R\ h 2 < x 2 + y 2 < 1,0 < h < 1 (figura 16.35), 


M = 


2 _i_ 2 • 

x + y 


N = 


2 , 2 1 
x + y 


Solution La frontera de R esta formada por la circunferencia 

Cp x = cos t, y = sent, 0 s is 2p, 

recorrida en contra de las manecillas del reloj cuando t crece, y la circunferencia 

C/,: x = h cos u, y = —h sen u, 0 s u < 2p, 

recorrida en el sentido de las manecillas del reloj cuando U crece. Las funciones My N y 
sus derivadas parciales son continuas en R. Ademas, 

dM = U 2 + y 2 )(-l) + y{2y) 
d y ~ (x 2 + y 2 ) 2 

y 2 - x 2 = a N 

(x 2 + y 2 ) 2 dx ’ 


de modo que 



0 dx dy = 0. 


La integral de M dx + N dy sobre la frontera de R es 


. x dy — y dx f xdy — y dx 
M dx + N dy = w h 


2 , 2 
x + y 


C„ 


2 _i_ 2 

x + y 


-2p 


= J (cos 2 t + sen 2 1) dt 
= 2p - 2p = 0. 


r ’ 2p h 2 ( cos 2 U + sen 2 u) 


d U 


Las funciones My N del ejemplo 6 son discontinuas en (0, 0), por lo que no podemos 
aplicar el teorema de Green a la circunferencia Cj y a la region dentro de ella. Debemos ex- 
cluir al origen. Lo hacemos excluyendo los puntos del interior de C/,. 

Podrfamos reemplazar la circunferencia C \ del ejemplo 6 por una elipse o cualquier 
otra curva cerrada simple K que rodee a C/, (figura 16.36). El resultado seguira siendo 


(M dx + N dy) + <b {M dx + N dy) = 


dy 


d £- d S)dydx = 0, 


c h 
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y 



FIGURA 16.36 La region acotada por la 
circunferencia C/, y la curva K. 


lo que nos lleva a la conclusion de que 


(M dx + N dy) 


2p 


K 

para cualquier curva K. Podemos explicar este resultado pasando a coordenadas pola- 
res. Si 


x = r cos U, y = r sen U, 

dx = — r sen Uc/U + cos U dr, dy = rcos Uc/U + sen U dr. 


tenemos 


x dy — y dx 
x 2 + y 2 


r 2 { cos 2 U + sen 2 u) c/U 


d U 


y U se incrementa en 2p al recorrer K una vez, en contra del sentido de las manecillas del 
reloj . 


EJERCICIOS 16.4 


Verification del teorema de Green 

En los ejercicios 1-4, verifique la conclusion del teorema de Green, 
evaluando los dos lados de las ecuaciones (3) y (4) para el campo 
F = Mi + /Vj. En cada caso considere como dominio de integration 
al disco R dado por x 2 + y 2 £ a 2 y a su circunferencia frontera C 
dadapor r = (acos/ji + (a sent)], 0 £ t £ 2p. 

1. F = — yi + xj 2. F = yi 

3. F = 2xi — 3yj 4. F = — je 2 yi + xy 2 j 

Circulation en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj y flujo hacia afuera 

En los ejercicios 5-10, use el teorema de Green para calcular la circu- 
lation en sentido contrario al de las manecillas y el flujo hacia afuera 
para el campo F y la curva C. 

5. F = (x « y)i + (y ~ x)j 

C: El cuadrado acotado por x = 0, x = l,y = 0, y = 1 

6. F = (x 2 + 4y)i + (x + y 2 )j 

C: El cuadrado acotado por x = 0, x = l,y = 0, y = 1 

7. F = (y 2 - x 2 )i + (x 2 + y 2 )j 

C: El triangulo acotado por y = 0, x=3yy = x 

8. F = (x + y)i ~ (x 2 + y 2 )j 

C: El triangulo acotado por y = 0, x = 1 y y = x 

9. F = (x + e x sen y)i + (x + e x cos y)j 

C: El lazo derecho de la leminiscata r 2 = cos 2U 

10. F = (nuT 1 1 'ji + In (x 2 + y 2 )j 

C: La frontera de la region definida por las desigualdades en 
coordenadas polares l<r£2, O^usp 

11. Calcule la circulation del campo F = xyi + v 2 j en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia afuera, con res- 
pecto a la frontera de la region acotada por las curvas y = x 2 y 
y = x dentro del primer cuadrante. 


12. Encuentre la circulation del campo F = ( — seny)i + (xcosyjj 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia 
afuera, con respecto al cuadrado definido en el primer cuadrante 
por las rectas x = p/2yy = p/2. 

13. Encuentre el flujo hacia afuera del campo 

F = ^3xy - - + Y 2 ji + (e x + tan^ 1 y)j 

con respecto a la cardioide r = a{ 1 + cos u), a > 0 . 

14. Encuentre la circulation de F = (y + e x In y)i + (eVy)j en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, alrededor de la 
frontera de la region acotada arriba por la curva y = 3 — x 2 y de- 
bajo por la curva y = x 4 + 1 . 

Trabajo 

En los ejercicios 15 y 16, encuentre el trabajo realizado por F al mover 
una vez una particula en contra de las manecillas, alrededor de la cur- 
va dada. 

15. F = 2xy 3 i + 4x 2 y 2 j 

C: La frontera de la region “triangular” del primer cuadrante aco- 
tada por el eje x, la recta x = 1 y la curva y = x 3 

16. F = (4x - 2y)i + (2x - 4y)j 

C: La circunferencia (x — 2) 2 + (y — 2) 2 = 4 

Evaluation de integrales de li'nea en el piano 

Aplique el teorema de Green para evaluar las integrales de los ejerci- 
cios 17-20. 

17. <j) (y 2 dx + x 2 dy) 

C 

C: El triangulo acotado por x = 0, x + y = 1, y = 0 

18. <j) (3y dx + 2x dy) 

c 

C: La frontera de 0 £ x s p,0£y£ senx 
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19. 


20 . 


/ 

c 

C: 

/ 


( 6y + x) dx + (y + 2x) dy 
La circunferencia (x — 2) 2 + ( y 
( 2x + y 2 ) dx + (2xy + 3y) dy 


c 


3) 2 = 4 


C: Cualquier curva cerrada en el piano, para la que se cumpla el 
teorema de Green 


Calculo de areas con el teorema de Green 

Si una curva simple cerrada C en el piano y la region R que encierra 
satisfacen las hipotesis del teorema de Green, el area R esta dada por 


Formula del area con el teorema de Green 


Area de R 



(13) 


La razon es que por la ecuacion (3), utilizada hacia atras. 


Area de R 



Use la formula del area del teorema de Green (ecuacion 13) para de- 
terminar el area de las regiones encerradas por las curvas de los ejerci- 
cios 21-24. 

21. La circunferencia r(r) = ( a cos r)i + ( a sen r)j, 0 s t < 2p 

22. La elipse r(f) = ( a cos t)i + ( b sen /) j, 0 £ t s 2p 

23. La astroide r(f) = (cos 3 1) i + (sen 3 f)j, 0 £ t £ 2p 

24. La curva r (t) = ri + ((f 3 / 3) — t) j, -2 3 £ (£ 2 3 (vea 

la siguiente figura) 



Teoria y ejemplos 

25. Sea C la frontera de una region donde pueda aplicarse el teorema 
de Green. Use este teorema para calcular 


a. 


/ 


fix) dx + g(y) dy 


b. y ky dx + hx dy {k y h consonantes). 
c 

26. Integral que depende solo del area Muestre que el valor de 


^ xy 2 dx + (x 2 y + 2x) dy 
c 


en cualquier cuadrado depende solamente del area del cuadrado y 
no de su localizacion en el piano. 

27. (,Que tiene de especial la siguiente integral? 


/ 


4x 3 y dx + x 4 dyl 


Justifique su respuesta. 

28. (,Que tiene de especial la siguiente integral? 


/ 


y 3 dy + x 3 <£x? 


Justifique su respuesta. 

29. Area como una integral de lrnea Muestre que si R es una re- 
gion en el piano, acotada por una curva C simple cerrada y regu- 
lar por partes, entonces 


Area de R 




y dx. 


c c 


30. Integral definida como una integral de linea Suponga que 
una funcion no negativa y = /(x) tiene una primera derivada 
continua en [a, b]. Sea C la frontera de la region en el piano xy 
acotada por debajo por el eje x, por arriba por la grafica de la fun- 
cion/, y a los lados por las rectas x = a y x = b. Muestre que 


fix ) dx 



y dx. 


31. Area y centroide Sea A el area y x la coordenada x del centroi- 
de de la region R acotada por una curva C simple cerrada regular 
por partes en el piano xy. Muestre que 



C 




dy — xy dx = Ax. 


32. Momento de inercia Sea I y el momento de inercia con respecto 
al eje y de la region del ejercicio 31. Muestre que 


1 

3 


/ 


x 3 dy 



x 2 y dx 



x 3 dy 


— x 2 y dx 


Iy. 
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33. Teorema de Green y ecuacion de Laplace Suponga que todas 
las derivadas necesarias existen y son continuas, y muestre que si 
f(x, y) satisface la ecuacion de Laplace 


d 2 / 
dx 2 


+ 


d^l 

dy 2 


= 0 , 


entonces 


/ 


df df 

-fdx - i~dy = 0 
dy dx 


para todas las curvas cerradas C, a las cuales se aplica el teorema 
de Green. (El recfproco es verdadero: si la integral siempre se 
anula, entonces /satisface la ecuacion de Laplace). 

34. Maximization del trabajo Entre todas las curvas simples ce- 
rradas regulares en el piano, orientadas en contra de las maneci- 
llas, encuentre aquella para la cual el trabajo dado por 


F = {y 2 y + f 3 ) + x i 

es mayor. ( Sugerencia : (Donde es positivo el (rot F) • k?) 

35. Regiones con muchos agujeros El teorema de Green se cunt- 
pie para una region R con un numero finito de agujeros, siempre 
que las curvas de la frontera sean simples cerradas y regulares, 
y que integremos sobre cada componente de la frontera en la di- 
rection en que R se mantiene a la izquierda mientras avanzamos 
(figura 16.37). 


b. Sea K una curva regular simple cerrada en el piano, que no 
pase por el punto (0, 0). Utilice el teorema de Green para 
mostrar que 

I V/ • n ds 

K 

tiene dos posibles valores, ya sea que (0, 0) este dentro o 
fuera de K. 

36. El criterio de Bendixson Las tineas deflujo de un flujo lami- 
nar son las curvas regulares trazadas por las partfculas individua- 
les del fluido. Los vectores F = M( x, y)i + N(x, y)j del campo 
de velocidad del flujo son los vectores tangentes a las lmeas de 
flujo. Muestre que si el flujo ocurre en una region R simplemente 
conexa (sin agujeros ni puntos faltantes) y si M x + N y 7^ 0 en to- 
do R, entonces ninguna de las lmeas de flujo en R es cerrada. En 
otras palabras, ninguna partfcula del fluido tiene una trayectoria 
cerrada en R. El criterio M x + N y # 0 es el criterio de Bendixson 
para la inexistencia de trayectorias cerradas. 

37. Demuestre la ecuacion (7), para concluir la demostracion del caso 
especial del teorema de Green. 

38. Demuestre la ecuacion (10) para completar el argumento de exis- 
tencia del teorema de Green. 

39. Componente del rotacional para campos conservativos iSe 

puede decir algo acerca del componente del rotacional para un 
campo vectorial conservative de dos dimensiones? Justifique su 
respuesta. 

40. Circulation de campos conservativos (El teorema de Green 
nos da alguna information acerca de la circulacion de un campo 
conservativo? (Coincide esto con algo que usted sepa? Justifique 
su respuesta. 



FIGURA 16.37 El 

teorema de Green es 
valido para regiones con 
mas de un agujero 
(ejercicio 35). 


a. Sean f(x, y) = In (x 2 + y 2 ) y C la circunferencia 
x 2 + y 2 = a 2 . Evalue la integral de flujo 


/ 


V/ • n i is. 


EXPLORACIONES POR C0MPUTAD0RA 

Calculo de la circulacion 

En los ejercicios 41-44, use un programa de algebra por computadora 
y el teorema de Green para calcular la circulacion del campo F en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, alrededor de una curva 
cerrada simple C. Realice los pasos siguientes 

a. Grafique C en el piano xv. 

b. Determine el integrando (dN/dx) — ( dM/dy ) para la forma 
del rotacional del teorema de Green. 

c. Determine los lfmites de integration (de la doble integral) a 
partir de su grafica en la parte (a), y evalue la integral del ro- 
tacional para la circulacion. 

41. F = (2x — y)i + (x + 3y)j, C: La elipse x 2 + 4y 2 = 4 

v 2 V 2 

42. F = (2x 3 — y 3 )i + (x 3 + y 3 )j, C: La elipse ^ + y = 1 

43. F = x 1 e >! i + (e y lnx + 2x)j, 

C: La frontera de la region definida por y = 1 + x 4 (abajo) y 
y = 2 (arriba) 

44. F = xe'T + 4x 2 lnyj, 

C: El triangulo con vertices en (0, 0), (2, 0) y (0, 4) 
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Area de superficies e integrales de superficie 


Superficie f(x,y z) = c 



La proyeccion vertical 
0 "sombra" deSsobre 
un piano coordenado 

FIGURA 16.38 Como veremos en breve, 
la integral de una funcion g(x, y, z) sobre 
una superficie S en el espacio puede 
calcularse evaluando una integral doble 
relacionada con ella, sobre la proyeccion 
vertical o “sombra” de S en un piano 
coordenado. 



f(x, y,2j=c 


FIGURA 16.39 Una superficie S y su 
proyeccion vertical sobre un piano bajo 
ella. Se puede considerar a R como la 
sombra de S en el piano. El piano tangente 
A Pk aproxima la parte de la superficie 
As k sobre A A*. 


Sabemos como integrar una funcion sobre una region plana, pero yquc pasa si la funcion 
esta definida sobre una superficie curva? Para evaluar una de las llamadas integrales de 
superficie, la escribimos como una doble integral sobre una region en un piano coordena- 
do bajo la superficie (figura 16.38). Las integrales de superficie permiten calcular cantida- 
des como el flujo de un lfquido a traves de una membrana, o la fuerza hacia arriba sobre 
un paracafdas. 


Area de una superficie 

La figura 16.39 muestra una superficie S arriba de su “sombra” que es una region R en un 
piano debajo de ella. La superficie esta definida por la ecuacion f(x, y, z) = c. Si la super- 
ficie es regular (V/ es continua y nunca se anula en .S'), podemos definir y calcular su area 
como una doble integral sobre R. Suponemos que esta proyeccion de la superficie sobre su 
sombra R es uno a uno. Esto es, cada punto en R corresponde a uno y solo un punto (x, y, 
z) que satisface fix, y, z) = c. 

El primer paso para definir el area de S consiste en dividir la region R en rectangulos 
pequenos A ,4 /del tipo que usanamos para definir una integral sobre R. Arriba de A A; se 
encuentra una parte de la superficie As a que podemos aproximar por medio de un parale- 
logramo A Pk en el piano tangente a S, en un punto 7 ’a(xa, va, Zk) dentro de As a. Este pa- 
ralelogramo en el piano tangente se proyecta directamente sobre AAa. Para ser mas especf- 
ficos, escogemos el punto 7 'a(xa, va, Zk) en As a, directamente sobre la esquina posterior Ca 
de AAa, como muestra la figura 16.39. Si el piano tangente es paralelo a R, A P/ c sera con- 
gruente con AAa. En caso contrario, sera un paralelogramo con un area mayor que el area 
de AAa. 

La figura 16.40 da una ampliation de As a y de A If, y muestra al vector gradiente 
Vf(xk, yk, Zk) en 7*. y un vector unitario p normal a R. La figura muestra tambien el angu- 
lo gA entre Vf y p. Los otros vectores de la figura, ua y Va, se encuentran en las orillas de 
APk en el piano tangente. Asf, ua X va y Vf son normales al piano tangente. 

Ahora necesitamos usar el hecho de geometrfa vectorial avanzada de que 
| (ua X Va) • p | es el area de la proyeccion del paralelogramo determinado por ua y Va so- 
bre el piano, cuya normal es p. (En el apendice 8 aparece una demostracion. ) En nuestro 
caso, esto se traduce en la afirmacion 

| (ua X va) • p I = AA a , 

Para simplificar la notation del siguiente analisis, denotamos el area de un rectangulo pe- 
queno tambien por AAa. De manera similar, APk denota el area de la portion del piano 
tangente directamente sobre esta pequena region. 

Ahora, | ua X va | es el area de APk (un hecho conocido sobre el producto cruz), de 
modo que esta ultima ecuacion se convierte en 


o 


o 


|ua X va| |p I | cos (angulo entre ua X VA-yp)| = AAa 


A Pt 


Igual a I cos 9a I pues tanto V/ como 
Ua X Va son ambos normales 
al piano tangente 


APa | cos gA | = AAa 


AP k 


AAa 

| COS gA I ’ 
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FIGURA 16.40 Ampliation de la figura 
anterior. El vector u* X \ k (que no 
aparece) es paralelo al vector V/, pues 
ambos vectores son normales al piano de 

A P k . 


siempre que cos cos g k A 0. Tendremos que cos g k A 0, mientras Vf no sea paralelo al pi- 
so y V/ • p A 0. 

Como las partes A P k aproximan las partes As / de la superficie, que sumadas forman 
S, la suma 




2 


A A, 

| cos g,.| 


( 1 ) 


parece una aproximacion de lo que llamanamos el area de la superficie de S. Tambien pa- 
rece como si pudiera mejorar la aproximacion si refinamos la partition de R. De hecho, las 
sumas del lado derecho de la ecuacion (1) son sumas aproximantes para la doble integral 



R 


1 

|cosg| 


dA. 


( 2 ) 


Por lo tanto, definimos el area de S como el valor de esta integral, cuando esta exista. Pa- 
ra cualquier superficie f(x, y, z) = c, tenemos | Vf • p | = | V/ 1 | p | J cos g | , de modo que 

1 I v/l 

I cos g I | V/ - p I • 

Esto se combina con la ecuacion (2) para dar una formula practica para el area de una su- 
perficie. 


Formula para el area de una superficie 

El area de la superficie f(x, y, z) = c sobre una region plana cerrada y acotada R es 


Area de la superficie 



R 


V/l 

v/- P | 


donde p es un vector unitario normal a R y V/ • p A 0. 


(3) 


Asf, el area es la doble integral sobre R de la magnitud de V/, dividida entre la magni- 
tud del componente escalar de Vf normal a R. 

Bajo la hipotesis de que V/ • p A 0 en R, y que Vf es continua, llegamos a la ecua- 
cion (3). Sin embargo, mientras exista la integral, definimos su valor como el area de la 
portion de la superficie f(x, y, z) = c que esta sobre R. (Recuerde que hemos supuesto 
que la proyeccion es uno a uno). 

En los ejercicios (vea la ecuacion 11), mostramos como se simplifica la ecuacion (3), 
si la superficie esta definida por z = f(x, y). 

EJ EMPLO 1 Como determi nar el area de una superficie 

Determinar el area de la superficie region inferior del paraboloide x 2 + y 2 — z = 0 cor- 
tada por el piano z = 4. 

Trazamos la superficie S y la region R en el piano xy (figura 16.41). La super- 
ficie S es parte de la superficie de nivel f(x, y, z) = x 2 + y 2 — z = 0, y R es el disco x 2 + 
y 2 < 4 en el piano xy. Para obtener un vector unitario normal al piano de R, podemos con- 
siderar p = k. 
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z 



FI GURA 16.41 En el ejemplo 1 se calcula 
el area de esta superficie parabolica. 


En cualquier punto (x, y, z) de la superficie tenemos 

fix, y, z) = x 2 + y 2 - z 
Vf = 2xi + 2yj — k 
I V/| = 2 (2x) 2 + (2 y) 2 + (-1) 2 
= 2 4x 2 + 4y 2 + 1 
I V/ • p | = | V/ - k | = |-1| = 1. 


En la region R, dA = dx dy. Por lo tanto, 

|V/| 


Area de la superficie = 


|Vf-p 


-dA 


2 4x“ + 4y“ + 1 dx dy 


x 2 +y 2 <4 

/*2p r 2 

Jo Jo 


2 4r 2 + 1 rdrdU 


t*2p 


12 


(4r 2 + l) 3 / 2 


dU 


Ecuacion (3) 


Coordenadas polares 


z 



X 

FI GURA 16.42 La superficie cortada en 


el hemisferio por el cilindro se proyecta 
verticalmente sobre el disco R dado por 
x 2 + y 2 £ 1 en el piano xy (ejemplo 2). 


= P ^(17 3/2 - 1) c/U = -jjr ( 17 2 17 - l). 

EJ EMPLO 2 Como determi nar el area de una superficie 

Determinar el area de la cubierta del hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = 2, z > 0, cortada por el 
cilindro x 2 + y 2 = 1 (figura 16.42). 

Solucion S es parte de la superficie de nivel /(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 = 2. Esta se 
proyecta uno a uno sobre el disco R dado por x 2 + y 2 < 1 en el piano xy. El vector unita- 
rio p = k es normal al piano de R. 

En cualquier punto de la superficie, 

fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

Vf = 2xi + 2yj + 2zk 

^ x ■= - Pues x 2 + y 2 + - 2 = 2 

l^/l = 22 x" + y + z = 22 2 


I V/ • p | = | V/-k| = |2z| = 2z. 


Por lo tanto. 

Area de la superficie 



R 


V/| 

V/-P| 




(4) 


(i Que hacemos con z? 

Como z es la tercera coordenada de un punto en la hemisferio, podemos expresarla en 
terminos de x y y como 


z = 2 2 - x 2 - y 2 . 
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f(x, yz) = c 



FIGURA 16.43 Si conocemos la 
distribucion de una carga electrica g(x, y, 
z ) en una superficie, podemos determinar 
la carga total con una integral de superficie 
modificada de manera adecuada. 


Continuamos analizando la ecuacion (4) con esta sustitucion: 


Area de la superficie = 22 II =22 


dA 


2 2 - x 2 - y 2 


x i +y 1 <\ 


= 22 


r2p r l 


rdrdU 


Coordenadas polares 


Jo Jo 2 2- 


= 22 


r2p 


-(2 - r 2 ) 1 / 2 


r— 1 


d U 


Jr=0 


r-2p 


= 2 2 / (2 2 - l)du=2p(2- 2 2). 


Integrales de superficie 

Ahora mostramos como integrar una funcion sobre una superficie, utilizando las ideas re- 
cien desarrolladas para el calculo del area de superficies. 

Por ejemplo, consideremos una carga electrica distribuida sobre una superficie 
fix, v, z) = c como la que aparece en la figura 16.43 y que la funcion g(x, y, z) sea la car- 
ga por unidad de area (densidad de carga) en cada punto de S. Entonces podemos calcular 
la carga total en S con una integral de la siguiente manera. 

Dividimos primero la region sombra R en el piano bajo la superficie en rectangulos 
pequenos, del tipo que utilizarfamos si definieramos el area de la superficie S. Entonces, 
directamente sobre cada AA k esta una parte de la superficie As /. que aproximamos con 
una porcion del piano tangente en forma de paralelogramo, AP k . (Vea la figura 16.43). 

Hasta este punto, la construccion procede como en la definition del area de la super- 
ficie, pero ahora realizamos un paso adicional: evaluamos a g en (x k , y k , z. k ) y aproxima- 
mos la carga total en la porcion de superficie As /. por el producto g(x k , y k , z k ) A P k . La 
razon fundamental es que cuando la particion de R es lo suficientemente fina, el valor de g 
en As k es casi constante, y A P k es casi lo mismo que As k . De aquf que la carga total 
sobre S queda aproximada por la suma 


Carga total ~ ^g(x k , y k , z, k ) A P k 


2 g(x k ,y k ,Zk ) 


A A, 

I cos g A - 1 ' 


Si/, tanto la funcion que define a la superficie S, como sus primeras derivadas parcia- 
les son continuas, y si g tambien es continua sobre S, entonces las sumas del lado derecho 
de la ultima ecuacion tienden al li'mite 


Si s(x x- d jik~ !! si - x - , ' i, w^\ dA 151 

R R 

cuando la particion de R se refina de la forma usual. Este li'mite es llamado la integral de g 
sobre la superficie S, y se calcula como una doble integral de R. El valor de la integral es 
la carga total en la superficie S. 

Como era de esperarse, la formula de la ecuacion (5) define la integral de cualquier 
funcion g sobre la superficie S, siempre y cuando exista la integral. 
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DEFINICION Integral de superficie 

Si R es la region sombra de una superficie S definida por la ecuacion f(x, y, z) = 
c, y g es una funcion continua definida en los puntos de S, entonces la integral 
de g sobre S es la integral 

jj \ dA - 161 

R 

donde p es un vector unitario normal a R y Vf • p + 0. La propia integral es 11a- 
mada una integral de superficie. 


La integral de la ecuacion (6) asume diversos significados en aplicaciones diferentes. 
Si g tiene el valor constante 1, la integral da el area de S. Si g es la densidad de masa de 
una delgada capa de material modelado por S, la integral da la masa de la capa. 

Podemos abreviar la integral de la ecuacion (6) al escribir ds para ( | Vf 1 / 1 Vf • p | ) dA. 


La diferencial del area de la superficie y la forma diferencial de las 


integrates de superficie 



l V/ l ^ 

ds - IV/.pl dA 

lf sds 

s 

(7) 

Diferencial del area 

Formula diferencial para 


de una superficie 

integrales de superficie 



Las integrates de superficie se comportan como otras integrates dobles, la integral de 
la suma de dos funciones es la suma de sus integrates, etcetera. La propiedad aditiva del 
dominio toma la forma 


z 




gdS + JJ 8 dS + 

S 2 


■ + 



8 dS. 


La idea es que si S esta dividida por curvas regulares en un numero finito de partes que no 
se traslapan (es decir, si S es regular por partes), entonces la integral sobre S es la suma 
de las integrates sobre las partes. Asf, la integral de una funcion sobre la superficie de un 
cubo, es la suma de las integrates sobre las caras del cubo. Integramos sobre un caparazon 
de tortuga formado por varias placas soldadas, al integrar sobre una placa a la vez y su- 
mando los resultados. 


I ntegracion sobre una superficie 

Integrar g(x, y, z) = xyz sobre la superficie del cubo cortado en el primer octante por los 
pianos x = 1, y = 1, y z = 1 (figura 16.44). 


Solucion Integramos xyz sobre cada una de los seis caras y sumamos los resultados. 
Como xyz = 0 en las caras que estan en los pianos coordenados, la integral sobre la super- 
ficie del cubo se reduce a 


xyz dS 


xyz ds + 


xyz ds + 


xyz ds . 


FI GURA 16.44 El cubo del ejemplo 3. 


Superficie del 
cubo 


Cara A 


Cara B 


Cara C 
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El lado A es la superficie /( x > y,z) — z — 1 sobre la region cuadrada R xy dada por 0 < x 
< 1, 0 < v < 1 , en cl piano xy. Para esta superficie y region. 


p = k. 


V/ = k, |V/|=1, |V/-p| = |k-k| = 1 

| V/l i 

ds = 7777 r dA = ^rdx dy = dx dy 

I V/ - p | 1 


xyz = xy(l) = xy 



FIGURA 16.45 Las superficies cerradas 
regulares en el espacio, son orientables. El 
vector unitario exterior define la direccion 
positiva de cada punto. 


y 


xyz dS 


Side A 

La simetrfa nos dice que 
1/4. Por lo tanto. 


xy dx dy 


Rxy 

las integrales de 


l 

xy dx dy 
xyz sobre las caras 




By C tambien son iguales a 


JJ xyz ds = | j ^ = | . 

Superficie 
del cubo 


Orientation 


d 

a 




mcio 


Gl 

Cr / » 


s 'lx © 

Fin | 

& 


Una superficie regular S es orientable o tiene dos lados si es posible definir un campo n 
de vectores unitarios normales a S que varfe continuamente con la position. Cualquier par- 
te de una superficie orientable es tambien orientable. Las esferas y otras superficies cerradas 
regulares en el espacio (superficies regulares que encierran solidos) son orientables. Por 
convention, sobre una superficie cerrada elegimos a n apuntando hacia afuera. 
c Una vez elegido n, decimos que hemos orientado la superficie, y llamamos a la su- 

perficie junto con su campo normal una superficie orientada. El vector n en cualquier 
b punto es llamado la direccion positiva de ese punto (figura 16.45). 

La banda de Mobius de la figura 16.46 no es orientable. No importa donde comience 
a construir un campo unitario normal continuo (mostrado en la figura como el eje de una 
tachuela), al mover el vector de manera continua alrededor de la superficie en la forma 
mostrada, este regresara al punto de inicio con una direccion opuesta a la que tenia cuando 
comenzo. El vector en ese punto no puede apuntar a ambos lados, aunque deberfa hacerlo 
debido a la continuidad. Por lo que concluimos que no existe tal campo. 


FIGURA 16.46 Para construir una banda 
de Mobius, tome una banda rectangular de 
papel abed, de un giro sencillo al extremo 
be, y pegue los extremos de la banda de 
modo que coincidan a con c y b con d. La 
banda de Mobius es una superficie de un 
lado o no orientable. 


Integral de superficie para el flujo 

Suponga que F es un campo vectorial continuo definido sobre una superficie orientada .S', 
y que n es el campo unitario normal elegido en la superficie. Llamamos a la integral de 
F • n sobre S el flujo de F a traves de S en la direccion positiva. De esta forma, el flujo es la 
integral sobre S del componente escalar de F en la direccion de n. 


DEFINICI ON Flujo 

El flujo de un campo vectorial tridimensional F a traves de una superficie orien- 
tada S en la direccion de n es 


Flujo 



s 


( 8 ) 
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z 



FIGURA 16.47 Calculo del flujo de un 
campo vectorial hacia afuera a traves de 
esta superficie. El area de la region sombra 
Rxy es 2 (ejemplo 4). 


La definicion es analoga a la del flujo de un campo bidimensional F a traves de una 
curva plana C. En el piano (seccion 16.2), el flujo es 


J F • n ds, 

c 

la integral del componente escalar de F normal a la curva. 

Si F es el campo de velocidades de un flujo de tres dimensiones, el flujo de F a traves 
de S es la tasa neta con la que el fluido a cruza S en la direccion positiva elegida. En la sec- 
cion 16.7 analizamos con mayor detalle a estos flujos. 

Si S es parte de una superficie de nivel g(x, y, z) = c, entonces n puede tomarse como 
uno de los dos campos 


n = 


± 


Vg 

|Vg|’ 


dependiendo del que de la direccion deseada. El flujo correspondiente es 


(9) 


Flujo 



Vgj 
|Vg-p| 



±Vg 
I Vg • p I 


dA. 


Ecuaciones (9) y (7) 


( 8 ) 

( 10 ) 


EJ EMPLO 4 Calculo del flujo 

Determinar el flujo de F = yzj + z 2 k hacia afuera, a traves de la superficie S cortada en 
el cilindro y 2 + z 2 = 1, z — 0, por los pianos x = 0 y x= 1. 


Solucion El vector normal exterior en S (figura 16.47) puede calcularse a partir del gra- 
diente de g(x, y, z) = y 2 + z 2 como 


n = + 


2yj + 2zk 2yj + 2zk 


Vg = 

Vg| 2 4y 2 + 4z 2 22 1 


= yj + zk. 


Con p = k, tenemos 


I Vg | 2 1 

dS = ' dA = j^jdA = y dA. 

|Vg-k| 1 2z | 

Podemos eliminar las barras de valor absoluto, ya que z & 0 en S. 
El valor de F • n sobre la superficie es 

F • n = (yzj + z 2 k) • (yj + zk) 

= y 2 z + z 3 = z(y 2 + z 2 ) 

= z. 

Por lo tanto, el flujo de F hacia afuera a traves de S es 


F • n ds = 


(z) I jdA 1 = 


1 en S 


S 


S 


dA = area(7? AV ) = 2. 
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z 



FIGURA 16.48 El centra de masa de una 
capa hemisferica delgada de densidad 
constante esta en el eje de simetrfa, a la 
mitad entre la base y la parte superior 
(ejemplo 5). 


Momentos y masas de capas delgadas 

Las capas delgadas de material, como vasijas, tambores metalicos y domos, se modelan 
con superficies, y sus momentos y sus masas se calculan con las formulas de la tabla 16.3. 


TABLA 16.3 ormulas de masa y momento para capas muy delgadas 


Masa: M= d(x, y, z) ds (d(x, y, z) = densidad en (x, y, z), 

JJ masa por unidad de area) 

Primeros momentos con respecto a los pianos coordenados: 


M yz = J J x d dS , M xz = II y d d5 , M xy = JJ z d dS 
S S S 

Coordenadas del centro de masa: 

x = M yz /M, y = M xz /M, z = M^/M 

Momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados: 

h = JJ (y 2 + z 2 ) dds, i y = JJ (x 2 + z 2 ) dJs, 

s s 


h = JJ (* + y 2 ) d^s, i L = 1 1 r 

s s 


2 dds, 


r(x, y, z.) = distancia del punto (x, y, z) a la recta L 


Radio de giro con respecto a la recta L: R L = 2 I L /M 


EJ EMPLO 5 Calculo del centro de masa 

Determinar el centro de masa de una capa hemisferica delgada de radio a y densidad cons- 
tante d 

Solucion Modelamos la capa con el hemisferio 

f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , z > 0 

(figura 16.48). La simetrfa de la superficie con respecto al eje z nos dice que x = v = 0. 
Solo falta determinar z de la formula z = M xy /M. 

La masa de la capa es 


M = JJ dds = djj dS = (d)(area de 5) = 2pa 2 d. 

S 5 

Para evaluar la integral de M m hacemos p = k y calculamos 


|V/| = |2xi + 2yj + 2zk| = 22 x 2 + y 2 + z 2 = 2a 

I V/ • p | = | V/ - k | = |2z| = 2z 

lr . I I , A a , A 

dS = j -dA = jdA. 

I V/ - p | ^ 


ds = 
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Entonces 


M xy = JJ zdds = djj ZjdA = del II dA = d?(pa 2 ) = dpr 

SR R 

= y Pa 3 d a 


Z = 


M 2pa 2 d 2’ 

El centra de masa de la capa es el punto (0, 0, a/2). 


EJ ERCICIOS 16.5 

Area de una superficie 

1. Determine el area de la superficie del paraboloide x 2 + y 2 - z = 0 
cortada Ipor el piano z = 2. 

2. Determine el area de la banda del paraboloide x 2 + y 2 - z = 0 cor- 
tada por los pianos z — 2 y z — 6. 

3. Determine el area de la region del piano x + 2y + 2z = 5 corta- 
da por el cilindro cuyas paredes son x = y 1 yx=2-y 2 . 

4. Determine el area de la porcion de la superficie x 2 — 2z = 0 que 
esta sobre el triangulo acotado por las rectas x = 2 3, y = 0, y 
y = x, en el piano xy. 

5. Determine el area de la superficie x 2 — 2y — 2z = 0 que se 
encuentra sobre el triangulo acotado por las rectas x = 2, y = 0 y 
y = 3x, en el piano xy. 

6. Determine el area de la region c ortada en la esfera x 2 + y 2 + z 2 
= 2 por el cono z = 2 x 2 + y 2 . 

7. Determine el area de la elipse cortada en piano z = cx(c una cons- 
tante) por el cilindro x 2 + y 2 = 1. 

8. Determine el area de la porcion superior del cilindro x 2 + z 2 = 1 
que se encuentra entre los pianos x = ± 1/2 y y = ±1/2. 

9. Determine el area de la porcion del paraboloide x = 4 - y 2 - z 2 que 
se encuentra sobre el anillo 1 £ y 2 + z 2 £ 4 en el piano yz. 

10. Determine el area de la superficie del paraboloide xr + y + z 2 — 2 
cortada por el piano y = 0. 

11. Determine el area de la superficie x 2 — 2lnx + 2 15y — z = 0 
sobre el cuadrado R, dado por 1 <j<2,0£js 1. en el pia- 
no xy. 

12. Determine el area de la superficie 2x 3 ^ 2 + 2y 3/2 — 3z = 0 sobre 
el cuadrado R dado por 0 < x ^ 1, 0 £ y £ 1, enel piano xy. 

Integrals de superficie 

13. Integre g(x, y, z) = x + y + z sobre la superficie del cubo cortado 
en el primer octante por los pianos x = a, y = a, z — a. 


14. Integre g(x, y, z) = y + z sobre la superficie de la curia del primer 
octante acotada por los pianos coordenados y el piano x = 2 y 

y = Z= 1. 

15. Integre g(x, y, z) = xy z sobre la superficie del solido rectangular 
cortado en el primer octante por los pianos x = a,y = b y z — c. 

16. Integre g(x, y, z) — xyz sobre la superficie del solido rectangular 
acotado por los pianos x = ±a, y = ±b, y z — ±c. 

17. Integre g (x, y, z) = x + y + z sobre la porcion del piano 2x + 2y + z 
= 2 que se encuentra en el primer octante. 

18. Integre g{x, y, z) = x2 y 2 + 4 sobre la superficie cortada en el 
cilindro parabolico y 2 + 4z = 16 por los pianos Jt = 0, ;c=lyz = 0. 


Flujo a traves de una superficie 

En los ejercicios 19 y 20, determine el flujo del campo F a traves de la 
porcion de la superficie dada, en la direccion especificada. 


19. F(jt, y, z) = — i + 2j + 3k 

S: superficie rectangular z = 0, 0 ^ x ^ 2, 0 < y < 3, 

direccion k direction k 

20. F(jc, y, z) = yx 2 i — 2j + xzk 

S: superficie rectangular y = 0, — 1 £ jc £ 2, 2£z^7, 

y = 0, — 1 < jc < 2, 2<z<7, direccion — j 


En los ejercicios 21 - 26, determine el flujo del campo F a traves de la 
porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 en el primer octante, en la direc- 
cion que se aleja del origen. 


21. F(jc, y, z) = zk 
23. F(jc, y, z) = yi - xj + k 
25. F(jc, y, z) = xi + yj ± zk 
xi + yj + zk 


26. F(*, y, z) = 


2 x 2 + y 2 + z 2 


22. F(jc, y, z) = -yi + xj 
24. F(jc, y, z) = zxi + zyj + 
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27. Calcule el flujo del campo F(.t, y, z ) = z 2 i + xj — 3zk hacia afuera, 
a traves de la superficie cortada en el cilindro parabolico z — 4 
- y 2 por los pianos x = 0, x = 1 y z = 0. 

28. Determine el flujo del campo F(x, y, z) — 4xi +4vj + 2k hacia 
afuera (alejandose del eje z), a traves de la superficie cortada en la 
parte inferior del paraboloide z — x 2 + y 2 por el piano z = 1. 

29. Sea S la porcion del cilindro y = e x en el primer octante que se 
proyecta de manera paralela al eje x sobre rectangulo R yz : 1 

£ys2, 0 £ z — 1 en el piano yz (vea la siguiente figura). 
Sea n el vector unitario normal a S que apunta hacia afuera del 
piano yz. Determine el flujo del campo F(x, y, z) — — 2i + 2yj + 
zk a traves de S en la direccion de n. 


z 



30. Sea S la porcion del cilindro y = In x en el primer octante, cuya 

proyeccion paralela al eje y sobre el piano xz es el rectangulo R xz : 
1 0 £ z £ 1. Sea n el vector unitario normal a S que 

apunta hacia afuera del piano xz. Determine el flujo de F = 2yj + 
zk a traves de S en la direccion de n. 

31. Determine el flujo hacia afuera del campo F = 2xyi + 2yzj + 2xzk, 
a traves de la superficie del cubo cortado en el primer cuadrante 
por los pianos x — a,y — a,z — a. 

32. Determine el flujo hacia afuera del campo F = xzi + yzj + k, a 
traves de la superficie de la region recortada en la esfera solida 
x 1 + y 2 + z 2 — 25 por el piano z = 3. 

Momentos y masas 

33. Centroide Determine el centroide de la porcion de la esfera x 2 
+ y 2 + z 2 — a 2 que esta en el primer octante. 

34. Centroide Determine el centroide de la superficie cortada del 
cilindro y 1 + z 2 = 9, z & 0, por los pianos x = 0 y x = 3 (seme- 
jante a la superficie del ejemplo 4). 



37. Capas esfericas 

a. Determine el momento de inercia con respecto al diametro de 
una capa delgada esferica de radio a y densidad constante d. 
(Trabaje con una capa hemisferica y duplique el resultado). 

b. Utilice el teorema del eje paralelos (ejercicios 15.5) y el re- 
sultado de la parte (a) para determinar el momento de inercia 
con respecto a una recta tangente a la capa. 

38. a. Conos con y sin helado Determine el centroide de la super- 

ficie lateral de un cono solido de radio base a y altura h (su- 
perficie del cono menos la base). 

b. Utilice la formula de Pappus (ejercicios 15.5) y el resultado 
de la parte (a) para determinar el centroide de la superficie 
completa de un cono solido (lado mas base). 

c. Un cono de radio a y altura h se une a un hemisferio de radio 
a para formar una superficie S que se asemeja a un cono de 
helado. Utilice la formula de Pappus y los resultados de la 
parte (a) y el ejemplo 5 para determinar el centroide S. (.Que 
tan alto debe ser el cono para colocar al centroide en el piano 
compartido por la base del hemisferio y el cono? 

Formulas especiales para el area 
de una superficie 

Si 5 es la superficie definida por una funcion z = f(x, y) que tiene 
primeras derivadas parciales continuas a traves de una region R xy en 
el piano xy (figura 16.49), entonces S tambien es la superficie de nivel 
F(x, y, z) = 0 de la funcion F(x, y, z) = f(x, y) — z ■ Tomando el vec- 
tor unitario normal a R^, como p = k se obtiene 


35. Capa delgada de densidad constante Calcule el centra de ma- 
sa y el momento de inercia y radio de giro con respecto al eje z de 
una capa delgada de densidad constante d cortada en el cono x 2 + 
y 2 - z 2 — 0 por los pianos z = 1 y z = 2. 

36. Superficie conica de densidad constante Determine el mo- 
mento de inercia con respecto al eje z de una capa delgada de 
densidad constante d cortada en el cono Ax 2 + 4y 2 — z 2 = 0, 
z & 0, por el cilindro circular x 2 + y 2 = 2x (vea la siguiente fi- 
gura). 


|VF| = I f x i + fy j - k| = 2 f 2 + f 2 + 1 
|VF-p| = \(f x i + f y j - k) k| = H| = 1 

.// wh dA = II 2 A 2 + /r 2 + Idxdy, (ID 

Rxy Rxy 
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De manera similar, el area de una superficie regular x = f(y, z) sobre 
una region R yz en el piano yz es 

A — JJ 2 f 2 + f z 2 + 1 dydz, (12) 

Ryz 

y el area de una superficie regular y = f(x, z) sobre una region R xz en 
el piano xz es 

A = jj 2 f x 2 + f z 2 + 1 dxdz. (13) 

Rxz 

Utilice las ecuaciones (11 )-( 13) para determinar el area de las superfi- 
cies de los ejercicios 39-44. 

39. La superficie cortada de la parte inferior del paraboloide z — x 2 + 
y 2 por el piano z = 3. 

40. La superficie cortada en la “nariz” del paraboloide x = 1 - y 2 - z 2 
por el piano yz. 

41. La portion del cono z — 2 x 2 + y 2 que esta sobre la region en- 
tre el crrculo jc 2 + y 2 = 1 y la elipse 9x 2 + 4y 2 = 36 en el piano xy. 
(Sugerencia: utilice las formulas de geometrfa para determinar el 
area de la region). 

42. El triangulo cortado del piano 2x + 6y + 3z — 6 por los pianos que 
acotan el primer octante. Calcule el area de tres formas, con cada 
una de las formulas de area 


Supeficiez= f(x,y ) 



FIGURA 16.49 Para una 
superficie z = f(x, y), la formula 
del area de la superficie en la 
ecuacion (3) toma la forma 

A = [ 2 f 2 + f y 2 + 1 dx dy. 


43. La superficie del primer cuadrante cortada del cilindro 
y = (2/3 )z 3 / 2 por los pianos x= 1 y y = 16/3 

44. La portion del piano y + z — 4 que se encuentra encima de la 
region cortada del primer cuadrante del piano xz por la parabola 

x = 4 - z 2 . 




Superficies parametrizadas 


Hemos definido las curvas en el piano de tres formas diferentes: 

Forma explfcita: y = f(x) 

Forma implfcita: F(x, y) = 0 

Forma vectorial parametrica: r(f) = /(f) i + g(f)j, a < f < b. 

Tenemos definiciones analogas para las superficies en el espacio: 

Forma explfcita: z. = f(x, y) 

Forma implfcita: F(x, y, z) = 0. 

Tambien hay una forma parametrica que proporciona la position de un punto en la super- 
ficie como una funcion vectorial de dos variables. Esta section amplfa el estudio del area y 
las integrales de superficie al caso de superficies descritas en forma parametrica. 


Parametrizaciones de superficies 

Sea 

r(w. y) = f(u, y)i + g(u, y)j + h(u, y)k (l) 

una funcion vectorial continua definida en una region R en el piano ity y uno a uno en el 
interior de R (figura 16.50). El rango de r es la superficie S definida o trazada por r. La 
ecuacion (1) junto con el dominio R constituyen una parametrizacion de la superficie. 
Las variables u y y son los parametros, y R es el dominio de los parametros. 
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v u= constante 




vector posicion de un punto de la superficie 

‘■y 


FIGURA 16.50 Una superficie 
parametrizada S expresada como funcion 
vectorial de dos variables definida en una 
region R. 


Para simplificar nuestro analisis, tomemos a R como el rectangulo definido por desigual- 
dades de la forma a < u < b, c < y < d. El hecho de que r sea uno a uno en el interior de 
R, garantiza que S no se cruce consigo misma. Observe que la ecuacion (1) es el equiva- 
lente vectorial de tres ecuaciones parametricas: 

x = f(u, y), y = g(u, y), z = h(u, y). 

EJEMPLO 1 Parametrizaci on de un cono 

Determinar una parametrizacion del cono 

z = 2 x 2 + y 2 , 0 < z < 1. 

Solution En este caso, las coordenadas cilfndricas proporcionan todo lo que necesita- 
mos. Un punto cualquiera ( x , y, z ) en el cono (figura 16.51) tiene x = r cos U, y = r sen U, 
y z — 2 x 2 + y 2 = r, con 0 < r < 1 yO s U<2p.Al hacer u = r y y = Uen la ecua- 
cion (1) se obtiene la parametrizacion 

r(r, u) = (rcos u)i + (rsen ll)j + rk, 0 £ r £ 1, 0 s u < 2p. 

EJ EMPLO 2 Parametrizacion de una esfera 

Determinar una parametrizacion de la esfera 2 + y 2 + z 2 = a 2 - 

Solucion Las coordenadas esfericas proporcionan lo que necesitamos. Un punto cual- 
quiera (x, y, z) en la esfera (figura 16.52) tiene x = a senf cos U, y = a senf sen U, y 
z = a cos f , 0 < f ^p,0^U<2p.Al hacer u = f y y = U en la ecuacion (1) se 
obtiene la parametrizacion 


r(f , u) = (a sen f cos ll)i + ( a sen f sen u)j + ( a cos f )k. 


0 - f 


p, 0 < U < 2p. 


Cono: z 



EJ EMPLO 3 Parametrizacion de un cilindro 

Determinar una parametrizacion del cilindro 

x 2 + (y - 3) 2 = 9, 0 < z < 5. 


Solucion En coordenadas cilfndricas, un punto (x, y, z) tiene x = r cos U ,y=r sen U, y 
Z = Z. Para los puntos del cilindro x 2 + (y — 3) 2 = 9 (figura 16.53), la ecuacion es la 
misma que la ecuacion polar de la base del cilindro en el piano xy: 

x 2 + (y 2 — 6y + 9) = 9 
r 2 — 6r sen U = 0 


El cono del ejemplo 1 

puede ser parametrizado utilizando r = 6 sen U, 0 S U < p 

coordenadas cilfndricas. 

Por lo tanto, un punto tfpico del cilindro cumple con 


x = r cos U = 6 sen U cos U = 3 sen 2u 
y = r sen U = 6 sen 2 U 


z = z. 
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I 

(x : y : z) = (a sen <)> cose, a sen sene, acos</>) 



FI GU R = 1 1 52 La esfera del ejemplo 2 
puede parametrizarse utilizando 
coordenadas esfericas. 


z Cilindro: x 2 + (y- 3) 2 = 9 

A O 


r= 6sene 



/ - - v 

r = 6sene 


El cilindro del ejemplo 3 
puede parametrizarse utilizando 
coordenadas cilmdricas. 


Tomando u = Uy y = z en la ecuacion (1) se obtiene la parametrizacion 

r(u, z) = (3 sen 2u)i + (6 sen 2 ll)j 4- zk, 0 < U < p, 0 < z < 5. 


Area de una superficie 

Nuestro objetivo es encontrar una integral doble para calcular el area de una superficie 
curva S, basada en la parametrizacion 

r(u, y) = f(u, y)i + g(u, y)j + h(u, y)k, a < m < /?, c ^ y ^ d. 

Necesitamos que S sea regular para la construction que haremos. La definicion de regula- 
ridad comprende las derivadas parciales de r con respecto a u y y: 

_ dr _ df . , d 8 . , dh, 

T u — T. — 1 + TT~ j + TT K 

du du du du 

_ dr _ 3/ . dg_. dh 

ry ay ay 1 + ay J + ay k - 


DEFINICION Superficie parametrizada regular 

Una superficie parametrizada r(«, y) = f(u, y)i + g{u , y)j + h{u , y)k es re- 
gular, si r„ y r y son continuas y r„ X r y nunca se anula en el dominio de los 
parametros. 


En la definicion de regularidad, la condicion de que r„ X r y nunca se anule significa 
que ambos vectores r„ y r y son distintos de cero y que nunca estan en la misma recta, de 
modo que siempre determinan un piano tangente a la superficie. 

Ahora considere un rectangulo pequeno A A„ y en R, con lados en las rectas 
u = uq, u = uq + Au, y = yo y y = yo + Ay (figura 16.54). Cada lado de AA„ y en R 
corresponde a una curva en la superficie S, y las cuatro curvas juntas acotan un “elemento 
de area curva” As „ y . Con la notacion de la figura, el lado y = yo corresponde a la curva 
Ci, el lado u = mq a C 2 , y su vertice comtin (mq, yo) en R a Pq en S , 


z 



FIGURA 16.54 Un elemento de area rectangular A A„ y en el piano uv se transforma en 
un elemento area de curva As „ y en S. 
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FI GU RA 1 6 . 5 5 Una ampliacion de un 
elemento de area de superficie As „ y . 


z 


P 0 



FIGURA 16.56 El paralelogramo 
determinado por los vectores Anr„ y Ayr y 
aproxima al elemento de area de la 
superficie As„ y . 


La figura 16.55 muestra una ampliacion de As „ y . El vector r u (ii( h y 0 ) es tangente a C\ 
en P 0 . De manera similar, r u (uo, yo) es tangente a C 2 en P () . Th e cross product r„ X I'y-hr 
normal to th e surfac e at Pq. (Aquf comenzamos a utilizar la hipotesis de que S es regular. 
Queremos garantizar que r„ X r y A 0.) 

Ahora aproximamos el elemento de superficie As„ y con el paralelogramo en el piano 
tangente, cuyos lados estan determinados por los vectores Aur u y Ayr y (figura 16.56). El 
area de este paralelogramo es 

| A«r„ X Ayr y | = |r„ X r y | Am Ay. (2) 

Una particion de la region R en el piano uv mediante regiones rectangulares A,4„ y ^ gene- 
ra una particion de la superficie S en elementos de area de superficie As „ y . Aproximamos 
el area de cada elemento de superficie As„ y mediante el area del paralelogramo de la 
ecuacion (2) y sumamos estas areas para obtener una aproximacion al area de S : 

x r vl Am Ay. (3) 

U y 

Como Am y Ay se aproximan a cero de manera independiente, la continuidad de r„ y r y 
garantiza que la suma de la ecuacion (3) se aproxime a la integral doble f f a \r u X r y | 
du dy. Esta integral doble define el area de la superficie S y concuerda con la definicion 
anterior de area, aunque es mas general. 


DEFINICION Area de una superficie regular 

El area de la superficie regular 

t(m, y) = /(m, y)i + g(u , y)j + h(u, y)k, a ^ n ^ b, c s y < d 


es 


A = 



| r„ X r y | du dy. 


(4) 


Como en la seccion 16.5, podemos abreviar la integral de la ecuacion (4), si escribi- 
mos ds en lugar de | r„ X r y | du dy. 


Diferencial del area de una superficie y formula diferencial para el area de 
una superficie 


ds = | r„ X r y | du dy 



Diferencial Formula diferencial para 

de area el area de la superficie 


(5) 


EJ EMPLO 4 Determinar el area de una superficie (cono) 

Determine el area de la superficie del cono del ejemplo 1 (figura 16.51). 

Solucion En el ejemplo 1 encontramos la parametrizacion 

r (r, ll) = (rcos u)i + (rsen u)j + rk, 0 £ r £ 1, 0 £ U< 2p. 
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Para aplicar la ecuacion (4), primero determinamos r r X r u : 


r,. X r u 


i j k 

cos U sen U 1 
— rsenU rcosU 0 


= — (rcos u)i — (r sen u)j + (rcos 2 U + rsen 2 u)k. 


Asl, | r f . X r u | = 2 r 2 cos 2 U + r 2 sen 2 U + r 2 = 2 2 r 2 = 2 2 r. El area del cono es 
r 2 p r i 

A = I I |r r X r u | drdu uacion (4) con u = r. y = u 

f 2p 2 2 2 2 

2 2 r dr dU = / — — du = —^—(2p) = p2 2 unidades cuadradas. 


/ o Jo 
rip r l 

/ 0 Jo 


EJ EMPLO 5 Determinar el area de la superficie (esfera) 

Determinar el area de la superficie de una esfera de radio a. 

Utilizamos la parametrizacion del ejemplo 2: 
r(f , ll) = {a sen f cos u)i + ( a sen f sen ll)j + ( a cos f )k, 
0 < f < p, 0 < U < 2p. 


Para rf X r u , obtenemos 


Asl, 


rf X r u 


j 


k 


a cos f cos U a cos f sen U —a sen f 
—a sen f sen U a sen f cos U 0 

(a 2 sen 2 f cos Ul)i + (a 2 sen 2 f sen ll)j + (a 2 senf cos f )k. 


| rf X r u | = 2 a 4 sen 4 f cos 2 U + a 4 sen 4 f sen 2 U + a 4 sen 2 f cos 2 f 

= 2 fl 4 sen 4 f + a 4 sen 2 f cos 2 f = 2 a 4 sen 2 f (sen 2 f + cos 2 f ) 
= a 2 2sen 2 f =a 2 senf. 


pues sen sen f > 0 cuando 0 ^ f < p . Por lo tanto, el area de la esfera es 
rip r p 


A = 


a 2 sen f df dU 


lo Jo 
rip 


lo 


rip 

dU = l 2 a 1 dU = 4p a 2 units squared. 


— a 2 cos f 

Esto concuerda con la conocida formula para el area de la superficie de una esfera. 


Integrates de superficie 

Una vez que encontramos la formula para calcular el area de una superficie parametrizada, 
podemos integrar una funcion sobre la superficie, utilizando la forma parametrizada. 
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DEFINICION Integral de una superf icie parametrizada 

Si S es una superficie regular definida en forma parametrica como r ( m, y) = 
f(u, y)i + g(u, y)j + h(u, y)k, a < u < b, c < y < d, y G(x, y, z ) es una fun- 
cion continua definida en S, entonces la integral de G sobre S es 


G(x, y, z ) ds 



G(f(u, y), g(u , y), h{u , y))|r„ X r y | du dy. 


EJ EMPLO 6 I ntegracion sobre una superficie definida en forma parametrica 

Integrar G(x, y, z) = x 2 sobre el cono z = 2 x 2 + /, 0 < z < 1. 


Continuando con el trabajo de los ejemplos 1 y 4, tenemos | r r X r u | 

/ f (r 2 cos 2 u)(2 2r)drdU 

lo Jo x = r cos u 

_ rzp r i 

„3 — ,,2 , 


= 2 2ry 


x 2 d5 = 


= 22 I r i cos 1 Udr dU 
Jo Jo 


2 2 f 2p 2 , 2 2 

— / cos"Uz/U=— 


^ sen 2tl 


2P = P2 2 
o ^ 


z 



FIGURA 16.57 Calculo del flujo a traves 
de la superficie de un cilindro parabolico 
(ejemplo 7). 


EJ EMPLO 7 Calculo del flujo 

Determinar el flujo de F = yz\ + x] — z 2 k hacia afuera a traves del cilindro parabolico 
y = x 2 , 0 s x s l,0<z<4 (figura 16.57). 


Solucion En la superficie tenemos x = x, y = x 2 , y z = Z, asf que automaticamente te- 
nemos la parametrizacion r(x, z) = xi + x 2 j + zk, 0 < x < 1,0 < z < 4. El producto 
cruz de los vectores tangentes es 


r x X r, = 


i j k 

1 2x 0 

0 0 1 


= 2xi - j. 


El vector unitario normal exterior a la superficie es 

r x X r ~ _ 2xi - j 
|r,Xr : | 2 4x 2 + 1 

En la superficie, y = x 2 , de modo que el campo vectorial aquf es 


Asf, 


F = yzi + xj - z 2 k = x 2 zi + xj - z 2 k. 


F n = — ===== ((x 2 z)(2x) + (x)(— 1) 4- ( z 2 )(0)) 
2 4x 2 + 1 

2x 3 z — x 


2 4x 2 + 1 ' 
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El flujo de F hacia afuera a traves de la superficie es 


F • n ds = 


4 rl r, 3 

' Lx z — x 
o Jo 2 4x 2 + 1 


r t X r,| dxdz 


4 rl ~ 3 

' 2 X Z — X a _2 


/ o Jo 2 4x 2 + 1 

44 /-l 

(2x 3 z — x) dx dz = 


2 4x 2 + 1 dx dz 


/ o Jo 

f 


1 

2 1 


1 

4 


r 

1 4 1 2 

L 

2 X Z ~ 2 X _ 

1 

4 

1) 2 


_ 

0 




x=0 



= i(9)-|(D = 2. 

EJ EMPLO 8 Calculo de un centra de masa 

Determinar el centro de masa de una capa delgada de densidad constante d, cortada en el 
cono z — 2 x 2 + y 2 por los pianos z = 1 y z = 2 (figura 16.58). 

Solucion La simetria de la superficie con respecto al eje z nos dice que x = v = 0 . Ve- 
mos que z = M xy /M . Si trabajamos como en los ejemplos 1 y 4, tenemos 

r(r, u) = r cos Ui + rsen Uj + rk, l<r<2, 0^u< 2p, 


FIGURA 16.58 El cono truncado que se 

forma cuando el cono z = 2 x 2 + y 2 es |r r X r u | = 2 2 r. 

cortado por los pianos z = 1 y z = 2 

(ejemplo 8). Por lo tanto, 


M = // d dS = 


c 2p 42 


d2 2r dr dU 


- r op 

= d2 2 / 


/ o 


= d2 2 


3u 

2 


2 

2P 


/ 0 Jl 
12 


_ n p 

du= 62 2 


Ji 


2 - 2 \dU 


= 3pd2 2 


= II cb ds = 


rip r 2 


dr 2 2rdrdU 


/ o J 1 


_ r 2 p rl 


= 62 2, 


'■ dr dU = 62 2 


I o J 1 

/*2p 


r 

V 3 ' 

Jo 

3 


Ju 


= 62 2 I = y pd2 2 


10 


z = 


M xy 

M 


14pd2 2 _ 14 


3(3pd2 2) 


9 ■ 


El centro de masa de la capa es el punto (0, 0, 14/ 9). 
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EJ ERCICIOS 16.6 

Determination de parametrizaciones para 
superficies 

En los ejercicios 1-16, determine una parametrizacion para la superfi- 
cie. (Hay muchas formas correctas para hacerlo, asi que sus respuestas 
pueden no coincidir con las que aparecen en la ultima parte del libro.) 

1. El paraboloide z — x 2 + y 2 , z £ 4 

2. El paraboloide z — 9 — x 2 — y 2 , z & 0 

3. Cono truncado La portion del primer octante del cono z = 
2 x 1 + y 2 /2 entre los pianos z = 0 y z = 3 

4. Cono truncado La portion del cono z — 22 x 2 + y 2 entre los 
pianos z = 2 y z = 4 

5. Region esferica La region de la esfera x 2 + y 2 + z 2 — 9 cor- 
tada por el cono z = 2 x 2 + y 2 

6. Region esferica La region de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 en el 
primer octante, entre el piano xy y el cono z = 2 x 2 + y 2 

7. Banda esferica La portion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 3 en- 
tre los pianos z = 2 3/2 y z— ~ 2 3/2 

8. Region esferica La portion superior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 
= 8 cortada por el piano z = — 2 

9. Cilindro parabolico entre pianos La superficie del cilindro 
parabolico z — 4 — y 2 cortada por los pianos x = 0, x = 2 , y 

z = 0 

10. Cilindro parabolico entre pianos La superficie del cilindro 

parabolico y = x 2 cortada por los pianos z = 0, z = 3yy = 2 

11. Banda del cilindro circular La portion del cilindro y 2 + z 2 = 
0 entre los pianos x = 0 y x = 3 

12. Banda del cilindro circular La portion del cilindro x 2 + z 2 = 
4 por encima del piano xy, entre los pianos y=— 2yy = 2 

13. Plano inclinado dentro de un cilindro La portion del piano x 

+ y + z= l X + y + Z = 1 

a. Dentro del cilindro x 2 + y 2 = 9 

b. Dentro del cilindro y 2 + z 2 = 9 

14. Plano inclinado dentro de un cilindro La portion del piano 

x - y + 2z = 2 

a. Dentro del cilindro x 2 + z 2 = 3 

b. Dentro del cilindro y 2 + z 2 = 2 

15. Banda cilindrica circular La portion del cilindro (x — 2) 2 + 

z 2 = 4 entre los pianos y = 0 y y = 3 

16. Banda cilindrica circular La portion del cilindro y 2 + 
(z — 5) 2 = 25 entre los pianos x = 0 y x = 10 

Areas de superficies parametrizadas 

En los ejercicios 17-26, utilice una parametrizacion para expresar el 
area de la superficie como una integral doble. Despues evalue la inte- 


gral. (Hay muchas formas correctas para establecer las integrales, asi 
que estas pueden no ser iguales a las que aparecen en la ultima parte 
del libro. Sin embargo, deben tener el mismo valor.) 

17. Plano inclinado dentro del cilindro La portion del piano 
y + 2z = 2 dentro del cilindro x 2 + y 2 = 1 

18. Plano dentro del cilindro La portion del piano z = —x dentro 
del cilindro x 2 + y 2 = 4 

19. Cono truncado La portion del cono z — 22 x 2 + y 2 entre los 
pianos z = 2 y z = 6 

20. Cono truncado La portion del cono z = 2 x 2 + y 2 /3 entre 
los pianos z = 1 y z = 4/3 

21. Banda cilindrica circular La portion del cilindro x 2 + y 2 — 1 
entre los pianos z = 1 Yz = 4 

22. Banda cilindrica circular La portion del cilindro x 2 + z 2 = 
10 entre los pianos y = — l y y — 1 

23. Region parabolica La capa del paraboloide z — 2 — x 2 — y 2 
cortada por el cono z — 2 x 2 + y 2 

24. Banda parabolica La portion del paraboloide z — * 2 + y 2 en- 
tre los pianos z = 1 y z = 4 

25. Esfera rebanada La portion inferior de la esfera * 2 + y 2 + z 2 
= 2 cortada por el cono z = 2 x 2 + y 2 

26. Banda esferica La portion de la esfera .* 2 + y 2 + z 2 = 4 en- 
tre los pianos z = — 1 y z=23 

Integrales sobre superficies parametrizadas 

En los ejercicios 27- 34, integre la funcion dada sobre la superficie 
correspondiente. 

27. Cilindro parabolico G(x, y, z) = *, sobre el cilindro paraboli- 

co y = r 2 , 0 £ r £ 2, 0 £ z s 3 

28. Cilindro circular G(x, y, z) = z, sobre la superficie cilindrica 
y 2 + z 2 = 4,z>0,l£t£4 

29. Esfera G(x,y,z) = * 2 , sobre la esfera unitaria x 2 + y 2 + z 2 = 1 

30. Hemisferio G(*, y, z) = z 2 , sobre el hemisferio x 2 + y 2 + 

z 2 = a 2 , z & 0 

31. Portion del piano F(x, y, z) — z, sobre la portion del piano * + 
y + z — 4 que descansa sobre el cuadrado 0^*£ 1,0 £y £ 1, 
en el piano xy 

32. Cono F{x,y,z) = z — x, sobre el cono z = 2 * 2 + y 2 , 
0 < z < 1 

33. Domo parabolico H(x, y, z) — x 2 2 5 — 4z, sobre el domo pa- 
rabolico z = 1 — x 2 — y 2 , z — 0 

34. Region esferica H(x, y, z) = yz, sobre la parte de la esfera x 2 + 
y 2 + z 2 = 4 que se encuentra bajo el cono z = 2 x 2 + y 2 
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Flujo a traves de superficies parametrizadas 

En los ejercicios 35-44, utilice una parametrizacion para determinar el 
flu j 0 i/s F • n ds a traves de la superficie en la direccion dada. 

35. Cilindro parabolico F = z 2 i + xj — 3zk hacia afuera (normal 
alejandose del eje x ) a traves de la superficie del cilindro parabo- 
lico z = 4 — y 2 cortada por los pianos x = 0, x = 1 , y z = 0 

36. Cilindro parabolico F = x 2 j — xzk hacia afuera (normal ale- 
jandose del piano yz) a traves de la superficie del cilindro parabo- 
lico y = x 2 , — 1 < x ^ 1 , cortada por los pianos z = 0 y z = 2 

37. Esfera F = zk a traves de la porcion de la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = a 2 en el primer octante en la direccion que se aleja del origen 

38. Esfera F = xi + yj + zk a traves de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 
a 2 en la direccion que se aleja del origen 

39. Plano F = 2xyi + 2vzj + 2xzk hacia arriba, a traves de la por- 
cion del piano x + y + z — 2a que se encuentra sobre el cuadra- 
do 0 s r s a, 0 s y s a , en el piano xy 

40. Cilindro F = xi + yj + zk hacia afuera a traves de la porcion 
del cilindro x 2 + y 2 = 1 cortada por los pianos z = 0yz = a. 

41. Cono F = xyi — zk h acia afue ra (normal alejandose del eje z) 
a traves del cono z = 2 i ! + v 2 , 0 £ z £ 1 

42. Cono F = y 2 i + xzj — k ha cia afuera (normal alejandose del 
eje z) a traves del cono z = 22 r 2 + y 2 , 0 £ z £ 2 

43. Cono truncado F = — xi — yj + z 2 k hacia afuera (normal 
alejandose del eje z) a traves de la porcion del cono z — 2 x 2 + y 2 
entre los pianos z = 1 y z = 2 

44. Paraboloide F = 4xi + 4yj + 2k hacia afuera (normal alejan- 
dose del eje z) a traves de la superficie cortada de la parte inferior 
de la paraboloide z = x 2 + y 2 por el piano z — 1 

Momentos y masas 

45. Determine el centroide de la porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 
que se encuentra en el primer octante. 

46. Determine el centra de masa, el momento de inercia y el radio de 
giro con respecto al eje z de una capa delgada de densidad cons- 
tante d cortada del cono x 2 + y 2 — z 2 = 0 por los pianos z — 1 y 
Z = 2. 

47. Determine el momento de inercia con respecto al eje z de una ca- 
pa esferica delgada x 2 + y 2 + z 2 — a 2 de densidad constante d. 

48. Determine el momento de in ercia con respecto al eje z de una ca- 
pa conica delgada z = 2 x 2 + y 2 ,0 £ z£ 1, de densidad 
constante d. 

Pianos tangentes a superficies parametrizadas 

El piano tangente al punto Po(f(uo, Yo), g(« o, Yo), h(uo, yo)) en una 
superficie parametrizada r (u, y) = f(u, y)i + g(w, y)j + h(u, y)k 
es el piano que pasa por P 0 normal al vector r tl (uo, Yo) x ty{uo, Yo ), 
el producto cruz de los vectores tangentes r„(wo> Yo) y 
r y( M o> Yo) en Po- en Po- En los ejercicios 49-52, encuentre una ecua- 
cion para el piano tangente a la superficie en P 0 . Despues encuentre 
una ecuacion cartesiana para la superficie y dibuje juntos a la superfi- 
cie y al piano tangente. 


49. Cono El cono r(r, u) = (r cos u)i + (r sen u)j + rk, r > (), 
0 £ U £ 2p en el punto Pq( 2 2, 2 2, 2) correspondiente a 
(r, U) = (2, p/4) 

50. Hemisferio La superficie del hemisferio r(f , u) = (4 senf cos u)i 
+ (4 sen f sen u)j + (4 cos f )k, 0 < f < p/2, 0 < U < 2p, 
en el punto Po( 2 2, 2 2,22 3) correspondiente a (f , u) = 
Cp/6, p/4) 

51. Cilindro circular El cilindro circular r(u, z) = (3 sen2u)i + 
(6sen 2 u)j + zk,0 £ U£ p, en el punto 7*0(32 3/2, 9/2, o) 
correspondiente a (u, z) = (p/3, 0) (Vea el ejemplo 3.) 

52. Cilindro parabolico La superficie del cilindro parabolico 

r(x, y) = xi + yj - x 2 k, -oo < x < oo, -oo < y < oo, en 
el punto FoU, 2,-1) correspondiente a (x, y) = (1, 2) 

Mas ejemplos de parametrizaciones 

53. a. Un torn de revolution (dona) se obtiene al girar un circulo C 

en el piano xz alrededor del eje z en el espacio. (Vea la si- 
guiente figura.) Si C tiene un radio r > 0 y su centra es ( R , 

0, 0), muestre que la parametrizacion del toro es 

r(u, y) = (( R + rcos«)cosy)i 

+ ()R + rcosw)seny)j + (rsen«)k, 

donde 0£w<2py0^y£2p son los angulos en la 
figura. 

b. Muestre que la superficie del toro es A = 4p 2 Fr. A = 4p 2 Fr. 
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54. Parametrizacion de una superficie de revolucion Suponga que 
la curva parametrizada C: (flu), g(u)) gira alrededor del eje x, 
donde g(u) > 0 para a < m < . 

a. Muestre que 

r(u, y) = f(u)i + (g(w)cos y)j + (g(w)sin y)k 

es una parametrizacion de la superficie de revolucion resul- 
tante, donde 0 s y < 2p es el angulo del piano xy al punto 
r (u, v) en la superficie. (Vea la siguiente figura.) Observe que 
flu) mide la distancia a lo largo del eje de revolucion y g(u) 
mide la distancia al eje de revolucion. 


y 



b. Encuentre una parametrizacion para la superficie obtenida al 
girar la curva x = y 2 , y & 0 , alrededor del eje x. 

55. a. Parametrizacion de un elipsoide Recuerde la parametri- 
zacion x = a cos U, y = b sen U, 0 £ U s 2p de la elipse 
(x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = 1 (Seccion 3.5, ejemplo 13). Use los 
angulos U y f en coordenadas esfericas para mostrar que 

r(u f ) = (a cos Ucos f )i + (b sen Ucos f )j + (c sen f )k 

es una parametrizacion del elipsoide (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) + 
(z 2 /c 2 ) = 1. 

b. Escriba una integral para el area de la superficie del elipsoide, 
pero no evalue la integral. 

56. Hiperboloide de una hoja 

a. Encuentre una parametrizacion para el hiperboloide de una 
hoja x 2 + y 2 — z 2 = 1 en terminos del angulo U asociado al 
circulo x 2 + y 2 = r 2 y el parametro hiperbolico u asociado 
con la funcion hiperbolica r 2 — z 2 = 1. (Vea la seccion 7.8, 
ejercicio 84). 

b. Generalice el resultado de la parte (a) al hiperboloide 
CrV) + (y 2 /b 2 ) - (z 2 /c 2 ) = 1. 

57. ( Continuacion del ejercicio 56.) Encuentre una ecuacion cartesia- 
na para el piano tangente al hiperboloide x 2 + y 2 — z 2 = 25 en 
el punto ( x 0 , y 0 , 0), donde xq 2 + y q 2 = 25. 

58. Hiperboloide de dos hojas Encuentre una parametrizacion del 
hiperboloide de dos hojas (z 2 /c 2 ) — ( x 2 /a 2 ) — ( y 2 /b 2 ) = 1. 
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FIGURA 16.59 El vector circulacion en 
el punto P en un piano en un flujo 
tridimensional. Observe la relacion de 
mano derecha hacia la recta de circulacion. 


Como vimos en la seccion 16.4, la densidad de circulacion o componente rotacional de 
un campo de dos dimensiones F = Mi + Nj en el punto (x, y) queda descrita por la can- 
tidad escalar (dN/dx — dM/dy). En tres dimensiones, la circulacion alrededor de un punto 
P en el piano queda descrita por un vector. Este vector es normal al piano de circulacion 
(figura 16.59), y apunta en la direccion que da una relacion de mano derecha a la recta de 
circulacion. La longitud del vector da la tasa de giro del fluido, que por lo general varfa 
cuando el piano de la circulacion se inclina con respecto a P. Se puede ver que el vector 
de mayor circulacion en un flujo con campo de velocidades F = Mi + Nj + Pk es el 
vector rotacional 


rot F = 



dN\ (m 
dz J V dz 





( 1 ) 


Obtenemos esta informacion del teorema de Stokes, que es la generalizacion, al espacio, 
de la forma de circulacion rotacional del teorema de Green. 

Observe que (rot F) • k = (dN/dx — dM/dy) es consistente con nuestra definicion de 
la seccion 16.4, cuando F = M(x, y)i + N(x, y)j. Con frecuencia, la formula para el rota- 
cional de F en la ecuacion (1) se escribe utilizando el operador simbolico 


V = 


. d . d . d 

1 y h j y— + k tt . 

dx dy dz 


( 2 ) 
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(El sfmbolo V se pronuncia “nabla.”) El rotacional de F es V X F : 


V X F 


i 

j 

k 

d_ 

d_ 

d^ 

dx 

dy 

dz 

M 

N 

P 



fV + (¥ -f-V 

dz J \dz dx \dx dy J 


= rot F. 


rot F = V X F 


(3) 


EJ EMPLO 1 Como determinar el rotacional de F 
Determinar el rotacional de F = (x 2 — v ) i + 4?j 4- x 2 k. 

Solucion 

ro t F = V X F 

j k 

d_ J/ 

dy dz 

4z x 2 

= ~ ~ (i (x2) -lz ix2 ~ y) ) j 


d_ 

dx 


+ (ic i4z) ~ iy ix2 ~ 

= (0 - 4)i - (lx - 0)j + (0 + l)k 
= — 4i — 2xj + k 


Como veremos, el operador V tiene varias aplicaciones. Por ejemplo, cuando se apli- 
ca a una funcion escalar/(x, v, z), nos da el gradiente de/: 



FIGURA 16.60 La orientation de la 
curva Ionite C da una relation de mano 
derecha del campo normal n. 


V/ 


df df df 

— i j L : j L \r 

dx dy* dz 


Este puede leerse ahora como “nabla/” o “gradiente de/”. 


Teorema de Stokes 

El teorema de Stokes dice que, bajo condiciones que por lo general se cumplen en la prac- 
tica, la circulation de un campo vectorial alrededor de la frontera de una superficie orien- 
tada en el espacio, en el sentido contrario al de las manecillas con respecto al campo vec- 
torial unitario n normal a la superficie (figura 16.60), es igual a la integral del componente 
normal del rotacional del campo sobre la superficie. 
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TEOREMA 5 Teorema de Stokes 

La circulation de un campo vectorial F = Mi + Nj + Pk alrededor de la fron- 
tera C de una superficie orientada S, en el sentido contrario al de las manecillas 
de un reloj con respecto al vector unitario n normal a la superficie, es igual a la 
integral de V X F • n sobre S. 


Fdr = 


V X F-ndS 


Circulation en sentido Integral del rotacional 
contrario al de las 
manecillas del reloj 


(4) 


Observe en la ecuacion (4) que, si dos superficies orientadas de manera diferente, .S' | y 
S 2 , tienen la misma frontera C, las integrales de los rotacionales son iguales: 



X F • ni t/S 



X F * 1 I 2 dS . 


Si 


s 2 



Ambas integrales son iguales a la integral de circulation en sentido contrario al de las 
manecillas, del lado izquierdo de la ecuacion (4), mientras que los vectores unitarios nor- 
males y n 2 orientan correctamente las superficies. 

De manera natural, necesitamos algunas restricciones matematicas en F, C y S para 
garantizar la existencia de las integrales en la ecuacion de Stokes. Las restricciones usua- 
les son que todas las funciones, campos vectoriales y sus derivadas, sean continuas. 

Si C es una curva en el piano xy, orientada en sentido contrario al de las manecillas, y 
R es la region en el piano xy acotada por C, entonces dS = dxdyy 


(V X F)-n = (V X F) • k 


dN _ dM \ 
dx dy J 


Bajo estas condiciones, la ecuacion de Stokes es 


/ 


F-r/r 




dxdy, 


FI GUP A 16:61 Comparacion del teorema 
de Green y el teorema de Stokes. 


que es la forma circulation rotacional de la ecuacion en el teorema de Green. Retiproca- 
mente, al invertir estos pasos podemos rescribir la forma circulation rotacional del teorema 
de Green para campos de dos dimensiones con la notation como 


F-dr = 


V X F • k dA. 


(5) 


Vea la figura 16.61. 

EJ EMPLO 2 Verif icaci on de la ecuacion de Stokes para un hemisferio 

Evaluar la ecuacion (4) para el hemisferio S: x 2 + y 2 + z 2 = 9, z ^ 0, su circunferencia 
frontera C: x 1 + y 2 = 9, z = 0, y el campo F = yi — xj. 
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Solution Calculamos la circulacion en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
alrededor de C (visto desde arriba), utilizando la parametrizacion r(ll) = (3 cos ll)i + 
(3 sen u)j, 0 < U < 2p : 


dr = (—3 sen Udu)i + (3 cos ll£/u)j 
F = yi — vj = (3 sen u)i — (3 cos u)j 
F • dr = —9 sen 2 UdU — 9 cos 2 U<iU = —9 dU 

n p 


F-dr = 


-9 d U = — 18p. 


Para la integral del rotacional de F, tenemos 
V X F = 


ap _ m 

dy dz 


+ 


'H 


m dP\ , (dN dM 
dx dy 


dz dx 

= (0 - 0)i + (0 - 0)j + (-1 - l)k = -2k 

xi + _vj + zk xi + yj + zk 


2 x 2 + y 2 + z 2 


dS = ^ dA 


2z 3 


V X F • n dS = —^^dA = —2 dA 


Normal unitario exterior 


Seccion 16.5, ejemplo 5, 
con a = 3 


V X F • n ds = 


—2 dA = — 18p. 


p+y 2 < 9 


La circulacion alrededor del cfrculo es igual a la integral del rotacional sobre el hemisfe- 
rio, como debe ser. 


z 



EJ EMPLO 3 Calculo de la circulacion 

Determinar la circulacion del campo F = (jl 2 — y)i + 4’j + ,r 2 k alrededor de la curva C 
en que el piano z = 2 corta al cono z = 2 x 2 + y 2 , en sentido contrario a las manecillas 
del reloj, visto desde arriba (figura 16.62). 

Solucion El teorema de Stokes nos permite encontrar la circulacion, integrando sobre 
la superficie del cono. El hecho de recorrer C en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj visto desde arriba, corresponde a tomar la normal interior n al cono, la normal 
con un componente positivo. 

Parametrizamos el cono como 

r(r, ll) = (rcos u)i + (rsen ll)j + rk, 0 s r < 2, 0 s u< 2p. 

Entonces tenemos que 

r r X r u —(rcos u)i — (r sen u)j + rk 

n = = zz Seccion 16.6, 

|r,. X r u | r 2 2 ejemplo 4 


FIGURA 16.62 La curva C y el cono S 
del ejemplo 3. 
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dS = r2 2 dr dU 
V X F = — 4i — 2xj + k 

= — 4i — 2 r cos Uj + k. 
De acuerdo con lo anterior. 


Section 16.6, ejemplo 4 

Ejemplo 1 
x = r cos U 


V X F • n = — — ( 4 cos U + 2 r cos U sen U + 1 
2 2 


1 

2 2 


4 cos U + r sen 2u + 1 


y la circulacion es 


/ 


F-c/r 


VXF-nds 


Stokes’ Theorem, Equation (4) 



1 

2 2 


4 cos U + r sen 2u + 1 


(r 2 2 drduj 


4p. 


Interpretation de V x F mediante la rueda con paletas 

Suponga que v(x, y, z) es la velocidad de un fluido en movimiento cuya densidad en (x, y, 
z) es d(x, y, z), y sea F = dv . Entonces 

j>¥-dr 

c 

es la circulacion del fluido alrededor de la curva cerrada C. Por el teorema de Stokes, la 
circulacion es igual al flujo de V X F a traves de una superficie S acotada por C: 


Fdr = 


V X F • n dS . 


Suponga que fijamos un punto Q en el dominio de F y una direccion u en Q. Sea C un cfr- 
culo de radio r , con centra en Q, cuyo piano es normal a u. Si V X F es continuo en Q, el 
valor promedio del componente u de V X F sobre el disco circular S acotado por C, se 
aproxima al componente u de V X F en Q cuando r 0: 


(V X F • u)n = lfm ti— / / V X F • u dS . 

p-*o pr~JJ 

s 

Si reemplazamos la integral de superficie de esta ultima ecuacion por la circulacion, obte- 
nemos 


(V X F • u)n = lfm XD F • dr. (6) 

p-opr-/ 

c 

El lado izquierdo de la ecuacion (6) tiene su valor maximo cuando u es la direccion de 
V X F. Cuando r es pequeno, el I finite del lado derecho de la ecuacion (6) esta dado apro- 
ximadamente por 



F • dr. 
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RotF 



FIGURA 16.63 Interpretation del 
rotacional de F mediante una rueda con 
paletas 


z 



X 


FI GU RA 1 64 Un flujo rotacional 
estable paralelo al piano xy , con velocidad 
angular constante V en direction positiva 
(sentido contrario al de las manecillas de 
un reloj; ejemplo 4). 


que es la circulacion alrededor de C dividida entre el area del disco (densidad de circula- 
cion). Suponga que una rueda pequena con paletas de radio r se introduce en el fluido en 
Q, con su eje dirigido a lo largo de u. La circulacion del fluido alrededor de C afectara 
la tasa de giro de la rueda con paletas. La rueda girara mas rapidamente cuando la integral 
de circulacion se maximice, y por lo tanto, girara mas rapidamente cuando el eje de la rueda 
con paletas apunte en la direccion V X F (figura 16.63). 

EJ EMPLO 4 Relacion de V X F con la densidad de circulacion 

Un fluido de densidad constante alrededor del eje z con velocidad v = v(— yi + xj), don- 
de V es una constante positiva llamada velocidad angular de rotation (figura 16.64). Si 
F = v, determine V X F y relacione esto a la densidad de circulacion. 

Solucion Con F = v = — Vyi + Vxj, 


V X F 


dy dz ) \ dz dx ) \dx dy J 


= (0 - 0)i + (0 - 0)j + (V - (-v))k = 2vk. 


Por el teorema de Stokes, la circulacion de F alrededor del tirculo C de radio r que acota a 
un disco S en un piano normal a V X F , digamos el piano xy, es 


Asl, 


F • dr = V XF-ndS = // 2vkk dxdy = (2v)(pr z ). 


(V X F)-k = 2v 



F • dr. 


cconsistente con la ecuacion (6) cuando u = k. 

EJ EMPLO 5 Aplicacion del teorema de Stokes 

Utilizar el teorema de Stokes para evaluar fc F • dr, si F = xzi + xyj + 3xzk y C es la 
frontera de la porcion del piano 2x + y + z = 2 en cl primer octante, recorrida en el sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj, vista desde arriba (figura 16.65). 


Solucion El piano es la superficie de nivel f(x, y, z) = 2 de la funcion /(x, y, z) = 2x + 
y + z. El vector unitario normal 


V/ 

I V/| 


(2i + j + k) 
1 2i + j + k | 


1 

2 6 


2i + j + k 


es consistente con el movimiento en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alre- 
dedor de C. Para aplicar el teorema de Stokes, encontramos 


rot F = V X F = 


i J k 

AAA 

dx dy dz 

xz xy 3 xz 


En el piano, z es igual a 2 — 2x — y, de modo que 


(x - 3z)j + yk. 


V X F = (x — 3(2 — 2x — y))j + yk = (7x + 3y — 6)j + yk 
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Z 



FIGURA 16.65 La superficie plana del 
ejemplo 5. 


1 


2 6 


V X F • n = — = I lx + 3y — 6 + y I = — = I lx + 4y — 6 


1 


2 6 


El elemento de area de la superficie es 


l v /l ,, 2 6 ,, 

dS = , _ - , , dA = — j — dxdy. 

I V/ - k | 1 


La circulation es 


F • dr = JJ V X F • n ds Teorema de Stokes, ecuacion (4) 
C S 


1 r 2-2x 


— - — ( lx + 4y — 6 ) 2 6 dy dx 
Jo Jo 2 6 


E 



FIGURA 16.66 Parte de una superficie 
poliedrica. 


1 r 2-2x 


[lx + 4y — 6) dy dx = — 1 . 


Demostracion del teorema de Stokes para superficies poliedri cas 

Sea S una superficie poliedrica que consta de un numero finito de partes o regiones pla- 
nas. (Para un ejemplo, vea la figura 16.66.) Aplicamos el teorema de Green a cada parte de 
S. Existen dos tipos de partes: 

1. Aquellas rodeadas en todos sus lados por otras partes 

2. Aquellas que tienen una o mas aristas no adyacentes a otras partes. 

La frontera A de S consta de aquellas aristas de las partes del tipo 2 que no son adyacentes 
a otras partes. En la figura 16.66, los triangulos EAB, BCE y CDE representan una parte 
de S, con ABCD como parte de la frontera A. Aplicamos el teorema de Green a los tres 
triangulos y sumamos los resultados, para obtener 



Las tres integrales de lrnea del lado izquierdo de la ecuacion (7) se combinan en una inte- 
gral de lfnea alrededor del perfmetro ABCDE, ya que las integrales a lo largo de los seg- 
mentos interiores se cancelan por pares. Por ejemplo, la integral a lo largo del segmento 
BE del triangulo ABE tiene signo opuesto a la integral a lo largo del mismo segmento del 
triangulo EBC. Lo mismo se cumple para el segmento CE. De aqui que la ecuacion (7) se 
reduce a 


F-dr = 

ABCDE ABCDE 


V X F • n ds . 


A1 aplicar el teorema de Green a todas las partes y al sumar los resultados, obtenemos 


F-dr 


V X F • n ds . 


A 


S 
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Este es el teorema de Stokes para una superficie poliedrica S. El lector puede encontrar de- 
mostraciones para superficies mas generales en textos de calculo avanzado. 


El teorema de Stokes para superficies con agujeros 

El teorema de Stokes puede aplicarse a una superficie orientada S con uno o mas agujeros 
(figura 16.67), de una forma analoga a la extension del teorema de Green: la integral de 
superficie sobre S, del componente normal V X F, es igual a la suma de las integrales de 
lrnea en todas las curvas frontera del componente tangencial de F, donde las curvas se tra- 
zan en la direccion inducida por la orientacion de S. 


FIGURA 16.67 El teorema de Stokes 

tambien se cumple para superficies d id .d ... 

onentadas con agujeros. La siguiente identidad surge con frecuencia tanto en matematicas como en las ciencias 

ffsicas. 


curl grad / = 0 or V X V/ = 0 


( 8 ) 


Esta identidad se cumple para cualquier funcion fix, y, z), cuyas segundas derivadas 
parciales sean continuas. La demostracion es como sigue: 


i 

j 

k 

d 

d 

d 

dx 

dy 

dz 

d l 



dx 

dy 

dz 


(. fzy - fyz ) i - (fzx - fxz ) j + ifyx ~ fxy ) k 


Si las segundas derivadas parciales son continuas, las segundas derivadas cruzadas y que 
aparecen entre parentesis son iguales (teorema 2, seccion 14.3), y el vector es igual a cero. 

Campos conservatives y el teorema de Stokes 

En la seccion 16.3 encontramos que el hecho de que un campo F sea conservative en una 
region abierta D en el espacio es equivalente a que la integral de F se anule a lo largo de 
cualquier lazo cerrado en D. Esto, a su vez, en regiones abiertas simplemente conexas, 
equivale a decir que V X F = 0. 


TEOREMA 6 Relation de rot F = 0 con la propiedad del lazo cerrado 

Si V X F = 0 en cualquier punto de una region abierta simplemente conexa D 
en el espacio, entonces para cualquier trayectoria cerrada y regular por partes 
C en D, 

j) F • dr = 0. 

c 


Bosquejo de una demostracion Por lo general, el teorema 6 se demuestra en dos pasos. 
El primer paso es para curvas cerradas simples. Un teorema de topologfa, una rama de las 
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FIGURA 16.68 En una region abierta 
simplemente conexa en el espacio, las 
curvas diferenciables que se cruzan a si 
mismas pueden dividirse en lazos donde 
puede aplicarse el teorema de Stokes. 


matematicas avanzadas, establece que toda curva cerrada simple diferenciable C en una 
region abierta simplemente conexa D , es la frontera de una superficie regular con dos la- 
dos S que tambien esta en D. Asf, por el teorema de Stokes, 


¥• dr = 


V X F • n ds =0. 


El segundo paso se refiere a las curvas que se cruzan a si mismas, como la de la figu- 
ra 16.68. La idea es descomponerlas en lazos simples generados por superficies orienta- 
bles, aplicar el teorema de Stokes a un lazo a la vez y sumar los resultados. ■ 


El siguiente diagrama resume los resultados para campos conservativos definidos en 
regiones abiertas conexas y simplemente conexas. 


T eorema 1, 
seccion 16.3 

F conservative 
en D <; 


F = Vfen D 


Teorema 2, 
seccion 13.3 


A I dentidad vectorial (ecuacion 8; 
segundas derivadas parciales 
conti nuas) 


F •dr = 0 


J c 

sobrecualquier 
trayectoria 
cerrada en D 


<= V x F = Oen D 

Teorema 6, 
ia conexidad simple 
del dominio y el 
teorema de Stokes 


EJ ERCICIOS 16.7 


Uso del teorema de Stokes para calcular 
la circulacion 

En los ejercicios 1-6, utilice la integral de superficie del teorema de 
Stokes para calcular la circulacion del campo F alrededor de la curva 
C en la direction indicada. 

1. F = x 2 i + 2xj + z 2 k 

C: La elipse 4x 2 + y 1 = 4 en el piano xy, en el sentido contrario al 
de las manecillas del reloj, vista desde arriba 

2. F = 2yi + 3xj — z 2 k 

C: La circunferencia x 2 + y 2 = 9 en el piano xy, en el sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj visto desde arriba 

3. F = >i + xy + x 2 k 

C: La frontera del triangulo cortado en el piano x+y+z— 1 por 
el primer octante, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, visto desde arriba 

4. F = (y 2 + z 2 ) i + (x 2 + z 2 )j + (x 2 + y 2 )k 

C: La frontera del triangulo cortado en el piano x + y + z— 1 por 
el primer octante, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, visto desde arriba 

5. F = (y 2 + z 2 )i + (x 2 + y 2 )j + (x 2 + y 2 )k 

C: El cuadrado acotado por las rectas x=±lyy=±lenel 
piano xy, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
visto desde arriba 


6. F = x 2 y 3 i + j + zk 

C: La intersection del cilindro x 2 + y 2 = 4 y el hemisferio x 2 + y 2 
+ z 2 = 16, z S 0, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, vista desde arriba. 

Flujo del rotacional 

7. Sea n el vector unitario normal exterior a la capa elfptica 

S: 4x 2 + 9y 2 + 36z 2 = 36, z > 0, 

y sea 

F = _yi + x 2 j + (x 2 + y 4 ) 3 / 2 sene 2 ^k. 

Calcule el valor 

V X F • n ds . 

S 

(, Sugerencia : Una parametrizacion de la elipse en la base de la ca- 
pa es x = 3 cos t,y = 2 sen t, 0 £ t £ 2p ). 

8. Sea n el vector unitario normal exterior (normal alejandose del 
origen) a la capa parabolica 

S'. 4x 2 + y + z 2 = 4, y > 0, 
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y sea 

F = (-z + 2 | Ji + (tan-'^j +(* + ^)k. 
Determine el valor de 

V X F • n ds . 

S 

9. Sea S el cilindro x 2 + y 2 — a 2 , 0 £ z — h, junto con su parte supe- 
rior, x 1 + y 2 £ a 2 , z — h. Sea F = -yi + xj + x^k. Utilice el teorema 
de Stokes para encontrar el flujo de V X F hacia afuera a tra- 
ves de S. 

10. Evalue 

V X ( yi) • n ds , 

S 

donde S es el hemisferio x 1 + y 2 + z 2 = 1, z — 0. 

11. Flujo del rotacional de F Muestre que 

V X F • n ds 

s 

tiene el mismo valor para todas las superficies orientadas S que 
generan C, y que inducen la misma direccion positiva en C. 

12. Sea F un campo vectorial diferenciable definido en una region 
que contiene una superficie orientada cerrada regular S y su inte- 
rior. Sea n el vector unitario normal a S. Suponga que S es la 
union de dos superficies, 5) y S 2 , unidas a lo largo de una curva 
cerrada simple regular C. i Se puede decir algo acerca de 

V X F • n rfs ? 

S 

Justifique su respuesta. 

El teorema de Stokes para superficies 
parametrizadas 

En los ejercicios 13-18, utilice la integral de superficie del teorema de 
Stokes para calcular el flujo del rotacional del campo F a traves de la 
superficie S, en la direccion del vector unitario normal exterior n. 

13. F = 2zi + 3xj + 5yk 

S'. r(r, u) = (rcosU)i + (r sen U)j + (4 — r 2 ) k, 

0 < r < 2, 0 < U < 2p 

14. F = (y — z)i + (z — x)j + (x + z)k 

S: r (r, u) = (rcosll)i + (rsenu)j + (9 — r 2 )k, 

0<r<3, 0<U<2p 

15. F = x^yi + 2y 3 <j + 3zk 

S: r (r, u) = (rcosU)i + (rsenu)j + rk, 

OSrSl, 0<U<2p 

16. F = (x - y)i + (y - z) j + (z - x)k 

S: r (r, u) = (rcosU)i + (rsenu)j + (5 — r)k, 

0<r<5, 0<U<2p 


17. F = 3yi + (5 — 2x)j + (z 2 - 2)k 

S'. r(f , U) = (2 3senf cos u)i + (2 3senf sen u)j + 

( 2 3 cos f )k, 0 < f < p/2, 0 < U < 2p 

18. F = y 2 i + z 2 j + xk 

S'. r(f , U) = (2senf cos U)i + (2senf sen u)j + (2cosf )k, 
0 < f < p/2, 0 < U < 2p 

Teoria y ejemplos 

19. Circulacion nula Utilice la identidad V X V/ = 0 (ecuacion 
(8) del texto) y el teorema de Stokes para mostrar que las circula- 
ciones de los siguientes campos, alrededor de la frontera de cual- 
quier superficie orientable regular en el espacio, se anulan. 

a. F = 2x1 + 2vj + 2zk 

b. F = V(xy 2 z 3 ) 

c. F = V X (xi + >j + zk) 

d. F = V/ 

20. Circulacion nula Sea/(x, y, z) = (x 2 + y 2 + z 2 )' 1/2 . Muestre que 
la circulacion en el sentido de las manecillas del reloj del campo 
F = V/, alrededor de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 en el piano xy 
es igual a cero, 

a. considerando r = (a cos f)i + ( a sen r)j, 0 £ t £ 2p, e inte- 
grando F • dr sobre la circunferencia. 

b. aplicando el teorema de Stokes. 

21. Sea C una curva regular cerrada simple en el piano 2x + 2y + z 
= 2, orientada como se muestra aqur. Muestre que 

2y dx + 3 zdy — x dz 
c 


z 



depende solamente del area de la region encerrada por C y no de 
la posicion o de la forma de C. 

22. Muestre que si F = xi + vj + zk, entonces V X F = 0. 

23. Encuentre un campo vectorial con componentes dos veces dife- 
renciables, cuyo rotacional sea xi + yj + zk, o bien demuestre que 
no existen tales campos. 

24. ^,Dice algo el teorema de Stokes acerca de la circulacion en un 
campo con rotacional nulo? Justifique su respuesta. 

25. Sea R una region del piano xy acotada por una curva cerrada sim- 
ple regular por partes C y suponga que sabe que los momentos de 
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inercia de R con respecto a los ejes x y y son I x y I y . Evalue la in- 
tegral 


/ 


V(r 4 ) • n ds. 


donde r — 2 x 2 + y 2 , en terminos de I x y 7 y . 

26. Rotacional nulo y un campo no conservative Muestre que el ro- 

tacional de 


F = 


* 2 + y 2 


i + 


x 2 + y 2 


j + zk 


es igual a cero, pero que 


/ 


F • dr 


no es cero si C es la circunferencia x 2 + y 2 = 1 en el piano xy. (El 
teorema 6 no se aplica aquf, ya que el dominio de F no es simple- 
mente conexo. El campo F no esta definido a lo largo del eje z, de 
modo que no hay forma de contraer C a un punto sin salir del 
dominio de F.) 




El teorema de la divergencia y una teorfa unificada 


La forma de terminos de la divergencia del teorema de Green en el piano establece que el 
flujo neto hacia afuera de un campo vectorial a traves de una curva cerrada simple puede 
calcularse al integrar la divergencia del campo sobre la region encerrada por la curva. El 
teorema correspondiente en tres dimensiones es llamado teorema de la divergencia, y esta- 
blece que el flujo neto hacia afuera de un campo vectorial a traves de una superficie cerra- 
da en el espacio puede calcularse al integrar la divergencia del campo sobre la region en- 
cerrada por la superficie. En esta seccion demostraremos el teorema de la divergencia y 
mostraremos como simplifica el calculo de los flujos. Tambien obtendremos la ley de 
Gauss para el flujo en un campo electrico y la ecuacion de continuidad en hidrodinamica. 
Por ultimo, unificaremos los teoremas de integrales vectoriales del capftulo en un solo teo- 
rema fundamental. 


Divergencia en tres dimensiones 

La divergencia de un campo vectorial F = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k es la 
funcion 


div F 


V-F 


dM dN dP 
dx + By + dz ’ 


( 1 ) 


El sfmbolo “div F” se lee como “divergencia de F” o “div F”. La notacion V • F se lee “na- 
bla punto F” 

Div F tiene la misma interpretacion ffsica en tres y dos dimensiones. Si F es el campo 
de velocidad de un flujo, el valor de div F en el punto (x, y, z) es la tasa con la que el flui- 
do es bombeado hacia o desde (x, y, z). La divergencia es el flujo por unidad de volumen o 
la densidad del flujo en el punto. 


EJEMPL01 Calculo de la divergencia 

Calcular la divergencia de F = 2xz\ — xyj — zk. 

Solucion La divergencia de F es 

V-F = |^(2 xz) + jfj(-xy) + = 2z ~ x - 1. 
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Teorema de la divergencia 

El teorema de la divergencia dice que bajo ciertas condiciones, el flujo hacia afuera de un 
campo vectorial a traves de una superficie cerrada (orientada hacia afuera) es igual a la in- 
tegral triple de la divergencia del campo sobre la region encerrada en la superficie. 


TEOREMA 7 Teorema de la divergencia 

El flujo de un campo vectorial F a traves de una superficie cerrada S orientada en 
la direction del campo unitario normal exterior a la superficie n, es igual a la in- 
tegral de V • F sobre la region D encerrada por la superficie. 



s 



D 


Flujo hacia 
afuera 


Integral de 
divergencia 


( 2 ) 


EJ EMPLO 2 Un apoyo para el teorema de la divergencia 

Evaluar ambos lados de la ecuacion (2) para el campo F = xi + yj + zk sobre la esfera x 2 + 

2,2 2 
y +z =a . 

Solution El vector unitario exterior normal a S, calculado a partir del gradiente de 

f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - a 2 , es 

2(xi + yj + zk) _ xi + yj + zk 
2 4(x 2 + y 2 + z 2 ) ° 

Por lo tanto. 


F • n ds 




a 

a 


dS = a dS 


ya que x 2 + y 2 + z 2 = a 2 en la superficie. Por lo tanto, 


F*niiS= 1 1 a dS = a jj ds = a(4pa 2 ) = 4pa 


La divergencia de F es 


de modo que 


V ’ F = + + £(*) = 3, 



EJ EMPLO 3 Calculo del flujo 

Determinar el flujo de F = xyi + yzj + xzk hacia afuera a traves de la superficie del cubo 
cortado del primer octante por los pianos x=l,y=lyz=l. 
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Solucion En lugar de calcular el flujo como una suma de seis integrates separadas, una 
por cada cara del cubo, podemos calcular el flujo al integral' la divergencia 

v ‘ F = Jc ^ + iy ^ + fz fc) = y + z + x 


sobre el interior del cubo 


Flujo = 


F • n ds 


V-F dV 


Superficie del 
cubo 


Interior del 
cubo 


Teorema de la 
divergencia 


(x + y + z) dx dy dz = y ■ 


Integration rutinaria 


z 



y 


FIGURA 16,69 Primero mostramos el 
teorema de la divergencia para el tipo de 
regiones tridimensionales aqui mostrado. 
Despues ampliamos el teorema para otras 
regiones. 


Demostracion del teorema de la divergencia para regiones 
especiales 

Para mostrar el teorema de la divergencia, supongamos que los componentes de F tienen 
primeras derivadas parciales continuas. Tambien supongamos que D es una region conve- 
xa sin agujeros o burbujas, como una esfera solida, un cubo o un elipsoide, y que S es una 
superficie regular por partes. Ademas, si R XY es la proyeccion de D en el piano xy, supon- 
dremos que cualquier recta perpendicular al piano xy, que pasa por un punto interior de la 
region R xy , corta a la superficie S en exactamente dos puntos, formando las superficies 


Sy. 

z = f i(x, y). 

(x, y) en R xy 

S 2 : 

z = f 2 (x, y). 

(x, y) en R^, 


con f i < f 2 - Hacemos suposiciones similares acerca de la proyeccion de D sobre los otros 
pianos coordenados. Vea la figura 16.69. 

Los componentes del vector unitario normal n = np + «ij + 113 k son los cosenos de 
los angulos a, b y g que n forma con i, j, k (figura 16.70). Esto es cierto ya que todos los 
vectores en cuestion son unitarios. Tenemos 


z 



FIGURA 16.70 Los componentes 
escalares del vector unitario normal n son 
los cosenos de los angulos a, b y g que 
forma con i, j, k. 


Asf, 


m = n - i = | n | i cos a = cos a 
«2 = n 'j = | n | | j | cos b = cos b 
«3 = n • k = | n | | k | cos g = cos g 

n = (cos a)i + (cos b)j + (cos g)k 


y 


F • n = M cos a + N cos b + P cos g. 

En forma de componentes, el teorema de la divergencia establece que 

Jj (M cos a + Ncos b + P cos g) ds = JJJ + | ^ 

5 D 


dx dy dz. 
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z 



FI GDRA 1 6 71 La region tridimensional 
D encerrada por las superficies Si y S 2 
mostradas aquf se proyecta en forma 
vertical sobre una region bidimensional 
R xy del piano xy. 


Demostraremos el teorema, al probar las tres igualdades siguientes: 


M cos ads = I// dx dy dz 


NcosbdS = /I/ ^dxdydz 


P cos g ds = 1 1 1 x^ydx dy dz 


(3) 

(4) 

(5) 


Demostracion de la ecuacion (5) Demostraremos la ecuacion (5) al convertir la inte- 
gral de superficie de la izquierda en una integral doble sobre la proyeccion R xy de D en el 
piano xy (figura 16.71). La superficie S consta de una parte superior S 2 cuya ecuacion es 
z = f 2 (x, y) y una parte inferior 5) cuya ecuacion es z = f\ (x, y). En S 2 , el vector normal 
exterior n tiene un componente k positivo y 


cos g dS = dx dy pues 


dA = dxdy 
| cos g | cos g- 



■ A qul y es agudo, de modo que 
do- = dxdy/cos y. 



A quf y es obtuso, de modo que 
do- = - dxdy/cos y. 


• « 
dy 


FI GL! RA 16.72 Una ampliation de las 
regiones de la figura 16.71. La relation 
ds = ±dx dy/ cos g se deduce en la 
section 16.5. 


Vea la figura 16.72. En 5), el vector normal exterior tiene un componente negativo k y 

cos g dS = —dx dy. 


Por lo tanto, 


P cos g ds = / / P cos g ds + / / P cos g ds 


S 2 


Si 


P(x, y, fi(x, y)) dx dy - // P{x, y, fi(x, y)) dx dy 


I P(x, y, f 2 (x, y)) - P(x, y, f x (x, y))] dx dy 


rfiUy) 


If i(x,y) 


dP 

dz 


dz 


dx dy = 


^7 dz dx dy. 


Esto demuestra la ecuacion (5). ■ 

Las demostraciones para las ecuaciones (3) y (4) siguen el mismo patron; o bien, bas- 
ta permutar x, y, z; M, N, P\ a, b, g, en orden, y obtener esos resultados a partir de la 
ecuacion (5). 


Teorema de la divergencia para otras regiones 

El teorema de la divergencia puede ampliarse para regiones que pueden dividirse en un nu- 
mero finito de regiones simples del tipo recien analizado y a regiones que pueden definir- 
se como lfmites de regiones mas simples de ciertas formas. Por ejemplo, suponga que D es 
una region entre dos esferas concentricas y que F tiene componentes continuamente dife- 
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Z 



X 


FIGURA 16.73 La mitad inferior de la 
region solida entre dos esferas 
concentricas. 


z 


d 2 



FI GURA 16.74 La mitad superior de la 
region solida entre dos esferas 
concentricas. 


renciables en D y en las superficies frontera. Divida a I) cn dos partes mediante un piano 
ecuatorial y aplique el teorema de la divergencia a cada mitad por separado. La mitad infe- 
rior, D\, aparece en la figura 16.73. La superficie .S' que acota /), consta de un hemisferio 
exterior, una base plana en forma de rondana y un hemisferio interior. El teorema de la di- 
vergencia dice que 


F • ni ds i = 


V • F dV i . 


S i 


D i 


( 6 ) 


El vector unitario normal n , que apunta hacia afuera desde D x apunta tambien hacia afue- 
ra del origen a lo largo de la superficie exterior, es igual a k a lo largo de la base plana, y 
apunta hacia el origen a lo largo de la superficie interior. A continuacion aplicamos el teo- 
rema de la divergencia a D 2 , y su superficie S 2 (figura 16.74): 


F • n 2 dS 2 — 


V • F dV 2 . 


S 2 


(7) 


Si seguimos a n 2 sobre S 2 , que apunta hacia afuera de l) 2 , vemos que n 2 es igual a -k a lo 
largo de la base en forma de rondana en el piano xy, apunta hacia afuera del origen en la 
esfera exterior y apunta hacia el origen en la esfera interior. A1 sumar las ecuaciones (6) y 
(7), las integrales sobre la superficie plana se cancelan ya que los signos de n, y n 2 son 
opuestos. Asf llegamos al resultado 


F • n ds = 


V • F dV, 


con D la region entre las esferas, S la frontera de D que consta de dos esferas y n el vector 
unitario normal a S dirigido hacia afuera de D. 


EJ EMPLO 4 Calculo del flujo hacia afuera 

Determinar el flujo neto hacia afuera del campo 

xi + yi + A 


F = 


r = 2x 2 + y 2 + z 2 


a traves de la frontera de la region D: 0 < a~ s x 2 + y 2 + z 2 ^ b 2 . 
Solucion El flujo se puede calcular al integrar V • F sobre D. Tenemos 

ir = \ (* 2 + + z2 r 1/2 ( 2x ) = f 


™=*-( xr - 3 ) = I -3_ 3xr -4^ = X 
dx dx y ’ dx r 3 


3x z 


-5 ' 


De manera similar. 


m 

dy 


3 L 2 


clP 

dz 


3z 2 


-5 ' 


div F = (x 2 + y 2 + Z 2 ) = — ^-r = 0 


3r 


r 3 r 5 


Por lo tanto, 
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y 



D 


0 . 


De modo que la integral de V • F sobre D es igual a cero y el flujo neto hacia afuera a 
traves de la frontera de la region tambien es igual a cero. Pero hay mas que aprender de es- 
te ejemplo. El flujo que se aleja de D a traves de la esfera interior S a es el negativo del flu- 
jo que sale de D a traves de la esfera exterior S h (ya que la suma de estos flujos es cero). 
Asf, el flujo de F a traves de S a en la direccion hacia afuera del origen es igual al flujo de F 
a traves de 5), en la direccion hacia afuera del origen. Entonces, el flujo de F a traves de 
una esfera con centra en el origen es independiente del radio de la esfera. ( ' Cual es el valor 
de este flujo? 

Para determinar esto, calculamos la integral del flujo de manera directa. El vector uni- 
tario normal hacia afuera a la esfera de radio a es 


xi + yj + 

2 x 2 + y 2 + z 2 


xi + yj + zk 
a 


De aquf que, en la esfera, 

xi 4- yj + zk xi + yj 4- zk 
F-n = — ; x 


2 _i_ 2 , 2 

x + y + z 


y 



4 p. 


El flujo hacia afuera de F a traves de cualquier esfera con centra en el origen es 4p . 


Ley de Gauss: una de las cuatro grandes leyes 
de la teorfa electromagnetica 

Todavfa hay mas que aprender del ejemplo 4. En la teorfa electromagnetica, el campo elec- 
trico debido a la carga q de un punto localizado en el origen es 


E(x, y, z) 


1 

4 pe 0 | r | 2 \\r\J 


q r _ 1 xi + yj 4- zk 

4 peo]rj 3 “ 4 pe 0 


donde e 0 es una constante ffsica, r es el vector de posicion del punto (x, y, z), y 
r = | r | = 2 x 2 + y 2 + z 2 . En la notacion del ejemplo 4, 


E = 


q 

4 pe 0 


F. 


Los calculos del ejemplo 4 muestran que el flujo hacia afuera de E a traves de cual- 
quier esfera con centra en el origen es q/e o, pero este resultado no solo es valido para esfe- 
ras. El flujo hacia afuera de E a traves de cualquier superficie cerrada S que encierra al 
origen (y donde se cumple el teorema de la divergencia) es tambien q/ e ( > Para ver por que, 
basta imaginar una esfera grande S a con centra en el origen y que encierre a la superficie 
S. Como 


V-E 


V- 


q 

4 pe 0 


F = 


q 

4 pe 0 


V-F 


0 
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donde r > 0 , la integral de V • E sobre la region D entre S y S a es cero. Por el teorema de 
la divergencia, 



Frontenra 

deD 


y el flujo de E a traves de S en la direccion hacia afuera del origen debe ser igual al flujo 
de E a traves de S a en la direccion hacia afuera del origen, que es q/e <> Esta afirmacion, 
llamada ley de Gauss, tambien se aplica a distribuciones de carga mas generales que la 
asumida aqut, como el lector puede ver en casi cualquier texto de ffsica. 

Ley de Gauss: 

s 

Ecuacion de continuidad de la hidrodinamica 

Sea D una region en el espacio acotada por una superficie orientada cerrada S. Si v(x, y, z) 
es el campo de velocidad de un fluido que pasa suavemente a traves de D. d = d(r, x, y, z) es 
la densidad del fluido en (x, y, z) al instante t, y F = dv, entonces la ecuacion de conti- 
nuidad de la hidrodinamica establece que 


S 

FIGURA 16.75 El fluido que sube a 
traves de la region As en un perfodo corto 
de tiernpo A t llena un “cilindro” cuyo 
volumen es aproximadamente base X 
altura = v-n As A?. 


es la tasa de salida con la que la masa deja a D a traves de S (se aleja, ya que n es el vector 
normal exterior). Para ver por que, considere una region de area As en la superficie (figu- 
re 16.75). En un intervalo corto de tiempo A t, el volumen A V del fluido que pasa por la 
region es aproximadamente igual al volumen de un cilindro con area de la base igual a As 
y altura (vAf) • n, donde v es un vector de velocidad anclado en un punto de la region: 

AV « v-n As At. 

La masa de este volumen de fluido es aproximadamente 

A m « dv-n As At, 

de modo que la razon con que la masa sale de D a traves de la region es aproximadamente 

Am . . 

« dv-n As. 

At 


V-F 


+ — = 0 
dt 


Si las funciones en cuestion tienen primeras derivadas parciales continuas, la ecuacion sur- 
ge de manera natural del teorema de la divergencia, como veremos ahora. 

En primer lugar, la integral 


F-nc/S 



E • n ds = 


q 

eo 


Esto lleva a la aproximacion 


^ Am 


At 


As 
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como estimation de la tasa promedio con que la masa sale de S. Por ultimo, al hacer 
As — > 0 y At —* 0 obtenemos la tasa instantanea con la que la masa sale de D a traves de 
S como 

*-#*-*• 

s 

que para nuestro flujo particular es 

s 

Ahora, sea B una esfera solida con centra en el punto Q del flujo. El valor promedio 
de V • F sobre B es 

volume of B jjj V ' F dV ' 

B 

Como consecuencia de la continuidad de la divergencia, V • F asume este valor en algun 
punto P en B. Asf, 


(V • F)p = 


1 


volume n de B 


F • n ds 


V • F dV = 


volumen de B 


razon con que la masa sale de B a traves de su superficie S 
volumen de B 


( 8 ) 


La fraction del lado derecho describe el decremento en la masa por unidad de volumen. 

Ahora hagamos tender a cero el radio de B manteniendo fijo el centra Q. El lado iz- 
quierdo de la ecuacion (8) converge a (V • F)g, y el lado derecho a (— dcj/dfjg. La igualdad 
de estos dos limites es la ecuacion de continuidad 

V • F = — — 

df 

La ecuacion de continuidad “explica” V • F: La divergencia de F en un punto es la ra- 
zon con que disminuye la densidad del fluido ahf. 

El teorema de la divergencia 



s 



D 


nos dice ahora que la diminution neta en la densidad del fluido en la region D se justifica 
cuantitativamente por la masa transportada a traves de la superficie S. Por ello, el teorema 
es una afirmacion acerca de la conservation de la masa (ejercicio 31). 


Unification de los teoremas integrates 

Si consideramos un campo bidimensional F = M(x, v ) i + N(x, v)j como un campo de 
tres dimensiones cuyo componente k es cero, entonces V • F = (dM/dx) + ( dN/dy ), por 
lo que la forma normal del teorema de Green puede escribirse como 


F • n ds 


c 




dx dy 



R 
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De manera similar, V X F'k = (dN/dx) — ( dM/dy ), de modo que la forma tangencial 
del teorema de Green puede escribirse como 


F-dr 



V X F • k dA. 


C R R 

Ahora que tenemos las ecuaciones del teorema de Green basadas en la notacion, podemos 
ver su relacion con las ecuaciones del teorema de Stokes y del teorema de la divergencia. 


Teorema de Green y su generalization a 

tres dimensiones 

Forma normal del teorema de Green 

J 

c 

f F • n ds = JJ V-F dA 

R 

Teorema de la divergencia: 

i 

y F • n rfs = fjj V • F rfV 

D 

Forma tangencial del teorema de Green: 

) 

c 

f F • dr = JJ V X F • k dA 

R 

Teorema de Stokes: 

] 

c 

f F • dr = JJ V X F • n ds 

S 


n = - i n = i 


FIGURA 16.76 Los vectores unitarios 
normales exteriores en la frontera de [a, b] 
en el espacio unidimensional. 


Observe que el teorema de Stokes generaliza la forma tangencial (rotacional) del teo- 
rema de Green, de una superficie plana a una superficie en el espacio tridimensional. En 
cada caso, la integral del componente normal del rotacional de F sobre el interior de la su- 
perficie es igual a la circulation de F alrededor de la frontera. 

De manera similar, el teorema de la divergencia generaliza la forma normal del teore- 
ma de Green, de una region bidimensional a una region tridimensional en el espacio. En 
cada caso, la integral de V • F sobre el interior de la region es igual al flujo total del campo 
a traves de la frontera. 

Aquf, todavfa hay mas que aprender. Todos estos resultados pueden verse como for- 
mas de un unico teorema fundamental. Piense nuevamente en el teorema fundamental del 
calculo de la section 5.3. Este nos dice que si fix) es diferenciable en (a, b) y es continua 
en [a, b], entonces 


f h df 

J f^dx = f(b ) - f(a). 

Si hacemos F = /(jc)i en [a, b], entonces ( df/dx ) = V-F. Y si definimos el campo 
vectorial unitario n normal a la frontera de [a, b] como i en b y — i en a (figura 16.76), 
entonces 


f(b ) - f(a) = f(b) i-(i) + /(a)i-(-i) 

= FO)-n + F(a) • n 

= flujo total hacia afuera de F a traves de la frontera de [a, b]. 


El teorema fundamental nos dice ahora que 



[a,b] 


F(Z?) • n + F(a) • n 


V • F dx. 
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El teorema fundamental del calculo, la forma normal del teorema de Green y el teorema 
de la divergencia nos dicen que la integral del operador diferencial V • que opera en un 
campo F sobre una region, es igual a la suma de los componentes del campo normal sobre 
la frontera de la region. (Aquf interpretamos la integral de lfnea del teorema de Green y la 
integral de superficie del teorema de la divergencia como “sumas” sobre la frontera). 

El teorema de Stokes y la forma tangencial del teorema de Green dicen que, cuando 
las cosas estan orientadas adecuadamente, la integral del componente normal del operador 
rotacional de un campo es igual a la suma de los componentes del campo tangencial en la 
frontera de la superficie. 

La belleza de estas interpretaciones obedece a un solo principio de unificacion, que 
establece lo siguiente. 


La integral de un operador diferencial que actua en un campo sobre una region, 
es igual a la suma de los componentes del campo adecuados al operador sobre la 
frontera de la region. 


EJERCICIOS 16.8 


Calculo de la divergencia 

En los ejercicios 1-4, determine la divergencia del campo. 

1. El campo giratorio de la figura 16.14. 

2. El campo radial de la figura 16.13. 

3. El campo gravitacional de la figura 16.9. 

4. El campo velocidad de la figura 16.12. 

Uso del teorema de la divergencia para calcular 
el flujo hacia afuera 

En los ejercicios 5-16, utilice el teorema de la divergencia para encon- 
trar el flujo de F hacia afuera y a traves de la frontera de la region D. 

5. Cubo F = (y - x)i + (z - v)j + (y — x)k 

D: El cubo acotado por los pianos x = ±1, y = ± 1 , y z = ±1 

6. F = x 2 i + y 2 j + z 2 k 

a. Cubo D: El cubo del primer octante cortado por los pianos 

x = 1, y = 1 , y z = 1 

b. Cubo D: El cubo acotado por los pianos x = ±1, 

y — ±1 , y z = ±1 

c. Lata cilmdrica D: La region del cilindro solido 

x 2 + y 2 £ 4 cortada por los pianos z = 
0yz= 1 

7. Cilindro y paraboloide F = yi + xyj - zk 

D: La region dentro del cilindro solido x 2 + y 2 £ 4 entre el pia- 
no z = 0 y el paraboloide z = x 2 + y 2 


8. Esfera F = x 2 i + xzj + 3zk 

D: La esfera solida x 2 + y 2 + z 2 < 4 

9. Porcion de la esfera F — x 2 i — 2xyj + 3xzk 

D: La region del primer octante cortada por la esfera x 2 + y 2 + 

z 2 = 4 

10. Lata cilmdrica F = (6x 2 + 2xy)i + (2y + x 2 z) j + 4x 2 y 3 k 

D\ La region del primer octante cortada por el cilindro 
x 2 + y 2 = 4 y el piano z = 3 

11. Cuna F = 2xzi - xyj - z 2 k 

D: La cuna del primer octante cortada por el piano y + z — 4 y 
el cilindro elfptico 4x 2 + y 2 = 16 

12. Esfera F = x 3 i + y 3 j + z 3 k 

D: La esfera solida x 2 + y 2 + z 2 £ a 2 

13. Esfera gruesa F = 2 x 2 + y 2 + z 2 (xi + yj + zk) 

D\ La region 1 < x 2 + v 2 + z 2 £ 2 

14. Esfera gruesa F = (xi + yj + zk)/ 2 x 2 + y 2 + z 2 
D: La region 1 < x 2 + y 2 + z 2 £ 4 

15. Esfera gruesa F = (5.x 3 + 12xy 2 )i + (y 3 + e' sin z ) j + 

(5z 3 + e y cos z)k 

D: La region solida entre las esferas x 2 + y 2 + z 2 = 1 y 

x 2 + y 2 + z 2 = 2 

16. Cilindro grueso F = ln(x 2 + y 2 )i — tan 1 jj + 

z2 x 2 + y 2 k 

D\ El cilindro grueso l<x 2 + y 2 <2, — 1 < ^ < 2 
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Propiedades del rotacional y la divergencia 

17. div (rotacional G) es cero 

a. Muestre que si las derivadas parciales necesarias de los com- 
ponentes del campo G = Mi + (Vj + Pk son continuas, en- 
tonces V • V X G = 0 . 

b. ^Que puede concluir acerca del flujo del campo V X G a tra- 
ves de una superficie cerrada? Justifique su respuesta. 

18. Sean Fi y F 2 campos vectoriales diferenciables, y ay b constantes 
reales arbitrarias. Verifique las siguientes identidades. 

a. V-(aFi + b¥ 2 ) = aV-Fi + feV-Fj 

b. V X (aFi + MU) = nV X Fi + X F 2 

c. V • (F 1 X F 2 ) = F 2 - V X Fj Fj*V X F 2 

19. Sean F un campo vectorial diferenciable y g(x, y, z ) una funcion 
escalar diferenciable. Verifique las siguientes identidades. 

a. V-(gF) = gV-F + Vg-F 

b. V X (gF) = gV X F + Vg X F 

20. Si F = Mi + Wj + Pk es un campo vectorial diferenciable, de- 
finimos la notation F • V como 


M 


d_ 

dx 



+ P 


d 

dz ' 


Para campos vectoriales diferenciables Fi y F 2 , verifique las si- 
guientes identidades. 

a. V X (F 1 X F 2 ) = (F 2 * V)Fi — (F 1 • V)F 2 ' ( V • F 2 )F 1 — 
(V-Fi)F 2 

b. V(F ; ■ Ft) — (F \ • V)F 2 + (F 2 ■ V)F ^ + Fi X (V X F 2 ) f 
F 2 X ( V X Fj) 


Teoria y ejemplos 

21. Sea F un campo cuyos componentes tienen primeras derivadas 
parciales continuas en un subconjunto del espacio que contiene 
una region D acotada por una superficie cerrada regular S. Si 
| F | £ 1 , (,se puede acotar el tamano de 



D 


Justifique su respuesta. 

22. La base de la superficie cubica cerrada mostrada aqui, es el cua- 
drado unitario en el piano xy. Los cuatro lados estan en los pianos 
x = 0, x = 1, y = 0, y y = 1. La parte superior es una superficie cur- 
va arbitraria cuya identidad es desconocida. Sea F = xi — 2yj + 
(z + 3)k y suponga que el flujo hacia afuera de F por el lado A es 
1 y por el lado B es — 3 . ^Podrfa concluir algo acerca del flujo ha- 
cia afuera que pasa por la parte superior? Justifique su respuesta. 



23. a. Muestre que el flujo del campo vectorial de posicion F = 
xi + _yj + zk hacia afuera a traves de la superficie cerrada 
regular S es el triple del volumen de la region encerrada por 
la superficie. 

b. Sea n el campo vectorial unitario normal exterior en S. 
Muestre que F no puede ser ortogonal a n en cada punto 
de 5. 

24. Flujo maximo Entre todos los solidos rectangulares definidos 
por las desigualdades 0 < x ^ a, 0 ^ y ^ b, 0 ^ z — 1, en- 
cuentre uno de modo que el flujo total de F = (— x 2 — 4xy)i - 
6yzj + 12zk hacia afuera, a traves de los seis lados sea maximo. 
^,Cual es el flujo maximo? 

25. Volumen de una region solida Sea F = xi + yj + zk y su- 
ponga que la superficie S y la region D satisfacen las hipotesis del 
teorema de divergencia. Muestre que el volumen de D esta dado 
por la formula 


Volumen de D 


¥-ndS. 


S 

26. Flujo de un campo constante Muestre que el flujo hacia afue- 
ra de un campo vectorial constante F = C a traves de cualquier su- 
perficie cerrada a la que se aplique el teorema de divergencia es 
igual a cero. 


27. Funciones armonicas Una funcion f(x, y, z) es armonica en 
una region D en el espacio si satisface la ecuacion de Laplace 


V 2 / 


v-v/ 




a 2 / 

dz 2 


= 0 


en D. 


a. Suponga que/es armonica en una region acotada D encerra- 
da por una superficie regular S y que n es el vector unitario 
normal a S elegido. Muestre que la integral sobre S de V/ • n, 
la derivada de/en la direction de n, es igual a cero. 

b. Muestre que si/es armonica en D, entonces 


S D 
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28. Flujo de un campo gradiente Sean S la superficie de la parte 
de la esfera solida x 2 + y 2 + z 2 £ a 2 que se encuentra en el pri- 
mer octante y f(x, y, z) = ln2 x : + y 2 + z 2 . Calcule 


V/ • n ds . 


( V/ • n es la derivada de/en la direccion de n.) 

29. Primera formula de Green Suponga que / y g son funciones 
escalares con derivadas parciales de primer y segundo orden, con- 
tinuas en una region D acotada por una superficie cerrada regular 
por partes S. Muestre que 


/ Vg • n ds 


JJJ (/v 2 g+ Wf-Vg)dV. 

D 


(9) 


La ecuacion (9) es la primera formula de Green. ( Sugerencia : 
Aplique el teorema de la divergencia al campo F — f Vg.) 

30. Segunda formula de Green (Continuation del ejercicio 29.) 
Intercambie / y g en la ecuacion (9) para obtener una formula 
similar. Luego, reste esta formula de la ecuacion (9) para mostrar 
que 



gVf) • n ds 


s 


JJJ (/V 2 g - gV 2 f)dV. (10) 

D 


Esta ecuacion es la segunda formula de Green. 

31. Conservacion de masa Sea \(l, x, y, z) un campo vectorial con- 
tinuamente diferenciable en la region D en el espacio, y sea p(t, x, 
y, z) una funcion escalar continuamente diferenciable. La variable 
t representa el dominio (tiempo). La ley de conservacion de la 
masa asegura que 


J t JJJ pit, X , y, z) dv = - JJ py-ndS, 

d s 


donde S es la superficie que encierra a D. 


a. Proporcione una interpretacion ffsica de la ley de la conserva- 
cion de la masa si v es un campo de velocidades y p represen- 
ta la densidad del fluido en el punto (x, y, z) en el instante t. 

b. Utilice el teorema de la divergencia y la regia de Leibniz, 


d 

dt 


p(t, x, y, z) dV 



dV, 


D D 

para mostrar que la ley de la conservacion de la masa es equi- 
valente a la ecuacion de continuidad 

dp 

V-pv + ¥ =°. 


(En el primer termino V • px, la variable t se mantiene fija, y 
en el segundo termino dp/dt , se supone que el punto (x, y, z) 
en D se mantiene fijo). 

32. La ecuacion de difusion del calor Sea Til, x, y, z) una funcion 
con segundas derivadas continuas que proporciona la temperatura 
al instante t en el punto (x, y, z) de un solido que ocupa una region 
D en el espacio. Si la capacidad de calor del solido y la densidad 
de masa se denotan por las constantes c y r , respectivamente, la 
cantidad cfT es la energia de calor por unidad de volumen del 
solido. 


a. Explique por que — VL apunta en la direccion del flujo de 
calor. 

b. Sea —kVT el vector de flujo de energia. (La constante k se 
llama conductividad.) Suponiendo la ley de conservacion de 
masa con — fcVL = v y CCT = p del ejercicio 31, deduzca la 
ecuacion de difusion (del calor) 


, = KV 2 T, 
ot 

donde K = kj (cr ) > 0 es la constante de difusividad. (Ob- 
serve que si T(t, x) representa la temperatura al instante t en la 
posicion x de una barra de conduccion uniforme con sus lados 
aislados perfectamente, entonces V 2 T = d 2 T/dx 2 y la ecua- 
cion de difusion se reduce a la ecuacion de calor unidimensio- 
nal de los ejercicios adicionales del capitulo 14.) 


Capitulo Preguntas de repaso 


1. (,Que son las integrales de linea? ^Como se evaluan? Proporcione 7. 

ejemplos. o 

2. ^,C6mo puede utilizar las integrales de linea para encontrar los 
centros de masa de los resortes? Explique. 

3. (,Que es un campo vectorial? ^Un campo gradiente? Proporcione 
ejemplos. 

10 . 

4. ^,C6mo calcula el trabajo realizado por una fuerza al mover una 

particula a lo largo de una curva? Proporcione un ejemplo. H - 

5. (,Que son la circulacion y el flujo? 12. 

6. (,Que tienen de especial los campos que son independientes de la 13. 
trayectoria? 


^Que puede decir cuando un campo es conservativo? 

^Que es una funcion potencial? Proporcione un ejemplo de como 
encontrar una funcion potencial para un campo conservativo. 

^,Que es una forma diferencial? (,Que significa que esta forma sea 
exacta? ^Como puede probar la exactitud? Proporcione ejemplos. 

^Que es la divergencia de un campo vectorial? ^Como se interpreta? 
^Que es el rotacional de un campo vectorial? ^Como se interpreta? 
^,Que es el teorema de Green? ^Como se interpreta? 

^.Corno se calcula el area de una superficie curva en el espacio? 
Proporcione un ejemplo. 
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14. ,-Que es una superficie orientada? ^Como se calcula el flujo de un 
campo vectorial tridimensional a traves de una superficie orienta- 
da? Proporcione un ejemplo 

15. ,-Que son las integrales de superficie? ^Que se puede calcular con 
ellas? Proporcione un ejemplo. 

16. ^Que es una superficie parametrizada? ^Como se puede determi- 
nar el area de tal superficie? Proporcione ejemplos. 

17. ^Como se puede integrar una funcion sobre una superficie para- 
metrizada? Proporcione un ejemplo. 

18. ^Que es el teorema de Stokes? ^Como se interpreta? 


19. Resuma los resultados del capitulo sobre campos conservativos. 

20. i,Que es el teorema de la divergencia? ^Como se interpreta? 

21. ^,De que manera el teorema de la divergencia generaliza al teore- 
ma de Green? 

22. ^De que manera el teorema de Stokes generaliza al teorema de 
Green? 

23. ^Como pueden pensarse el teorema de Stokes, el teorema de 
Green y el teorema de la divergencia como formas de un unico 
teorema fundamental? 
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Evaluation de integrales de li'nea 

1. La siguiente figura muestra dos trayectorias poligonales en el 
espacio que unen el origen con el punto (1, L 1). Integre f(x, y, z) 
= 2x — 3y 2 — 2z + 3 sobre cada trayectoria. 

z z 




2. La siguiente figura muestra tres trayectorias poligonales que unen 

el origen con el punto (1, 1, 1). Integre f(x, y, z) = x 1 + y — z 
sobre cada trayectoria. 


4. Integre f(x, y, z) = 2 x 2 + y 2 sobre la curva involuta 
r (t) = (cosr + tsenfji + (sent — rcosfjj, 0 £ t £ 2 3. 


Evalue las integrales de los ejercicios 5 y 6. 


6 . 


/*< 4, 3, °) dx + dy + dz 
v ( — i.i.i) 2 x + y + z 

r( 10.3,3) 7 y 


7. Integre F = — (ysenz)i + (xsenzjj + (xycosz) alrededor del 
circulo cortado en la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 5 por el piano z = — 1 , 
en el sentido de las manecillas, visto desde arriba. 


8. Integre F = 3x 2 yi + (x 3 + l)j + 9z 2 k alrededor de la circunfe- 
rencia cortada de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9 por el piano x = 2. 


Evalue las integrales de los ejercicios 9 y 10. 


z z 



3. Integre f(x, y, z) — 2 x 2 + z 2 sobre el circulo 

r (t) = (acosfjj + (asenr)k, 0 £ t £ 2p. 


9. J 8x sen y dx — 8y cos x dy 

C es el cuadrado cortado en el primer cuadrante por las rectas 
x = p/2 y y = p/2 . 

10. J y 2 dx + x 2 dy 

C es el circulo x 2 + y 2 = 4. 

Evaluation de integrales de superficie 

11. Area de una region eliptica Determine el area de una region 
eliptica del piano x + y + z = 1 cortada por el cilindro x 2 + y 2 = 1 . 

12. Area de una tapa parabolica Determine el area de una tapa 
del paraboloide y 2 + z 2 = 3x cortada por el piano x = 1 . 

13. Area de una tapa esferica Determine el area de una tapa de la 
parte superior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 cortada por el piano 

z = 2 2/2. 
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14. a. Hemisferio cortado por un cilindro Determine el area de 
la superficie del hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = 4, z — 0, corta- 
da por el cilindro x 2 + y 2 = 2x. 

b. Determine el area de la portion del cilindro que se encuentra 
dentro del hemisferio. ( Sugerencia : Proyecte sobre el piano 
xz. O evalue la integral f h ds, donde h es la altura del cilin- 
dro y ds es el elemento de longitud de arco en el cfrculo x 2 + 
y 2 = 2x en el piano xy.) 


Hemisferio 
z = V4 - r 2 



15. Area de un triangulo Determine el area del triangulo donde el 
piano (x/a) + ( y/b ) + (z/c) = 1 {a,b, c > 0) corta al primer 
octante. Verifique su respuesta con un calculo vectorial adecuado. 

16. Cilindro parabolico cortado por pianos Integre 


a. g(x, y, z ) = — b. g(x, y, z) 

2 4y 2 + 1 


z 

2 4y 2 + 1 


sobre la superficie del cilindro parabolico y 2 - z — 1 cortada por 
los pianos x = 0, x=3yz = 0. 

17. Cilindro circular cortado por pianos Integre g(x, y, z) = 
x 4 y(y 2 + z 2 ) sobre la portion del cilindro y 2 + z 2 — 25 que se en- 
cuentra en el primer octante, entre los pianos x = 0yx=ly sobre 
el piano z = 3. 

18. Area de Wyoming El estado de Wyoming esta acotado por los 
meridianos 111°3' y 104°3' longitud oeste y por los paralelos 41° 
y 45° latitud norte. Suponga que la tierra es una esfera de radio 
R = 3959 millas y determine el area de Wyoming. 


Superficies parametrizadas 

Determine las parametrizaciones de las superficies de los ejercicios 
19-24. (Hay muchas formas de hacer esto, de modo que sus respuestas 
pueden diferir de las de la ultima parte del libro.) 

19. Banda esferica La portion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 36 en- 
tre los pianos z = — 3 y z = 3 2 3 

20. Capa parabolica La portion del paraboloide z = — (x 2 + y 2 )/2 
sobre el piano z = — 2 


21. Cono El cono z = 1 + 2 x ! + j 2 ,z £ 3 

22. Plano sobre un cuadrado La portion del piano 4x + 2y + 4z = 
12 que se encuentra sobre el cuadrado 0^x£2, 0^y£2en 
el primer cuadrante 

23. Portion de un paraboloide La portion del paraboloide y = 
2(x 2 + z 2 ), y £ 2, que se encuentra sobre el piano xy. 

24. Portion de un hemisferio La portion del hemisferio x 2 + y 2 + 
z 2 — 10, y & 0, en el primer octante 

25. Area de una superficie Determine el area de la superficie 

r(n, y) = (u + y)i + (u - y)j + yk, 

0 < u < 1 , 0 < y < 1 . 

26. Integral de superficie Integre /(x, y, z) = xy — z 2 sobre la su- 
perficie del ejercicio 25. 

27. Area de un helicoide Determine el area de la superficie del he- 
licoide 

r(r, u) = (rcos U)i + (rsen U)j + Uk, 0 £ U £ 2p, 0 £ r £ 1, 
de la siguiente figura. 


z 



28. Integral de superficie Evalue la integral Jf s 2 x 2 + y 2 + \ ds, 
donde S es el helicoide del ejercicio 27. 

Campos conservatives 

^Cuales de los campos de los ejercicios 29-32 son conservativos, y 
cuales no lo son? 

29. F = xi + vj + zk 

30. F = (xi + yj + zk)/(x 2 + y 2 + z 2 ? /2 

31. F = xe 'i + ye j + ze ' k 

32. F = (i + zj + yk)/ (x + yz) 

Determine funciones potenciales para los campos de los ejercicios 33 
y 34. 

33. F = 2i + (2y + z)j + (y + l)k 

34. F = (z cos xz)i + e 3 j + (x cos xz)k 

Trabajo y circulacion 

En los ejercicios 35 y 36, encuentre el trabajo realizado por cada cam- 
po a lo largo de las trayectorias de (0, 0, 0) a (1, 1, 1) del ejercicio 1. 
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35. F = 2xyi + j + x 2 k 36. F = 2xvi + x 2 j + k 

37. Calculo del trabajo por dos formas Determine el trabajo reali- 
zado por 


(* 2 + y 2 ) 3 / 2 

sobre la curva plana r(r) = ( e ' cos f)i + ( e ' sen r)j del punto (1, 
0) al punto (c 2p , 0) de dos maneras distintas: 

a. Utilizando la parametrizacion de la curva para evaluar la inte- 
gral de trabajo 

b. Evaluando una funcion potencial para F. 

38. Flujo a lo largo de trayectorias diferentes Determine el flujo 

del campo F = V(x 2 ze y ) 

a. Una vez alrededor de la elipse C en donde el piano 

x + y + z = 1 corta al cilindro x : + z 2 = 25, en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj, visto desde el semieje 
positivo y. 

b. A lo largo de la frontera curva del helicoide del ejercicio 27 
desde (1,0, Oja (1,0, 2p). 

En los ejercicios 39 y 40, utilice la integral de superficie del teorema 
de Stokes para encontrar la circulacion del campo F alrededor de la 
curva C, en la direction indicada. 

39. Circulacion alrededor de una elipse F = y 2 i — yj + 3z 2 k 
C: La elipse en donde el piano 2x + 6y — 3z = 6 corta al cilin- 
dro x 2 + y 2 = 1, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, visto desde arriba. 

40. Circulacion alrededor de un clrculo F = (x 1 + y)i + (x + y)j 

+ (4y 2 - z)k 

C: El tirculo donde el piano z = — y corta a la esfera x 2 + y 2 + z 2 
= 4, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj visto 
desde arriba. 

Masa y momentos 

41. Alambre con diferentes densidades Determine la masa de un 
alambre delgado que se encuentra a lo largo de la curva 
r(f) = 2 2fi + 2 2fj + (4 — t 2 )k, 0 £ t £ 1, si la densidad 
en f es (a) d = 3f y (b) d = 1 . 

42. Alambre con densidad variable Determine el centro de masa 
de un alambre delgado que se encuentra a lo largo de la curva 
r(r) = ti + 2?j + (2/3)f 3 / 2 k, 0 £ t £ 2 , si la densidad en t es 
d = 3 2 5 + t . 

43. Alambre con densidad variable Determine el centro de masa, 
as! como los momentos de inercia y radios de giro con respecto a 
los ejes coordenados, de un alambre delgado que se encuentra a lo 
largo de la curva 

r(f) = d + 22 3 2 / 3/2 j + yk, 0 < t < 2, 

si la densidad en f es d = 1 /(t + 1). 

44. Centro de masa de un arco Un delga do arco d e metal se encuen- 
tra a lo largo del semitirculo y = 2 a 2 — x 2 en el piano xy. La 
densidad en el punto (x, y) del arco es d(x, y) = 2 a — y. Deter- 
mine el centro de masa. 


45. Alambre con densidad constante Un alambre con densidad 
constante d = 1 se encuentra a lo largo de la curva r (t) = ( e ' cos 
r)i + (e' sen f)j + e'k, 0 < t < In 2. Encuentre z, I z , y R z . 

46. Alambre helicoidal con densidad constante Encuentre la ma- 
sa y centro de masa de un alambre de densidad constante d que se 
encuentra a lo largo de la helice r(f) = (2 sen ?)i + (2 cos ?)j + 3fk, 
0 < t < 2p. 

47. Inercia, radio de giro, centro de masa de una capa Determine 
7 ; , R z , y el centro de masa de una capa delgada de densidad 
d(x, y , z) — z de la portion superior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 25 
cortada por el piano z = 3. 

48. Momento de inercia de un cubo Determine, con respecto al 
eje z, el momento de inercia de la superficie del cubo cortado en 
el primer octante por los pianos x=l,y=lyz=lsila densidad es 

d = l. 

Flujo a traves de una curva plana o una superficie 

Utilice al teorema de Green para determinar la circulacion en el senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia afuera, de los 
campos y las curvas de los ejercicios 49 y 50. 

49. Cuadrado F = (2xy + x)i + (xy — y)j 

C: El cuadrado acotado por x = 0,x = 1, y = 0, y = 1 

50. Triangulo F = (y — 6jr)i + (x + y 2 )j 

C: El triangulo formado por las rectas y = 0, y = xyx — 1 

51. Integral de b'nea nula Muestre que 

cosy 

In x sen y dy A . dx = 0 

C 

para cualquier curva cerrada C a la que pueda aplicarse el teore- 
ma de Green. 

52. a. Flujo hacia afuera y area Muestre que el flujo hacia afuera 

del campo vectorial de position F = xi + vj a traves de cual- 
quier curva cerrada a la que pueda aplicarse el teorema de 
Green es el doble del area de la region encerrada por la curva. 
b. Sea n el vector unitario normal exterior de una curva cerrada 
a la que puede aplicarse el teorema de Green. Muestre que no 
es posible que F = xi + vj sea ortogonal a n en todo punto 
de C. 

En los ejercicios 53-56, determine el flujo hacia afuera de F a traves 
de la frontera de D. 

53. Cubo F = 2xyi + 2yzj + 2xzk 

D: El cubo cortado en el primer octante por los pianos x = 1, y = 1, 
z= 1. 

54. Capa esferica F = xzi + yzj + k 

D\ Toda la superficie de la capa superior de la esfera solida x 2 + 
y 2 + z 2 £ 25 cortada por el piano z = 3 

55. Capa esferica F = -2xi - 3yj + zk 

D: La region superior de la esfera solida x 2 + y 2 + z 2 s 2 cor- 
tada por el paraboloide z = x 2 + y 2 

56. Cono y cilindro F = (6.r + v)i — (x + z)j + 4yzk 

D: La region en el primer octante acotada por el cono z = 
2 x 1 + y 2 , el cilindro x 2 + y 2 = 1, y los pianos coordenados 
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57. Hemisferio, cilindro y piano Sea S la superficie acotada al la- 
do izquierdo por el hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , y £ 0, a la mitad 
por el cilindro x 2 + z 2 = a 2 , 0 £ y ^ a, y del lado derecho por el 
piano y = a. Determine el flujo hacia afuera de F = yi + -j + xk a 
traves de S. 

58. Cilindro y pianos Determine el flujo hacia afuera del campo 
F = 3xz 2 i + yj - z 3 k a traves de la superficie del solido del primer 
octante acotado por el cilindro x 2 + 4y 2 = 16 y los pianos y = 2z, 
x = 0 y z = 0. 


59. Lata cilindrica Utilice el teorema de la divergencia para deter- 
minar el flujo hacia afuera de F = xy 2 i + x 2 yj + yk a traves de la 
superficie de la region encerrada por el cilindro x 2 + y 2 = 1 y los 
pianos z — 1 y z — — 1. 

60. Hemisferio Encuentre el flujo hacia arriba de F = (3z + 1 )k a 
traves del hemisferio x 1 + y 2 + z 2 = a 2 , z 5: 0 (a) con el teore- 
ma de la divergencia y (b) al evaluar la integral del flujo de mane- 
ra directa. 


Capitulo Ejercicios adicionales y avanzados 


Calculo de areas con el teorema de Green 

Utilice la formula del area del teorema de Green y la ecuacion (13) de 
los ejercicios 16.4 para determinar el area de las regiones encerradas 
por las curvas de los ejercicios 1 a 4. 

1. La lima§on x = 2 cos t — cos 2 1, y = 2 sen t — sen 2 1, 

0 < t < 2p 


y 



2. La deltoide x = 2 cos t + cos 2 1, y = 2 sen t — sen 2 1, 

0 < f < 2p 


y 



3. La curva en forma de ocho x = (1/2) sen 2 t,y = sent, 0 £ 
t < p (un lazo) 

y 



4. La lagrima x = 2a cos t — a sen 2t,y = b sen f, 0 s ( < 2p 


y 



Teona y aplicaciones 

5. a. Proporcione un ejemplo de un campo vectorial F(x, y, z) con 
valor 0 en un solo punto y tal que el rotational de F sea dis- 
tinto de cero en todas partes. Asegurese de identificar el pun- 
to y calcular el rotacional. 
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b. Proporcione un ejemplo de campo vectorial F(x, y, z) con va- 
lor 0 en exactamente una recta y tal que el rotacional de F sea 
distinto de cero en todas partes. Asegurese de identificar la 
recta y calcular el rotacional. 

c. Proporcione un ejemplo de un campo vectorial F(x, y, z ) con 
valor 0 en una superficie y tal que el rotacional de F sea dis- 
tinto de cero en todas partes. Asegurese de identificar la su- 
perficie y calcular el rotacional. 

6. Encuentre todos los puntos (a, b, c) de la esfera x 2 + y 2 + z 2 — R 2 
donde el campo vectorial F = yz 2 i + xz 2 j + 2xyzk sea normal a la 
superficie y F(a, b, c) ^ 0. 

7. Calcule la masa de una capa esferica de radio R tal que en cada 
punto (x, y, z) de la superficie, la densidad de masa d(x, y, z) sea 
su distancia a algun punto fijo (a, b, c) de la superficie. 

8. Determine la masa de un helicoide 

r (r, u) = (rcosu)i + (rsenujj + Uk, 

0 £ r £ l,0£US2p,sila funcion de densidad es d(x, y, z) 
= 22 x 2 + y 2 . Vea la figura del ejercicio de practica 27. 

9. Entre todas las regiones rectangulares 0 £ x £ a, 0 < y < b, de- 
termine aquella para la cual el flujo total hacia afuera de F = (x 2 + 
4xy)i - 6yj a traves de sus cuatro lados sea el menor. ^Cual es el 
flujo menor? 

10. Determine una ecuacion para el piano que pasa por el origen tal 
que la circulation del campo de flujo F = zi + xj + yk alrededor 
de la circunferencia de intersection del piano con la esfera x 2 + y 2 
+ z 2 = 4 sea maxima. 

11. Un resorte se encuentra a lo largo de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 
desde (2, 0) a (0, 2) en el primer cuadrante. La densidad del resor- 
te es r (x, y) = xy 

a. Divida al resorte en un numero finito de subarcos para mos- 
trar que el trabajo, realizado por la gravedad para mover el re- 
sorte hacia abajo hacia el eje x, esta dado por 

Trabajo = h'm ^ g x*y* 2 A,Sjfc = / gxy 2 ds, 

n^oo k= , J c 

donde g es la constante gravitacional. 

b. Determine el trabajo total realizado, evaluando la integral de 
lfnea de la parte (a). 

c. Muestre que el trabajo total realizado es igual al trabajo re- 
querido para mover al centra de masa del resorte (x, y) 
directamente hacia abajo en el eje x. 

12. Una hoja delgada se encuentra a lo largo de la portion del piano 
x + y + z= lenel primer octante. La densidad de la hoja es 
d (x, y, z) = xy . 

a. Divida la hoja en un numero finito de partes para mostrar que 
el trabajo realizado por la gravedad para mover la hoja hacia 
abajo del piano xy esta dado por 

Trabajo = lfm 

n— >oc 

donde g es la constante gravitacional. 

b. Determine el trabajo total realizado al evaluar la integral de 
superficie en la parte (a). 


2 8 x k y k z k As * : = // gxyzds 


c. Muestre que el trabajo total realizado es igual al trabajo re- 
querido para mover el centra de masa de la hoja (x, y, z) hacia 
abajo en el piano xy. 

13. Principio de Arqufmedes Si un objeto como una pelota se 
coloca en un lfquido, se puede sumergir hacia el fondo, flotar o 
sumergirse a cierta distancia y permanecer suspendido en el lf- 
quido. Suponga que un fluido tiene una densidad (de peso) 
constante w y que la superficie del fluido coincide con el piano 
z = 4. Una pelota esferica permanece suspendida en el fluido y 
ocupa la region x 2 + y 2 + (z - 2) 2 £ 1 . 

a. Muestre que la integral de superficie que da la magnitud de la 
fuerza total sobre la pelota, debida a la presion del fluido, es 


Fuerza = lfm 

n— >oo 

b. Como la pelota no se mueve, esta suspendida por la fuerza de 
flotation del lfquido. Muestre que la magnitud de la fuerza 
de flotation sobre la esfera es 


2^(4 - Zk ) AS* = // w(4 - z)dS. 


Fuerza de flotation 



4)k -ads. 


S 


donde n es el vector unitario normal exterior en (x, y, z). Esto 
ilustra el principio de Arqufmedes: la magnitud de la fuerza de 
flotation en un solido sumergido es igual al peso del fluido 
desplazado. 

c. Utilice el teorema de la divergencia para determinar la magni- 
tud de la fuerza de flotation de la parte (b). 

14. Fuerza del fluido en un a superfi cie curva Un cono con la forma 
de la superficie z = 2 x 2 + y 2 , 0 s z £ 2 se llena con un lf- 
quido de densidad de peso constante w. Suponga que el piano xy 
es el “nivel de piso”, y muestre que la fuerza total sobre la por- 
cion del cono desde z = 1 a z = 2 debida a la presion del lfquido 
esta dada por la integral de superficie 


F = 



z) dS . 


s 


Evalue la integral. 

15. Ley de Faraday Si E(f, x, y, z) y B (r, x, y, z) representan los 
campos electrico y magnetico en el punto (x, y, z) al instante t, 
un principio basico de la teorfa electromagnetica dice que 
V X E = — 3B /dt. En esta expresion, V X E se calcula con t 
fijo, y 3B/3f se calcula con (x, y, z) fijo. Utilice el teorema de Sto- 
kes para deducir la ley de Faraday 

s 

donde C representa un lazo de alambre por el que fluye corriente 
en el sentido contrario al de las manecillas del reloj con respecto 
al vector unitario normal a la superficie n, dando lugar al voltaje 

'j)'E-dr 

alrededor de C. La integral de superficie del lado derecho de la 
ecuacion es llamada el flujo magnetico, y S es cualquier superfi- 
cie orientada con frontera C. 
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16. Sea 


20. Sea S una superficie orientada parametrizada por r (u, y). Defina 
la notation d S = r„ du X r y dy de modo que d S sea un vector 
normal a la superficie. Ademas, la magnitud ds = | dS | es el 
elemento de area de la superficie (por la ecuacion 5 de la section 
16.6). Deduzca la identidad 


,, GmM 

F = i-r 

I ^ I 3 


el campo de fuerza gravitational definido por r A 0. Utilice la ley 
de Gauss de la section 16.8 para mostrar que no existe un campo 
vectorial continuamente diferenciable H tal que F = V X H. 


ds = (EG - F 2 ) 1 / 2 du dy 


17. Si f(x, y, z) y gi x, y, z ) son funciones escalares continuamente di- 
ferenciables definidas sobre la superficie orientada S con curva 
frontera C, demuestre que 


donde 


F=|r„| 2 , F = r„-r y , y G = |r y | 2 . 


If 


(V/ X Vg) • n ds = ® / Vg-c/r. 


i 


21. Muestre que el volumen V de una region D en el espacio encerra- 
da por la superficie orientada S con normal hacia afuera n satisfa- 
ce la identidad 


18. Suponga que V-Fj = V-F 2 y V X Fj = V XFt sobre una re- 
gion D encerrada por la superficie orientada S con vector unitario 
normal hacia afuera n y que Fj • n = Fo ■ n en 5. Muestre que F , 
= F 2 en D. 


s 

donde r es el vector position del punto ( x , y, z) en D. 



19. Muestre o refute que siV-F = 0yVXF = 0, entonces F = 0. 


Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica 


Modulo Mathematica/Maple 

Trabajo en campos de fuerza conservativos y no conservatives 

Explore la integration sobre campos vectoriales y experimente con funciones conservativas y no conservativas a lo largo de diferentes trayectorias 
en el campo. 

Modulo Mathematica/Maple 

iComo puede visualizarse el teorema de Green? 

Explore la integration sobre campos vectoriales y utilice parametrizaciones para calcular integrales de llnea. Se exploran ambas formas del teore- 
ma de Green. 

Modulo Mathematica/Maple 

Visualizar e interpretar el teorema de la divergencia 

Verifique el teorema de la divergencia, formulando y evaluando ciertas divergences e integrales de superficie. 


Apendices 



Induction matematica 


Es posible demostrar que muchas formulas, como 


1 +2 +•••+« = 


n(n + 1) 
2 


son validas para todo entero positivo n; para ello aplicamos un axioma llamado principio de 
induction matematica. Las demostraciones que se basan en este axioma se denominan 
demostraciones por induction matematica, o simplemente, demostraciones por induction. 
Los pasos para demostrar una formula por induccion son los siguientes: 

1. Verificar que la formula es valida para n = 1. 

2. Demostrar que si la formula es valida para cualquier entero positivo n = k, tambien lo 
es para el siguiente entero, n = k + 1 . 

El axioma de induccion dice que una vez realizados estos pasos, la formula es valida para 
todos los enteros positivos n. De acuerdo con el paso 1, la formula se satisface para n = 1; 
de acuerdo con el paso 2, es valida para n = 2 y, por lo tanto — tambien segun el paso 2 — , 
se satisface para n = 3, para u = 4, y asf sucesivamente. Si la primera ficha de domino cae, y 
la ficha £-esima ficha siempre cae sobre la ( k + l)-esima, todas las fichas caen. 

Desde otro punto de vista, supongamos que tenemos una serie de afirmaciones S\, 
S 2 , ■ ■ ■ , S n , . . . , una por cada entero positivo. Supongamos tambien que podemos demos- 
trar que asumir la validez de una de las afirmaciones implica que la siguiente afirmacion 
en la secuencia tambien es verdadera. Supongamos, asimismo, que podemos demostrar 
que .S' | es verdadera. Entonces es posible concluir que las afirmaciones son ciertas a partir 
de Si. 


Ej EMPLO 1 Utilizar induccion matematica para demostrar que para cada entero positivo n. 


1 +2 +•■•+« = 


n(n + 1) 
2 


So! lid on Realizamos la demostracion llevando a cabo los dos pasos que se enumeraron 

con anterioridad. 

1. La formula se satisface para n = 1, ya que 

= K1 + 1) 

2 


AP-1 


AP-2 


Apendices 


2. Si la formula es valida para n = k, ^tambien lo es para n = k+ 1? La respuesta es si, 
como mostraremos a continuacion. Si 


1 


+ 2 + • • • + k — 


k{k + 1) 
2 ’ 


entonces 


l+2+ ,, -+£+(£+l) 


k{k +1) . , k~ + k + 2k + 2 

2 + (k + l) = j 

(k + 1 ){k + 2) _ (k + 1)(0 + 1) + 1) 
2 ~ 2 


La ultima expresion de esta cadena de igualdades es la expresion n{n + l)/2 para 
n = (k + 1). 

El principio de induccion matematica nos garantiza que la formula original es valida 
para todos los enteros positivos n. 

En el ejemplo 4 de la seccion 5.2 se dio otra demostracion de la formula para la suma 
de los primeros n enteros. Sin embargo, la demostracion por induccion matematica es mas 
general. Se puede utilizar para hallar la suma de los cuadrados o los cubos de los primeros 
n enteros (ejercicios 9 y 10). He aquf otro ejemplo. 

EJ EMPLO Demostrar por induccion matematica que para todos los enteros positivos n. 


2 ! + 2 2 + '"+ 2 " 1 2 "' 

Soludon Realizamos la demostracion mediante los dos pasos de la induccion matematica. 
1. La formula es valida para n= 1, porque 


2. Si 



entonces 


1 

2 1 


+ 



2 k 


2 k ’ 


J_ + J_+. 

2 1 2 2 


.. + J_ + 0_ 

2 k 2 k+ 


1 2 k + 2 k+l 1 

= 1 1 — = 1 — 

2 k +i 2 k+1 


1-2 


2 k • 2 


+ 


)jt+i 


)jt+i • 


En consecuencia, la formula original es valida para n = (k+ 1), siempre que se satisfaga 
para n = k. 

Una vez que se han verificado estos pasos, el principio de induccion matematica ga- 
rantiza que la formula es valida para todo entero positivo n. 


Otros enteros iniciales 

En vez de iniciar en n = 1, algunos argumentos inductivos parten de otro entero. Los pasos 
a realizar para tales argumentos son los siguientes. 
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1. Verificar que la formula se satisface para n = n x (el primer entero apropiado). 

2. Demostrar que si la formula es valida para cualquier entero n = k> n h tambien lo es 
para n = (k + 1). 

Una vez realizados estos pasos, el principio de induccion matematica garantiza que la 
formula es valida para todo n > n.\. 

Ej EMPLO 3 Demostrar que n \ 7 3 n si n es suficientemente grande. 

Solution ^Que tan grande debe ser dicho valor? Experimentemos: 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

n\ 

1 

2 

6 

24 

120 

720 

5040 

3" 

3 

9 

27 

81 

243 

729 

2187 


Parece que el valor suficientemente grande es n\ > 3" para n > 7. Para estar seguros, apli- 
quemos la induccion matematica. Consideramos = 7 en el paso 1, y realizamos el paso 2. 
Supongamos que k\ > 3 k para alguna k > 7. Entonces, 

(k + 1)! = (k + 1 )(k!) > (k + 1)3* > 7-3* > 3* +1 . 

En consecuencia, para k > 7, 

k\ > 3 k implica (k + 1)! > 3* +1 . 

El principio de induccion matematica garantiza ahora que n\ > 3" para toda n > 7. 


Ej ERCI Cl OS A.l 


1. Suponiendo que la desigualdad del triangulo |o + fc|£|a| + |b| 
es valida para dos numeros cualesquiera ay b, demuestre que 

\X[ + X2 H 1 - JCn | — |*l| + | -*2 | d f |JC«| 

para cualesquiera n numeros. 

2. Demuestre que si r# 1, entonces 

1 r n+ 1 

1 + r + r 2 + • • • + r" = — . 

1 — r 

para todo entero positivo n. 

3. Use la regia del producto, ^ («y) = u^j- + y ^ , y el hecho de 
que — ( jc) = 1 para demostrar que — (x n ) = nx" -1 para todo 
entero positivo n. 

4. Suponga que una funcion/(x) tiene la propiedad de que f(x 1 X 2 ) = 
f(x 1 ) + f(x 2 ) para cualesquiera dos numeros positivos x t y x 2 . 
Demuestre que 

/(xix 2 ■ ■ - x„) = /(xi) + f(x 2 ) + • • • + /(x„) 
para el producto de cualesquiera n numeros positivos x l , x 2 , ..., 


5. Demuestre que 



para todo entero positivo n. 

6. Demuestre que nl > n 3 si n es suficientemente grande. 

7. Demuestre que 2" > n 1 si n es suficientemente grande. 

8. Demuestre que 2" > 1/8 para n > — 3. 

9. Suma de cuadrados Demuestre que la suma de los cuadrados 
de los primeros n enteros positivos es 

n[n + + 1 ) 

3 ' 

10. Suma de cubos Demuestre que la suma de los cubos de los pri- 
meros n enteros positivos es (n(n + l)/2) 2 . 

11. Reglas para sumas finitas Demuestre que las siguientes reglas 
para sumas finitas son validas para todo entero positivo n. 

n n n 

a. 2 ( a k + h) = 2 a k + 2 bk 

k= 1 k= 1 k= 1 
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n n n 

b. 2 ( a k - bk) = 2 a k ~ 2 bk 

k— 1 k— 1 fc=l 


n n 

c. ^ = c • 2 a* (c es cualquier numero) 

*=i *=i 


n 

d. 2 a k — n • c (si a k tiene el valor constante c) 
k= 1 


12. Demuestre que |x"| = \x\ n para todo entero positivo n y todo nu- 
mero real x. 



Demostracion de los teoremas de limites 


En este apendice se demuestran el teorema 1, partes 2-5 y el teorema 4 de la seccion 2.2. 


TEOREMA 1 Leyes de los limites 

Si L, M, c y k son numeros reales y 


lim /(x) = L 

x—>c 

y lim g(x) = M, entonces 

X^*C 

1. 

Regia de la suma : 

lfm (f(x) + g(x)) = L + M 

x — >C 

2. 

Regia de la resta: 

lfm (/(x) - g(x)) = L - M 

x—>c 

3. 

Regia del producto: 

lfm (/(x)-g(x)) = L-M 

x—>c 

4. 

Regia del multiplo constante: lim \ kf{x)) = kL (k es cualquier numero) 

5. 

Regia del cociente: 

f(x) I 

lrm^4 = ^, siM^O. 

g(x) M 

6. 

Regia de la potencia: 

Si r y s son enteros sin factores comunes y 
s ¥= 0, entonces 



lim(/(x)) r/! = Z// J 

x — ' 



siempre y cuando L'^ sea un numero real. (Si 5 
es par, suponemos que L > 0). 


Demostramos la regia de la suma en la seccion 2.3; en cuanto a la regia de la potencia, 
su demostracion se da en textos mas avanzados. Obtenemos la regia de la resta reempla- 
zando g(x) por -g(x) y M por -M en la regia de la suma. La regia del multiplo constante es 
el caso particular g(x) = k de la regia del producto. Esto nos deja solamente las reglas del 
producto y el cociente. 

Demostracion de la regia del producto de los h'mites Demostraremos que para cual- 
quier e > 0 existe un d > 0 tal que para toda x en la interseccion D de los dominios de/y g, 

0 < |x — c| < d => |/(x)g(x) — LM\ < e. 

Supongamos entonces que e es un numero positivo, y escribamos/(x) y g(x) como 


/(x) = L + (f{x) ~ L), g(x) = M + (g(x) - M) . 


A. 2 Demostradon de los teoremas de Ifmites AP-5 


Multiplicamos estas expresiones y restamos LM: 

fix) ■ gix) — LM = (L + (fix) - L))(M + (g(x) - M)) - LM 
= LM + Lig[x) - M) + M( f{x) - L) 

+ ifix) - L)igix) - M) - LM 
= Ligix) — M) + Mifix) - L) + (/(x) - L)igix) - M) . (1) 


Como/y g tienen Ifmites Ly M conforme x —* c, existen numeros positivos d h d 2 , d ( y d 4 
tales que para toda xen D 


0 < |x — c| < d| 
0 < |x — c| < ck 
0 < |x — c| < d? 
0 < |x — c| < d+ 


|/(x) -L I < 2 e/3 
|g(x) - M\< 2 e/3 
|/(x) — L\< e/ (3(1 + \M \ )) 
\gix) -M\< e/(3(l +|L|)) 


( 2 ) 


Si consideramos d como el menor de los numeros d, a d 4 , las desigualdades del lado dere- 
cho de las implicaciones (2) seran validas simultaneamente para 0 < |x — c| < d. Por lo 
tanto, para toda xen D, 0 D, 0<|x — c|<d implica 

Desigualdad del triangulo 
I f\ x ) * £vX) — LM I aplicada a la ecuacion (1) 

< |L||*(x) - M\ + \M\\fix) - L\ + | fix) ~ L 1 1 gix) - M\ 

< (1 +|L|)|g(x) — M| + (1 +\M\)\fix) - L\ + |/(x) - L\\gix) - M\ 



€_ €_ 
A 3A 3 


6 . 


Valores a partir de (2) 


Esto concluye la demostracion de la regia del producto de los Ifmites. 


Demostracion de la regia del cociente de los h'mites Demostraremos que lfm t 
(l/g(x)) = 1/M. Podemos concluir entonces que 


fix) ( 1 

lfm “TT = lim ( 

x~>cg(x) x *c y g(x) 


= lfm fix) • lfm — rr- = L • Y7 = T7 
x^c ’ x-*c gix) M M 


de acuerdo con la regia del producto de los Ifmites. 

Sea e > 0 dado. Para demostrar que lfm v ^ r ( I /gix) ) = 1/M, debemos comprobar que 
existe d > 0 tal que para toda x. 


0 < lx 


< d 


1 


1 


< e. 


gix) M 

Como | M| > 0, existe un numero positivo d tal que para toda x 
0 < |x — c| < d( | t ?(x) - M| < 


(3) 


Se puede demostrar que para cualesquier numeros A y B, ,4 | — | /i | < | ,4 — M | y 
|fi| — |A| <|A — B |, a partir de lo cual | |A | — |ZJ | | s \A — B\. Con A = gix) y B = M, 
esto se convierte en 


I kWI - \M\ I < |g(x) - M|, 


AP-6 
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que puede combinarse con la desigualdad de la derecha en la implication (3) para obtener 

\M\ 


IsMI -\M\\< 


\M\ 


\M\ 


2 < |g(*)| “ l M l < 2 

|M| 3|M| 

~Y < Iswl < ~2~ 


\M\ < 2\g(x)\ < 3|M| 


1 2 3 

< rA < 


kWI ' \M\ ' |g(x)| 
Por lo tanto, 0 < | x — c \ < di implica que 


1 1 


M - g(x) 

^1.1 

g(x) M 


Mg(x) 

1^1 kWI 


1 2 

< \T[\ ’ j ’ 1^ — ^Wl- Desigualdi 


Como ( 1 /2 ) | M 1 2 e > 0, existe un numero d 2 > 0 tal que para toda x 


0 < \x - c| < ct =» | M - g(x)| < f |M| 2 . 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


Si consideramos que d es el menor de los numeros di y d., las conclusiones en (5) y (6) son 
validas para toda x tal que 0 < | x — c \ < d. A1 combinar estas conclusiones se obtiene 


0 < lx — cl < d 


1 1 


< e. 


g{x) M 

Con esto concluye la demostracion de la regia del cociente de los lfmites. 


TEOREMA 4 El teorema del sandwich 

Suponga que g(x) </(x) < h(x) para toda x en algun intervalo abierto I que con- 
tiene a c, excepto posiblemente en el propio x = c. Suponga ademas que 
lfm x ^ c g(x) = lfm x -^ c h{x) = L. Entonces, lim A — » c /(x) = L. 


Demostracion para lfmites por la derecha Supongamos que li'm^ c +^(x) = lfm A ^ c + 
h{x) = L. Entonces, para cualquier e > 0 existe un d > 0 tal que para toda x el intervalo 
c < x < c + d esta en /, y la desigualdad implica 

L — € < g(x) < L + e y L — e < h(x) < L + e. 

Estas desigualdades se combinan con la desigualdad g(x) < /(x) < h(x) para obtener 

L — e < g(x) s f(x) < /;(x) < L + e, 

L — e < f(x ) < L + e, 

- e < /(x) - L < e . 

Por lo tanto, para toda x, la desigualdad c < x < c + d implica que | /(x) — L\< e . m 
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Demostracion para lfmites por la izquierda Supongamos que lfm x ^ c g(x) = lfm x ^ c 
h(x) = L. Entonces, para cualqueir e > 0 existe un d > 0 tal que para toda x el intervalo 
c — d < x < c esta en /, y la desigualdad implica que 

L — € < g(x) < L + 6 y L — e < h(x) < L + e. 

Concluimos, como antes, que para toda x, c — d < x < c implica que | f(x) — L | < e. ■ 

Demostracion para lfmites bilaterales Si lfm,^ c g(x) = lfm X ^ c h(x) = L, entonces 
g(x) y h(x) tienden a L conforme x —> c + y conforme x — » c ; asf, lfm x — , c + /(x) = L y 
\\m x ^c f(x) = L. Por lo tanto, lfm v ^ r f(x) existe, y es igual a L. m 


EJ ERCI Cl OS A.2 


1. Suponga que las funciones/](x),/ 2 (x) y fi(x) tienen lfmites L t , L 2 
y L 3 , respectivamente, conforme x — ► c. Demuestre que su suma 
tiene lfmite L\ + L 2 + L 2 . Use la induccion matematica (Apendi- 
ce 1) para generalizar este resultado a la suma de cualquier nume- 
ro finito de funciones. 

2. Use induccion matematica y la regia del producto de los lfmites 
que se analizo en el teorema 1 para demostrar que si las funciones 
f i(x), f 2 (x ), . . . , f„(x) tienen lfmites Li, L 2 , ... ,L n conforme x—»c, 
entonces 

lfm fi(x)f 2 (x) f„(x) = Li • L 2 L„. 

x— >C 

3. Use el hecho de que lfm A —> c x = c y el resultado del ejercicio 2 
para demostrar que lfm,-, c x" = c" para cualquier entero n > 1. 

4. Lfmites de polinomios Use el hecho de que lfm x ^ c {k) = k para 
cualquier numero k junto con los resultados de los ejercicios 1 y 3 
para demostrar que lfm,-^ f(x) = f(c ) para cualquier funcion 

f(x) — a n x n + a„- ix" _l + ••■ + aix + flo- 


5. Lfmites de funciones racionales Use el teorema 1 y el resulta- 
do del ejercicio 4 para demostrar que si/(x) y g(x) son funciones 
polinomiales y g(c) # 0, entonces 

/W _ /(c) 

“ g(c)' 

6. Composicion de funciones continuas La figura A. 1 muestra 
un diagrama en donde se demuestra que la composicion de dos 
funciones continuas tambien es continua. Reconstruya la demos- 
tracion a partir del diagrama. La afirmacion a demostrar es la si- 
guiente: si/es continua en x = c y g es continua en/(c), entonces 
g =/e s continua en c. 

Suponga que c es un punto interior del dominio de /, y que 
/(c) es un punto interior del dominio de c. Esto hace que los lfmi- 
tes implicados sean lfmites bilaterales. (Los argumentos para los 
casos de lfmites unilaterales son similares). 



FI GURA A, Diagrama de una demostracion de que la composicion de dos funciones 
continuas es continua. 



Lfmites que aparecen comunmente 


Este apendice verifica los lfmites (4)-(6) del teorema 5 de la seccion 11.1. 

Lfmite 4: Si |x| < 1, lfm x" = 0 Necesitamos demostrar que para cada e > 0 existe un 

n — > go 

entero correspondiente N de modo que l*"l< e para toda n mayor que N. Como e l,; ” — * 1 


( 1 ) 


y | x | < 1 , existe un entero N para el que e 1 /A/ > |x|. En otras palabras, 

\x"\ = \xF<e. 

Este es el entero que buscamos, ya que si x < 1, entonces 

\x n \ < paratodan > N. (2) 

A1 combinar (1) y (2) se obtiene 1*1 < e para toda n > N, con lo que concluye la demos- 
tracion. ■ 


Li'mite 5: Para cualquier numero x, lfm (l + = e* Sea 

n — > go v f 


Entonces 



In a n = In 




= n In 




x. 


como podemos ver aplicando como sigue la regia de L'Hopital, en la cual derivamos res- 
pecto de n: 


h'm n In 1 + 

n— »oo \ 



lfm 

n—*oo 


ln(l + x/n) 
\/n 


= lfm 

n— >oo 



— 1/n 2 


lfm 

n— »oo 


X 

1 + x/n 


= x. 


Aplicamos el teorema 4 de la seccion 11.1, con fix) = e x , para concluir que 



, , , x" 

Limite 6: Para cualquier numero x, lim — r = 0 Como 

n > oo n\ 



n\ n\ n\ ’ 


basta demostrar que |x|"/n! — » 0. Podemos aplicar entonces el teorema del sandwich para 
sucesiones (teorema 2 de la seccion 11.1) para concluir que x”/n\ —* 0. 

El primer paso para demostrar que \ x\ n /n\ — > 0 consiste en elegir un entero M > |x|, 
de modo que (|x|/M) < 1. Usando el lfmite 4 recien demostrado, tenemos que (|x| /M)" 
—* 0. Luego restringimos nuestra atencion a los valores de n mayores que M. Para estos va- 
lores de n, podemos escribir 


n\ 1-2 AT -(AT + 1 )(M + 2) n 


(n — M) factores 
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Asi, 


0 ■ 


m" /MY 

Ml \m] ’ 


Ahora bien, observemos que la constante M m /M\ no cambia al aumentar n. En consecuen- 
cia, el teorema del sandwich nos dice que|x|"/n! — » 0 pues (|x| /M) n — » 0. ■ 



Teoria de los numeros reales 


Un desarrollo riguroso del calculo se basa en las propiedades de los numeros reales. Mu- 
chos resultados de funciones, derivadas e integrales serfan falsos si se les enunciara para 
funciones definidas solo en los numeros racionales. En este apendice examinamos de ma- 
nera breve algunos conceptos basicos de la teoria de los numeros reales que indican lo que 
deberfa aprenderse en un estudio teorico mas profundo del calculo. 

Tres tipos de propiedades hacen de los numeros reales lo que son. Son las propiedades 
algebraicas, de orden y de completez. Las propiedades algebraicas implican la suma y el 
producto, la resta y la division, y se aplican a numeros racionales, complejos y reales. 

La estructura de los numeros se construye en torno de un conjunto con operaciones de 
suma y multiplicacion. Las operaciones de suma y multiplicacion deben cumplir con las 
siguientes propiedades: 

Al a + (b + c) = (a + b) + c para toda a, b, c. 

A2 a + b = b + a para toda a, b, c. 

A3 Existe un numero llamado “0”, tal que a + 0 = a para toda a. 

A4 Para cada numero a, existe una b tal que a + h = 0. 

Ml a(bc) = ( ab)c para toda a, b, c. 

M2 ab = ba para toda a, b. 

M3 Existe un numero llamado “1”, tal que a • 1 = a para toda a. 

M4 Para cada a no nula existe una b tal que ab=\. 

D a(b + c) = ab + be para toda a, b, c. 

Al y Ml son leyes asociativas, A2 y M2 son l eyes conmutativas, A3 y M3 son leyes 
de neutros, y I) es la ley distributiva. Los conjuntos que tienen estas propiedades algebrai- 
cas son ejemplos de campos y se estudian con profundidad en el area de la matematica 
teorica llamada algebra abstracta. 

Las propiedades de orden nos permiten comparar el tamano de cualesquiera dos nu- 
meros. Las propiedades de orden son 

01 Para cualesquier a y /;, a < /?, o b < a, o ambos. 

02 Si a s b y b < a, entonces a = b. 

03 Si a < b y b < c, entonces a < c. 

04 Si a s b, a + c ^ b + c. 

05 Si a < b y 0 s c, entonces ac s be. 

03 es la ley de transitividad, mientras que 04 y 05 se relacionan con la suma y la multi- 
plicacion. 
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y 



FI GURA A. 2 El valor maximo de 
y = x — x 3 en [0, 1] ocurre en el numero 
irracional x = 2 1/3. 


Podemos ordenar los numeros reales, los enteros y los racionales, pero no los nume- 
ros complejos (vea el Apendice A. 5). No hay una manera razonable de decidir si un nu- 
mero como i = 2 — 1 es mayor o menor que cero. Un campo donde se puede comparar el 
tamano de cualesquiera dos elementos, como se acaba de mencionar, se denomina campo 
ordenado. Tanto los numeros racionales como los numeros reales forman un campo orde- 
nado, y hay muchos otros. 

Podemos pensar en los numeros reales desde un punto de vista geometrico, alineando- 
los como puntos en una recta. La propiedad de completez dice que los numeros reales 
corresponden a todos los puntos en la recta, sin “agujeros” ni “espacios” entre ellos. En con- 
traste, los racionales omiten puntos como 2 2 y p, y los enteros dejan fuera fracciones como 
1/2. Los reales, al tener la propiedad de completez, no omiten puntos. 

/ Que queremos decir exactamente con esta idea de los “espacios”? Para responder es- 
to debemos dar una descripcion mas precisa de la completez. Un numero M es una cota 
superior de un conjunto de numeros si todos los numeros en el conjunto son menores que 
o iguales a M. M es una minima cota superior si es la cota superior mas pequena. Por 
ejemplo, M = 2 es una cota superior para los numeros negativos. Tambien lo es M = 1, lo 
que demuestra que 2 no es una minima cota superior. La minima cota superior para el con- 
junto de numeros negativos es M = 0. Definimos un campo ordenado completo como aquel 
en donde todo conjunto no vacio, acotado por arriba, tiene una minima cota superior. 

Si trabajamos solo con los numeros racionales, el conjunto de numeros menores que 
2 2 esta acotado, pero no tiene una minima cota superior racional, ya que cualquier cota 
superior racional M puede_reemplazarse con un numero racional ligeramente menor que 
siga siendo mayor que 2 2. Asi, los racionales no son completos. En los numeros reales, 
un conjunto que esta acotado por arriba siempre tiene una minima cota superior. Los rea- 
les son un campo ordenado completo. 

La propiedad de completez es la base de muchos resultados obtenido en el calculo. Un 
ejemplo se da al buscar un valor maximo de una funcion en un intervalo cerrado [a, b], 
como se hizo en la seccion 4.1. La funcion x - x 3 tiene un valor maximo en [0, 1] en el 
punto x que satisface 1 - 3x 2 = 0, o x = 1 1/3 . Si limitaramos nuestra atencion a las fun- 
ciones definidas solo en numeros racionales, tendriamos que concluir que la funcion no 
tiene maximo, pues 1 1/3 es irracional (figura A. 2). El teorema del valor extremo (sec- 
cion 4.1), el cual implica que las funciones continuas en intervalos cerrados [a, b] tienen 
un valor maximo, no es valido para funciones definidas solo en los racionales. 

El teorema del valor intermedio implica que una funcion continua/en un intervalo [a, b] 
con f(a) < 0 y f(b) > 0 debe anularse en algun punto de [a, b], Los valores de la funcion no 
pueden pasar de negativos a positivos sin que haya algun punto x en [a, b] donde /(x) = 0. El 
teorema del valor intermedio tambien se basa en la completez de los numeros reales, y es falso 
para funciones continuas definidas solamente en los racionales. La funcion /(x) = 3X 2 - 1 
cumple/(0) = —1 y/(l) = 2, pero si consideramos/solo en los n ume ros racionales, su valor 
nunca se anula. El unico valor de x para el que/(x) = 0 es x = 2 1/3 , un numero irracional. 

Hemos enumerado las propiedades que se requieren de los numeros reales al decir 
que estos constituyen un campo ordenado completo. Pero aun no hemos terminado. Los 
matematicos griegos de la escuela de Pitagoras trataron de imponer otra propiedad a los nu- 
meros de la recta real: la condicion de que todos los numeros fuesen cocientes de enteros. 
Estos estudiosos se percataron de que su esfuerzo estaba destinado al fracaso, cuando 
descubrieron numeros irracionales como 1 2 . ^Como saber que nuestros esfuerzos por 
especificar los numeros reales tambien seran infructuosos debido a alguna razon imprevista? 
Escher, el artista, dibujo ilusiones opticas con escaleras elfpticas que subfan y subfan hasta 
encontrarse consigo mismas en la parte inferior. Si un ingeniero tratara de construir tal es- 
calera, se darfa cuenta de la imposibilidad de concretar en una estructura los pianos basa- 
dos en tales ilusiones opticas. (/Pod r fa ocurrir que nuestro diseno de los numeros reales 
tuviese una contradiccion sutil que nos impidiera construir tal sistema numerico? 

Resolveremos este punto dando una descripcion especffica de los numeros reales, y 
verificando que las propiedades algebraicas, de orden y de completez se satisfacen en este 
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modelo. A esto se le llama construccion de los numeros reales; tal como las escaleras se 
construyen con madera, piedra o acero, existen muchas formas de construir los reales. Una 
de ellas considera los numeros reales como todos los decimales infinitos 


a.didod^d^ . . . 


Desde este punto de vista, un numero real es un entero a seguido por una sucesion de dfgi- 
tos decimales d\, do, do ,, . . . , cada uno entre 0 y 9. Esta sucesion puede detenerse, repetirse 
de manera periodica, o continuar sin patron alguno. De esta forma, 2.00, 0.3333333. . . y 
3. 1415926535898 . . . representan numeros reales conocidos. Explicar el verdadero signifi- 
cado de los puntos despues de estos dfgitos requiere un desarrollo de la teoria de su- 
cesiones y series, como en el capftulo 1 1 . Cada numero real se construye como lfmite de 
una sucesion de numeros racionales dados por sus aproximaciones decimales finitas. Un 
decimal infinito es entonces lo mismo que una serie 


a 


d\ 

H H — + 

10 100 


do 


Esta construccion decimal de los numeros reales no es tan directa. Es bastante facil 
comprobar que proporciona numeros que satisfacen las propiedades de completez y orden, 
pero la verification de las propiedades algebraicas es mas compleja. Incluso la suma o la 
multiplicacion de dos numeros requiere una cantidad infinita de operaciones. Dar sentido 
a la division requiere un cuidadoso argumento que implica h'mites de aproximaciones ra- 
cionales a los decimales infinitos. 

El matematico aleman Richard Dedekind (1831-1916) adopto un enfoque distinto, 
dando la primera construccion rigurosa de los numeros reales en 1872. Dado cualquier nu- 
mero real x, podemos separar los numeros racionales en dos conjuntos: los menores que o 
iguales a x, y los mayores que x. Ingeniosamente, Dedekind invirtio este razonamiento y 
definio un numero real como una separacion en dos conjuntos de este tipo. Esto parecerfa 
un enfoque extrano, pero tales metodos indirectos de construccion de nuevas estructuras a 
partir de otras anteriores son comunes en las matematicas teoricas. 

Este y otros enfoques (vea el Apendice A. 5) permiten construir un sistema de numeros 
con las propiedades algebraicas, de orden y de completez deseadas. Un ultimo aspecto que 
vale la pena analizar es si todas estas construcciones dan el mismo resultado. ( -Es posible 
que las distintas construcciones produzcan diferentes sistemas numericos que satisfagan 
todas las propiedades requeridas? Y, en caso de que la respuesta sea afirmativa, ( ' cual de 
estos sistemas es el de los numeros reales? Por fortuna, la respuesta es no. Los numeros 
reales constituyen el unico sistema numerico que satisface las propiedades algebraicas, de 
orden y de completez. 

La confusion en torno de la naturaleza de los numeros reales y los lfmites causo una 
gran controversia durante las primeras etapas de desarrollo del calculo. A1 tratar de averi- 
guar que ocurre con el cociente de diferencias 


Ay _ f{x + Ax) - f{x) 

Ax Ax 


cuando tanto Ay como Ax tienden a cero, los pioneros del calculo, como Newton, Leibniz 
y sus sucesores, hablaban de la derivada resultante como si fuera un cociente entre dos 
cantidades infinitamente pequenas. Estos “infinitesimos”, que se escriben dx y dy, se con- 
sideraban como numeros de un nuevo tipo, menores que cualquier numero fijo pero distin- 
tos de cero. De manera similar, se imaginaba que una integral definida era la suma de una 
cantidad infinita de infinitesimos 


fix) • dx 

conforme x varfa en un intervalo cerrado. Aunque los cocientes de diferencias aproximan- 
tes Ay/Ax se entendfan de manera similar a la actual, era el cociente de cantidades infini- 
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tesimales, y no un lfmite, en donde se crefa que radicaba el significado de la derivada. 
Esta forma de pensar condujo a dificultades logicas, cuando los intentos de definition y el 
manejo de los infinitesimos dieron lugar a contradicciones e inconsistencias. El cociente 
de diferencias, mas concreto y manejable, no provoco tales problemas, pero solo se le con- 
sideraba una herramienta util para realizar los calculos. Los cocientes de diferencias se 
utilizaron para encontrar el valor numerico de la derivada y para deducir formulas genera- 
les para los calculos, pero no fueron considerados fundamentales para responder que es 
realmente la derivada. Hoy en dfa nos damos cuenta de que los problemas logicos asociados 
a los infinitesimos pueden evitarse definiendo la derivada como el lfmite de los cocientes 
de diferencias aproximantes. Las ambigiiedades del antiguo enfoque ya no existen, y en la 
teorfa estandar del calculo, los infinitesimos no se necesitan ni se usan. 



Numeros complejos 


Los numeros complejos son expresiones de la forma a + ib, donde a y b son numeros 
reales e i es un sfmbolo para 1 — 1 . Por desgracia, las palabras “real” e “imaginario” 
tienen connotaciones que suelen colocar a 1 — 1 en una position menos favorable en 
nuestras mentes que a 1 2 . De hecho, se requirio de una gran imaginacion (en el sentido 
de inventiva ) para construir el sistema de numeros reales, que es la base del calculo (vea el 
Apendice A. 4). En este apendice revisaremos las diversas etapas de esta invention, para 
luego presentar el desarrollo posterior de un sistema de numeros complejos. 


El desarrollo de los numeros reales 

La primera etapa de desarrollo de los numeros fue el reconocimiento de los numeros pa- 
ra contar, 1, 2, 3, ... , que ahora llamamos numeros naturales o enteros positivos. Es 
posible realizar algunas operaciones aritmeticas sencillas con estos numeros sin salir del 
sistema; es decir, el sistema de enteros positivos es cerrado si se trata de las operaciones 
de suma y multiplication. En otras palabras, si m y n son cualesquier enteros positivos, 
entonces 


m + n = p y mn = q (1) 

son tambien enteros positivos. Dados los dos enteros positivos del lado izquierdo de cual- 
quiera de las ecuaciones en (1), podemos hallar el entero positivo correspondiente del lado 
derecho. Ademas, a veces podemos especificar los enteros positivos m y p y encontrar un 
entero positivo n tal que m + n = p. Por ejemplo, 3 + n = 7 se puede resolver cuando los 
unicos numeros que conocemos son los enteros positivos. Pero la ecuacion 7 + n = 3 no 
puede resolverse, a menos que se amplfe el sistema numerico. 

El cero y los numeros negativos se inventaron para resolver ecuaciones como 7 + n = 3. 
En una civilization que reconoce todos los enteros 

..., -3, -2, -1,0, 1,2, 3,... , (2) 

las personas educadas siempre seran capaces de encontrar el entero faltante que resuelva la 
ecuacion m + n=p cuando se les den los otros dos enteros de la ecuacion. 

Suponga que estas personas tambien saben como multiplicar cualesquier dos enteros 
de la lista (2). Si en las ecuaciones (1) se les dan m y q, veran que a veces pueden encon- 
trar n. Usando la imaginacion, podrfan inspirarse para idear mas numeros e introducir las 
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l 


FI GU R A A Con regia y compas, es 

posible construir un segmento de longitud 
irracional. 


fracciones, que son justamente pares ordenados m/n de enteros m y n. El numero cero tie- 
ne propiedades especiales que podrfan molestarlas un poco, pero en ultima instancia des- 
cubriran que es bueno tener todos los cocientes de enteros m/n, excluyendo aquellos con 
cero en el denominador. Este sistema, llamado conjunto de numeros racionales, sera lo 
suficientemente rico como para realizar las operaciones racionales de la aritmetica: 

1. (a) suma 2. (a) multiplicacion 

(b) resta (b) division 

con cualesquiera dos numeros del sistema, excepto que no es posible dividir entre cero, 
pues esto carece de sentido. 

La geometrfa del cuadrado unitario (figura A. 3) y el teorema de Pitagoras demostra- 
ron que es posible construir un segment^ de recta que, en terminos de alguna unidad de 
longitud basica, tiene longitud igual a 2 2 . En consecuencia, las personas pudieron resol- 
ver la ecuacion 

x 2 = 2 

mediante una construction geometrica. Pero entonces descubrieron que el segmento de 
recta que representa a 2 2 es una cantidad inconmensurable. Esto significa que 2 2 no 
puede expresarse como la razon entre dos multiplos enteros de cierta unidad de longitud. 
Es decir, la gente era incapaz de encontrar una solucion numerica racional de la ecuacion 
x 2 = 2. 

No existe un numero racional cuyo cuadrado sea 2. Para comprender por que, supon- 
gamos que sf existe tal numero, de manera que podrfamos encontrar enteros p y q sin fac- 
tores comunes distintos de 1, tales que 

P 2 = 2 q 2 . (3) 

Como p y q son enteros, p debe ser par, pues en caso contrario al multiplicarlo por sf mis- 
mo el producto serfa impar. En sfmbolos, p = 2 p u donde p\ es un entero. Esto nos lleva a 
2/; | 2 = q 2 , lo que quiere decir que q debe ser par; digamos, q = 2 q x , donde q { es un entero. 
Esto hace que 2 sea un factor de p y q, lo que contradice nuestra election de p y q como 
enteros sin factores comunes distintos de 1 . Por lo tanto, no hay un numero racional cuyo 
cuadrado sea 2. 

Aunque las personas de que hemos estado hablando no podrfan hallar una solucion ra- 
cional para la ecuacion x 2 = 2, sf serfan capaces de obtener una sucesion de cocientes 
racionales 

1 7 41 239 

1’ 5’ 29’ 169’ ' ' 

cuyos cuadrados forman una sucesion 

1 49 1681 57,121 

1’ 25’ 841’ 28,561’ ° } 

que converge en 2. Esta vez la imagination sugerfa la necesidad del concepto de lfmite de 
una sucesion de numeros racionales. Si aceptamos el hecho de que una sucesion creciente 
acotada por arriba siempre tiene un lfmite (teorema 6, section 11.1), y observamos que la 
sucesion (4) tiene estas propiedades, quisieramos que tuviera un lfmite L. Esto tambien 
nos indica, de acuerdo con (5), que L 1 = 2 y, por lo tanto, que L no es uno de nuestros nume- 
ros racionales. Si agregamos a los numeros racionales los lfmites de todas las sucesiones de 
numeros racionales crecientes y acotadas por arriba, llegamos al sistema de todos los nu- 
meros “reales”. Escribimos la palabra real entre comillas porque ninguna caracterfstica de 
este sistema lo hace “mas real” o “menos real” que a cualquier otro sistema matematico. 
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Los numeros complejos 

Durante el desarrollo del sistema de numeros reales se recurrio muchas veces a la imagi- 
nacion. De hecho, fue necesario hacer alarde de inventiva por lo menos en tres momentos 
durante la construction del sistema que hemos analizado hasta el momento: 

1. En la invention del primer sistema: el conjunto de todos los enteros, construido a par- 
tir de los numeros para contar. 

2. En la invention del segundo sistema: el conjunto de los numeros rationales m/n , 
construido a partir de los enteros. 

3. En la invention del tercer sistema: el conjunto de todos los numeros reales x, cons- 
truido a partir de los numeros racionales. 

Estos sistemas, producto de la inventiva, forman una jerarquia en la que cada elemen- 
to contiene al anterior. Cada sistema es tambien mas rico que su predecesor, en el sentido 
de que permite realizar operaciones adicionales sin necesidad de recurrir a otros: 

1. El sistema de todos los enteros nos permite resolver todas las ecuaciones de la forma 

x + a = 0, (6) 

donde a puede ser cualquier entero. 

2. El sistema de todos los numeros racionales nos permite resolver todas las ecuaciones 
de la forma 

ax + b = 0, (7) 

siempre y cuando ay b sean numeros racionales y a ¥= 0. 

3. El sistema de todos los numeros reales nos permite resolver todas las ecuaciones de 
los tipos (6) y (7), y ademas todas las ecuaciones cuadraticas 

ax 2 + bx + c = 0 con a =£ 0 y b 2 — 4 ac — 0. (8) 

Es probable que usted conozca la formula que da las soluciones a la ecuacion (8), a 
saber, 

— b ± 2 b 2 — Aac ... 

x = ~ , (9) 

La 

y que tambien este al tanto de que, cuando el discriminante lr - 4 ac es negativo, las solu- 
ciones de la ecuacion (9) no pertenecen a los sistemas que hemos analizado. De hecho, la 
sencilla ecuacion cuadratica 


x 2 + 1=0 

es imposible de resolver si los unicos sistemas numericos que pueden utilizarse son los 
tres mencionados hasta ahora. 

En consecuencia, hemos llegado al cuarto sistema inventado, el conjunto de todos los 
numeros complejos a + ib. Podrfamos omitir el sfmbolo i y usar la notation de pares orde- 
nados (a, b). Puesto que desde el punto de vista de las operaciones algebraicas los numeros 
ay b se tratan de manera ligeramente distinta, es esencial mantener el orden. Por lo tanto, 
decimos que el sistema de numeros complejos consta del conjunto de todos los pares 
ordenados de numeros reales {a, /;), junto con las reglas que indican su igualdad, su suma, 
su multiplication, etcetera, que se enumeran mas adelante. Usaremos las notaciones (a, b ) 
y a + ib en el analisis siguiente. Llamaremos a a la parte real, y b a la parte imaginaria 
del numero complejo (a, b). 
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Tenemos las siguientes definiciones. 


Igualdad 
a + ib = c + id 
si y solo si 
a = cy b = d. 

Suma 

(a + ib) + (c + id) 

= (a + c) + i(b + d) 


Dos numeros complejos (a, b ) 
y (c, d) son iguales si y solo 
si a = c y b = d. 


La suma de los dos numeros 
complejos (a, b ) y (c, d) es el 
numero complejo (a + c, b + d). 


Multiplicacion 

(a + ib)(c + id) 

= ( ac — bd) + i(ad + be) 


c(a + ib) = ac + i(bc) 


El producto de dos numeros 
complejos (a, b) y (c, d) es el 
numero complejo (ac — bd, ad + be). 

El producto de un numero real c 
por el numero complejo (a, b ) es 
el numero complejo (ac, be). 


El conjunto de todos los numeros complejos (a, b) donde el segundo numero b es 
igual a cero, tiene todas las propiedades del conjunto de numeros reales a. Por ejemplo, la 
suma y la multiplicacion de (a, 0) y (c, 0) da 

(a, 0) + (c, 0) = (a + c, 0), 

(a, 0) • (c, 0) = (ac, 0), 


que son numeros del mismo tipo, con su parte imaginaria igual a cero. Ademas, si multi- 
plicamos un “numero real” (a, 0) y el numero complejo (c, d), obtenemos 

(a, 0) • (c, d) = (ac, ad) = a(c, d) . 


En particular, el numero complejo (0, 0) juega el papel del cero en el sistema de numeros 
complejos, y el numero complejo (1, 0) el de la unidad o uno. 

El par de numeros (0, 1), con parte real igual a cero y parte imaginaria igual a uno, 
tiene la propiedad de que su cuadrado, 

( 0 , 1 )( 0 , 1 ) = (- 1 , 0 ), 


tiene parte real igual a menos uno y parte imaginaria igual a cero. Por lo tanto, en el siste- 
ma de numeros complejos (a, b), existe un numero x = (0, 1) cuyo cuadrado puede sumarse 
a la unidad (1,0) para producir el cero (0, 0); es decir, 

(0, l) 2 + (1,0) = (0,0). 


La ecuacion 


x 2 + 1 = 0 

tiene, en consecuencia, una solution x = (0, 1) en el nuevo sistema numerico. 

Tal vez usted este mas familiarizado con la notacion a + ib que con la notacion (a, b). 
Y, como las leyes algebraicas para los pares ordenados nos permiten escribir 

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a( 1, 0) + b( 0, 1), 

mientras (1, 0) se comporte como la unidad y (0, 1) como una ralz cuadrada de menos uno, 
no debemos dudar en escribir a + ib en vez de (a, b). Asociada a b, la i es como un ele- 
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mento que marca la parte imaginaria de a + ib. Podemos pasar del ambito de los pares 
ordenados (a, b ) al de las expresiones a + ib y viceversa. Pero, una vez que se han aprendido 
las leyes algebraicas para el sistema de numeros complejos como pares ordenados (a, b), 
el srmbolo (0, 1) = / no es menos “real” que el sfmbolo (1, 0) = 1. 

Para reducir cualquier combinacion racional de numeros complejos a un unico ntime- 
ro complejo, aplicamos las leyes del algebra elemental, reemplazando r por -1 siempre 
que aparezca. Por supuesto, no podemos dividir entre el numero complejo (0, 0) = 0 + /0. 
Pero si a + ib A 0, podemos realizar una division como sigue: 

c + id (c + id)(a — ib) ( ac + bd ) + i(ad — be) 

a + ib (a + ib){a - ib) a 2 + b 2 

El resultado es un numero complejo x + iy con 

_ ac + bd _ ad — be 

X ~a 2 + b 2 ' y ~a 2 + b 2 ’ 

y a 2 + b 2 A 0, pues a + ib = (a, b) A (0, 0). 

El numero a — ib que se utiliza como factor para eliminar i del denominador, es el 
conjugado complejo de a + ib. Se acostumbra usar z para denotar el conjugado complejo 
de z; asf. 


Z = a + ib, z = a — ib. 


Al multiplicar el numerador y denominador de la fraccion (c + id)/(a + ib) por el conjuga- 
do complejo del denominador, este se reemplaza siempre por un numero real. 

EJ EMPLO 1 Operaciones aritmeticas con numeros complejos 

(a) (2 + 3f) + (6 - 2 i) = (2 + 6) + (3 - 2 )i = 8 + i 

(b) (2 + 3i) - (6 - 20 = (2 - 6) + (3 - (-2))/ = -4 + 5 i 

(c) (2 + 30(6 - 20 = (2)(6) + (2)(— 20 + (30(6) + (3/)(— 20 

= 12 - M + 18/ - 6 i 1 = 12 + 14/ + 6 = 18 + 14/ 

, ,, 2 + 3/ _ 2 + 3/ 6 + 2/ 

(d) 6 - 2 / “ 6 - 2 / 6 + 2 / 

. 12 + 4/ + 18/ + 6 r 
36 + 12/ - 12/ - 4r 

= 6 + 22/ _ _3_ 11 . 

40 20 20 1 


y 

P(x,y) 

/* 

/ | 



FI GURA A. 4 Este diagrama de Argand 
representa z — x + iy como un punto P(x, y) 
y como un vector OP . 


Diagramas de Argand 

El numero complejo z = x + iy tiene dos representaciones geometricas: 

1. como el punto P(x, y) en el piano xy 

2. como el vector OP que va del origen a P. 

En cada representacion, el eje x se llama eje real, y el eje y es el eje imaginario. Ambas 
representaciones son diagramas de Argand para x + iy (figura A. 4). 

En terminos de las coordenadas polares de x y y, tenemos 


x = r cos U, 


y = r sen U, 
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y 

z = x + iy = r{ cos U + i sen ll). (10) 

Definimos el valor absoluto de un numero complejo x + iy como la longitud r de un vec- 
tor OP , que va del origen a P(x, y). Denotamos el valor absoluto mediante barras verticales; 
en consecuencia, 

\x + iy\ = 2 x 2 + y 2 . 

Si elegimos siempre las coordenadas polares r y U de modo que r sea no negativo, entonces 

r = |x + iy |. 

El angulo polar U es el argumento de z y se escribe U = arg z. Por supuesto, se puede su- 
mar cualquier multiplo entero de 2p a Upara producir otro angulo adecuado. 

La siguiente ecuacion presenta una util formula que relaciona un numero complejo z, 
su conjugado z, y su valor absoluto |z|, a saber. 


Formula de Euler 

La identidad 

e' u = cos U + i sen U, 

llamada formula de Euler, nos permite escribir la ecuacion (10) como 


Esta formula, a su vez, nos lleva a las siguientes reglas para el calculo de productos, co- 
cientes, potencias y rafces de numeros complejos, asf como a diagramas de Argand para 
e' u . Como cos U+ i sen Ues lo que obtenemos de la ecuacion (10) al considerar r = 1, 
podemos decir que e' u se representa mediante un vector unitario que forma un angulo U 
con el semieje x positivo, como muestra la figura A. 5. 



FIGURA A. 5 Diagramas de Argand para e' u = cos U + i sen U 
(a) como un vector y (b) como un punto. 


Productos 

Para multiplicar dos numeros complejos, multiplicamos sus valores absolutos y sumamos 
sus angulos. Sean 


Zi = ne iu \ 


z 2 = r 2 e iUl , 


( 11 ) 
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FI GURA A. 6 A1 multiplicar z\ y z 2 , 

I z 1 z 2 1 = ri-r 2 y arg (ziz 2 ) = Ui + lb. 


de modo que 


Entonces 


|zi|=r h argz! = 4 ; |z 2 | = r 2 , argz 2 = U 2 . 


ZiZ 2 = r x e iu ' • r 2 e iUl = r l r 2 e i(Ul+ ^ ) 


y, en consecuencia, 


| Z 1 Z 2 1 = nr 2 = I zi I • I Z 2 1 

( 12 ) 

arg (ziz 2 ) = Ui + ih = argzi + argz 2 . 

Por lo tanto, el producto de dos numeros complejos se representa mediante un vector cuya 
longitud es el producto de las longitudes de los dos factores, y cuyo argumento es la suma 
de sus argumentos (figura A. 6 ). En particular, a partir de la ecuacion (12) vemos que un 
vector puede girar en sentido contrario al de las manecillas del reloj con un angulo U, mul- 
tiplicandolo por e ,u . La multiplication por ; provoca un giro de 90°, por —1 un giro de 
180°, por — un giro de 270°, etcetera. 



FI GURA A. 7 Para obtener el producto 
de dos numeros complejos, multiplicamos 
sus valores absolutos y sumamos sus 
argumentos. 


EJ EMPLO 2 Calculo de un producto de numeros complejos 

Sean zi = 1 + i, Zi = 2 3 — i. Trazamos estos numeros complejos en un diagrama de 
Argand (figura A. 7), de donde obtenemos las representaciones polares 

z, = 2 2e ' P//4 , zz = 2 e” ip / 6 . 


Entonces 


Z 1 Z 2 = 22 2 expf^p- - ) = 22 2 exp(^- 


= 2 2 2 ( cos -p + i sen -py 


2.73 + 0.73;. 


La notacion exp(A) representa e A . 


Cocientes 


Supongamos que r 2 A 0 en la ecuacion (11). Entonces 


Zl 

Z2 


r x e 


/Ui 


r 2 e 


j_L /(ui uu) 


Por lo tanto. 


Z2 


n 

f2 




= Ui - U, = arg zi ~ arg z 2 . 


Es decir, dividimos las longitudes y restamos los angulos para obtener el cociente de nu- 
meros complejos. 


Ej EMPLO 3 Sean z\ = 1 + ; y Zi = 2 3 — t, como en el ejemplo 2. Entonces 


1 + i 
2 3 - i 


2 2 e ' p / 4 

2e -'P/ 6 


2 2 5p;/i2 

2 


0.707 



+ i sen 



0.183 + 0.683;. 


A. 5 Numeros complejos AP-19 


Potencias 

Si ra es un entero positivo, podemos aplicar las formulas del producto en la ecuacion (12) 
para obtener 


z 


n 


Z*Z* 


•z. 


n factores 


Con z = re' u , obtenemos 

Z n = ( re lU )" = r « e '(u+u+ -+U) « sumandos 

= rV nU . (13) 

La longitud r = z | se eleva a la n-esima potencia, y el angulo U= arg z se multiplica por n. 
Si consideramos r = 1 en la ecuacion (13), obtenemos el teorema de De Moivre. 


Teorema de De Moivre 

(cos U + i sen u)" = cos raU + i sen rail. (14) 


Si desarrollamos el lado izquierdo de la ecuacion de De Moivre mediante el teorema 
del binomio y la reducimos a la forma a + ib, obtenemos formulas para cos rally sen raUco- 
mo polinomios de grado n en cos U y sen U. 

Ej EMPLO 4 Si n = 3 en la ecuacion (14), tenemos 

(cos U + i sen u ) 3 = cos 3U + i sen 3ll. 

El lado izquierdo de esta ecuacion se desarrolla como 

cos 3 U + 3 i cos 2 Usen U — 3 cos Usen 2 U — i sen ' U. 

La parte real de la expresion anterior debe ser igual a cos 3U, y la parte imaginaria debe ser 
igual a sen 3lL Por lo tanto, 

cos 3ll = cos 3 U — 3 cos Usen 2 U, 
sen 3U = 3 cos 2 Usen U — sen 3 U. 


Raices 

Si z = re ,u es un numero complejo distinto de cero y n es un entero positivo, hay precisa- 
mente ra numeros complejos distintos wo, w i, . . . , vv„- 1 , que son raices ra-esimas de z. Para 
comprender por que, sea w = re' a una rafz de z = re lU , 

w" = z 


o 


p n g in3 


re 


iu 


Entonces 


r = 2 r 


es la n-esima rafz real positiva de r. En cuanto al argumento, aunque no podemos decir que 
ra a y U deben ser iguales, si es posible afirmar que difieren en un multiplo entero de 2p . 
Es decir. 


ra a — U + 2kp, k — 0, ± 1, ±2, . . . . 
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FIGURA A.8 


Las tres raices cubicas de 


Por consiguiente. 



+ k 


2p 

n * 


Por lo tanto, todas las n-esimas raices de z = re' u estan dadas por 



Parecerfa que hay una infinidad de respuestas distintas correspondientes a la infinidad 
de valores posibles de k, pero k = n + m da la misma respuesta que k = m en la ecuacion 
(15). Asf, solo necesitamos considerar n valores consecutivos de k para obtener todas las 
n-esimas raices distintas de z. Por conveniencia, consideramos 


k = 0, l,2,...,n - 1. 

Todas las raices n-esimas de re' u estan en una circunferencia con centra en el origen, 
con radio igual a la n-esima rafz real positiva de r. Una de ellas tiene argumento a = U/n ; 
las demas se distribuyen de manera uniforme en la circunferencia, cada una separada de 
sus vecinas por un angulo igual a 2p/n. La figura A.8 ilustra la distribution de las tres raf- 
ces cubicas w 0 , w l5 vv 2 del numero complejo z = re ,u . 


EJ EMPLO 5 Calculo de raices cuartas 

Calcular las cuatro raices cuartas de —16. 


-16 



FI GU RA A. 9 Las cuatro raices cuartas de 
- 16 . 


Como primer paso ubicamos el numero —16 en un diagrama de Argand (fi- 
gura A. 9) y determinamos su representation polar re' u . En este caso, z = —16, r = +16 y 
U = p. Una de las raices cuartas de 16e' u es 2e' U/4 . Obtenemos las demas mediante sumas 
sucesivas de 2p/4 = p/2 al argumento de esta primera ralz. Por lo tanto. 


t 16 exp ip =2 exp /^, ^ 


y las cuatro raices son 


w 0 = 2 

wi = 2 

W2 = 2 

W3 — 2 


p , . p 

cos /j- + i sen /j- 


3p . 3p 

cos + i sen 


5p . 5p 

cos + i sen 


IR i • ZR 

cos + i sen 


2 2(1 + i) 

= 2 2( — 1 + i) 
= 2 2( — 1 - i) 
= 2 2(1 - i). 


El teorema fundamental del algebra 

Alguien podria decir que la invencion de 2 — 1 esta muy bien, y que conduce a un sistema 
numerico mas rico que el de los numeros reales, pero ( ' en que momento se detendra este 
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proceso? ^Tendremos que inventar mas sistemas para obtener f — 1 , f — 1 , y asf sucesi- 
vamente? Resulta que esto no es necesario. Tales numeros pueden expresarse ya en terminos 
del sistema de numeros complejos a + ib. De hecho, el teorema fundamental del algebra 
dice que con la introduccion de los numeros complejos se tienen los numeros suficientes 
para factorizar cualquier polinomio como un producto de factores lineales y, por lo tanto, 
los numeros suficientes para resolver cualquier ecuacion polinomial posible. 


El teorema fundamental del algebra 

Toda ecuacion polinomial de la forma 

a„z " + a n -iz n 1 + • ■ ' + a\z + «o = 0, 

donde los coeficientes ao, ai, , a„ son cualesquier numeros complejos, cuyo 
grado n es mayor que o igual a uno, y cuyo coeficiente principal a„ no se anula, 
tiene exactamente n raices en el sistema de numeros complejos, siempre y cuan- 
do cada ralz multiple con multiplicidad m se cuente como m raices. 


En casi todos los textos sobre la teorfa de funciones de una variable compleja aparece una 
demostracion de este teorema. 


EJ ERCI Cl OS A.5 


Operaciones con numeros complejos 

1. Como multiplican numeros complejos las computadoras 

Calcule (a, b) • (c, d)= ( ac — bd, ad + be). 

a. (2, 3) -(4, -2) b. (2, — 1) • (—2, 3) 

c. (-1,-2) -(2,1) 

(Esta es la forma en que las computadoras multiplican numeros 
complejos). 

2. Resuelva las siguientes ecuaciones en terminos de los numeros 
reales x y y. 


a. (3 + 4 i) 2 — 2(x — iy) = x + iy 
>2 


b. 


1 I i 
1 — i 


1 


x + iy 


— 1 ■ / 


c. (3 — 2i)(x + iy) = 2(jc — 2iy) + 2i — 1 


Graficacion y geometria 

3. ^Cuantos de los siguientes numeros complejos pueden obtenerse 
geometricamente a partir de z — x + iy7 Grafique. 

a. z b. (-z) 

c. — z d. 1/z 

4. Demuestre que la distancia entre los dos puntos z\ y Z 2 en un dia- 
grama de Argand es | zi ~ Z 2 \ ■ 


En los ejercicios 5 a 10, grafique los puntos z = x + iy que satisfacen 
las condiciones dadas. 

5. a. | z | = 2 b. | z | < 2 c. |z| > 2 

6. | z - 1 1 = 2 7. | z + 1 1 = 1 

8. |z + 1 1 = | z — 1| 9. | z + i| = |z — 1 1 

10. |z + 1 1 a | z | 

En los ejercicios 1 1 a 14, exprese los numeros complejos en la forma 
re' u , donde 0 y — p < U s p . Trace un diagrama de Argand para ca- 
da calculo. 

11. (l + 2 — 3) 2 12. 

13. 1 + l2 3 14. (2 + 3i)( 1 - 2i) 

I — 12 3 

Potencias y raices 

Use el teorema de De Moivre para expresar las funciones trigonome- 
tricas en los ejercicios 15 y 16 en terminos de cos Uy sen U 

15. cos4u 16. sen4u 

17. Determine las tres raices cubicas de 1. 
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18. Determine las dos rafces cuadradas de i. 

19. Determine las tres rafces cubicas de —8/. 

20. Determine las seis rafces sextas de 64. 

21. Halle las cuatro soluciones de la ecuacion z 4 - 2 z 2 + 4 = 0. 

22. Halle las seis soluciones de la ecuacion z 6 + 2 + + 2 = 0. 

23. Halle todas las soluciones de la ecuacion x 4 + 4x 2 + 16 = 0. 

24. Resuelva la ecuacion x 4 + 1 = 0 . 

Teoria y ejemplos 

25. Numeros complejos y vectores en el piano Use un diagrama 
de Argand para demostrar que la ley para la suma de numeros 
complejos es la mismo que la ley del paralelogramo para la suma 
de vectores. 

26. Aritmetica compleja con conjugados Demuestre que el conju- 
gado de la suma (producto o cociente) de dos numeros complejos 
Z\ y Z 2 es igual a la suma (producto o cociente) de sus conjugados. 

27. Las rafces complejas de polinomios con coeficientes reales 
vienen en pares de numeros complejos conjugados 


a. Amplfe los resultados del ejercicio 26 para demostrar que 
f(z) = f(z ) si 

f(z) = a„z" + + aiz + a 0 

es un polinomio con coeficientes reales ao, , a„ . 

b. Si z es una rafz de la ecuacion /(z) = 0, donde/(z) es un 
polinomio con coeficientes reales como en el inciso (a), 
demuestre que el conjugado z tambien es rafz de la ecuacion. 

( Sugerencia : Sea /(z) = u + fy = 0; entonces u y v deben anu- 
larse. Use el hecho de que /(z) = f(z) = u — fy). 

28. Valor absoluto de un conjugado Demuestre que |z| = |z|. 

29. Cuando ocurre que z = Z Si z y z son iguales, (,que se puede 
decir acerca de la ubicacion del punto z en el piano complejo? 

30. Partes real e imaginaria Sea Re(z) la parte real de z e Im(z) la 
parte imaginaria. Demuestre que se cumplen las siguientes rela- 
ciones para cualesquiera numeros complejos z, Zi y Zi- 

a. z + z = 2Re(z) b. z — z = 2ilm(z) 

c. | Re(z) | =£ |z| 

d. |zi + z 2 1 2 = | zi | 2 + |z 2 | 2 + 2Re(z!z 2 ) 

e. |zi + z 2 | & |zi| + | Z 2 1 



La ley distributiva para el producto cruzado de vectores 


En este apendice demostraremos la ley distributiva 


uX(v + w) = uXv + uXw 


que es la propiedad 2 de la seccion 12.4. 

Demostracion Para deducir la ley distributiva, construimos u X v de una nueva manera. 
Trazamos u y v desde el punto comun O y construimos un piano M perpendicular a u en O 
(figura A. 10). Luego proyectamos v de manera ortogonal hacia M, obteniendo un vector v' 
con longitud |v| sen U. Giramos v' 90° en sentido positivo respecto de u para obtener un 



FI Como se explica en el texto, u X v = |u|v". 
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vector v" . Por ultimo, multiplicamos v" por la longitud de u. El vector resultante | u | v" es 
igual a u X v, pues v" tiene la misma direction que u X v debido a su construction (figu- 
ra A. 10) y 

| u 1 1 v" I = | u 1 1 v' I = I u 1 1 v I sen U = | u X v |. 

Ahora bien, al aplicar a un triangulo cuyo piano no es paralelo a u, cada una de estas ope- 
raciones: 

1. la proyeccion sobre M 

2. la rotation de 90° respecto de u 

3. la multiplication por el escalar | u j 

produce un nuevo triangulo. Si partimos del triangulo con lados v, w y v + w (figura A. 1 1) 
y aplicamos estos tres pasos, obtendremos lo siguiente: 

1. Un triangulo cuyos lados son v', w' y (v + w)', que satisfacen la ecuacion vectorial 

v' + w' = (v + w)' 

2. Un triangulo cuyos lados son v", w" y (v + w ) " _ que satisfacen la ecuacion vectorial 

v" + w" = (v + w)" 

(las comillas dobles de cada vector tienen el mismo significado que en la figura 
A. 10). 


M 


FIGURAA.il Los vectores v,w,v + wy sus proyecciones 
sobre un piano perpendicular a u. 

3. Un triangulo cuyos lados son | u | v", | u | w" y | u | (v + w)", que satisfacen la ecuacion 
vectorial 



| u | x" + | u | w" = | u | (v + w)". 

Al sustituir en esta ecuacion |u|v" = u X v, |u|w" = u X w, y |u|(v + w)" = 
u X (v + w) de acuerdo con nuestro analisis anterior, obtenemos 

uXv + uXw = uX(v + w), 

que es la ley que querfamos establecer. ■ 



El teorema de la derivada mixta y el teorema del incremento 


Este apendice muestra una deduction del teorema de la derivada cruzada (teorema 2, sec- 
cion 14.3) y del teorema del incremento para funciones de dos variables (teorema 3 de la 
section 14.3). Euler publico por vez primera el teorema de la derivada mixta en 1734, en 
una serie de artfculos que escribio sobre hidrodinamica. 
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TEOREMA 2 El teorema de la derivada mixta 

Si fix, y) y sus derivadas parciales f x , f y , f xy y f yx estan definidas en una region 
abierta que contiene un punto (a, b ) y son todas continuas en (a, b), entonces 
f xy {a, b) = f yx (a, b) . 


Demostracion La igualdad de f xy (a, b ) y f yx (a, b ) se puede establecer mediante cuatro 
aplicaciones del teorema del valor medio (teorema 4 de la seccion 4.2). Por hipotesis, el 
punto (a, b ) esta en el interior de un rectangulo R en el piano xy donde f, f x , f y , f xy y f yx 
estan definidas. Sean h y k numeros tales que el punto ( a + h, b + k ) tambien esta en R, y 
consideremos la diferencia 


A = F(a + h) - F(a), (1) 

donde 

F(x) = f(x, b + k) - f(x, b). (2) 

Aplicamos el teorema del valor medio a F, que es continua por ser diferenciable. Enton- 
ces, la ecuacion (1) se convierte en 


A = hF'ici), 

donde cq esta entre a y a + h. De acuerdo con la ecuacion (2), 

F'ix) = f x ix, b + k) - ffx, b). 


(3) 


y 

R 

k R‘ 

(a, b) h 


de modo que la ecuacion (3) se convierte en 

A = h[f x ic\, b + k) - f x ici, b)]. (4) 

Ahora aplicamos el teorema del valor medio a la funcion g(y) =f x {c\, y), y tenemos 

gib + k) - gib ) = kg'idi), 

o bien 


fxic i, b + k) - f x ici, b) = kf xy {c\, d\) 


FI GU RA A. 1 2 La clave para demostrar 
que fxyia, b) = f yx (a, b ) es que no im- 
porta cuan pequenos sean R' ,f x y y f yx , 
asumen los mismos valores en algun punto 
dentro de R' , aunque no necesariamente en 
el mismo punto. 


para alguna d\ entre b y b + k. A I sustituir esto en la ecuacion (4), obtenemos 

A = hkf xy ic\, d\) (5) 

para cierto punto (cq, d\) en el rectangulo R' , cuyos vertices son los cuatro puntos (a, b), 
(a + h, b), ia + h, b + k) y (a, b + k). (Vea la figura A. 12). 

A1 sustituir la ecuacion (2) en la ecuacion (1), tambien podemos escribir 


A = fia + h, b + k) — fia + h, b) — fia, b + k) + /(a, b) 

= [fio + h, b + k) — fia, b + k)] — [fia + h, b ) — fia, bf\ 

= f ib + k) - f ib), (6) 

donde 


f (y) = fia + h,y) - f(a,y). 


(7) 


Aplicado a la ecuacion (6), el teorema del valor medio nos da ahora 


A = Jfcf \d 2 ) 


( 8 ) 
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para algun d 2 entre b y b + k. Dc acuerdo con la ecuacion (7), 

f '(y) = fy(a + h,y ) - fy(a, y) . (9) 

A1 sustituir la ecuacion (9) en la ecuacion (8) se obtiene 

A = k[f y (a + h, d 2 ) ~ f y (a, d 2 )] . 

Por ultimo, aplicamos el teorema del valor medio a la expresion en corchetes para obtener 

A = khf yx (c 2 , d 2 ) (10) 


para algun c 2 entre a y a + h. 

Juntas, las ecuaciones (5) y (10) demuestran que 

fxy(cudi) = f yx (c 2 , d 2 ) , (11) 

donde (ci, d{) y ( c 2 , d 2 ) estan en el rectangulo R' (figura A. 12). La ecuacion (11) no es pre- 
cisamente el resultado que buscamos, pues solo nos dice que tiene el mismo valor en 
(ci, d\) qu ef yx en ( c 2 , d 2 ). Sin embargo, los numeros h y k pueden hacerse tan pequenos 
como se quiera. La hipotesis de que/ ly y f yx son continuas en (a, b) significa que/ tv (c|, d\) 
=f xy (a, b) + € i y f yx {c 2 , d 2 ) =f yx {a , b) + e 2 , donde e 1; e 2 — * 0 cuando h, fc — » 0. Por lo tanto, 
si h y k tienden a cero, tenemos que f xv (a, b ) =f yx (a, b). m 

La igualdad entre f xy (a, b ) y f yx (a, b ) puede demostrarse con hipotesis mas debiles que 
las planteadas. Por ejemplo, basta qu eff x y f y existan en R y que f xy sea continua en ( a , b). 
Entonces/(. t existe en (a, b ) y es igual a f xy en ese punto. 



FIGURA A.13 La region rectangular T 
en la demostracion del teorema del 
incremento. Trazamos la figura para Ar y 
Ay positivos, pero los incrementos pueden 
ser nulos o negativos. 


TEOREMA 3 El teorema del incremento para funciones de dos variables 

Suponga que las primeras derivadas parciales de fix, y) estan definidas en una re- 
gion abierta R que contiene al punto (x 0 , y 0 ), y que f x y f y son continuas en (x 0 , 
yo). Entonces el cambio A z = f(x o + Ax, yo + Ay) — /(x o, yo) en el valor de/ 
resultante de moverse de (x 0 , yo) a otro punto (xo + Ax, yo + Ay) en R satisface 
una ecuacion de la forma 

Az = f x (x 0 , yo)Ax + /v(x 0 , yo)Ay + eiAx + e 2 A y, 
donde cada e b e 2 — » 0 cuando Ax, Ay — » 0. 


Demostracion Trabajamos dentro de un rectangulo T con centra en A(xo, yo). que esta 
dentro de R, y suponemos que Ax y Ay ya son lo bastante pequenos como para que el seg- 
mento de recta que une A con B(xq + Ax, y 0 ) y el segmento de recta que une B con C(x 0 + 
Ax, y 0 + Ay) esten en el interior de T (figura A.13). 

Podemos pensar que Az es la suma Az = Azi + Az 2 de dos incrementos, donde 
Azi = /(x 0 + Ax, y 0 ) - /(x 0 , yo) 
es el cambio en el valor de/de A a B, y 

Az 2 = f(xo + Ax, yo + Ay) - f(x 0 + Ax, y 0 ) 
es el cambio en el valor de/de B aC (figura A. 14). 
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z 



FIGURA A. 14 Parte de la superficie z — /(x, y) cerca de Po(xo, yo, /(xo, yo)) • 
Los puntos Po, P' y P" tienen la misma altura zo = fix o, yo) sobre el piano xy. El 
cambio en z es Az = P'S . El cambio 

Azi = fix o + Ax, y 0 ) - /(x 0 , y 0 ), 

que aparece como P" Q = P'Q' , es causado al variar x de x 0 a x 0 + Ax, mante- 
niendo e igual a yo- Luego, manteniendo x igual a x 0 + Ax, 

Az 2 = fix o + Ax, y 0 + Ay) - f(x 0 + Ax, y 0 ) 

es el cambio en z causado al variar y de y 0 a yo + Ay, lo que se representa como 
Q'S. El cambio total en z es la suma de Azi y A z%. 


En el intervalo cerrado de valores de x que va de xo a xq + Ax, la funcion F(x) =/(x, 
y 0 ) es una funcion diferenciable (y por lo tanto continua) de x, con derivada 

F’ix) = fxix, yo) . 

Segtin el teorema del valor medio (teorema 4 de la seccion 4.2), existe un valor c de x en- 
tre x 0 y Xq + Ax donde 


F(x o + Ax) — F(x o) = F'(c) Ax 


o 

fix 0 + Ax, y 0 ) “ fix o, yo) = fxic, yo)Ax 


o 

Azi = f x ic, y 0 )Ax. (12) 

De manera similar, G(y) = /(x 0 + Ax, y) es una funcion diferenciable (y por lo tanto 
continua) de y en el intervalo cerrado en y que va de yo a yo + Ay con derivada 


G'iy) = fyix 0 + Ax, y). 
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En consecuencia, existe un valor d de v entre y 0 y y 0 + A y donde 

G(y 0 + Ay) - G(y 0 ) = G'(d)Ay 


o 

f(x o + Ax, yo + Ay) - f(x 0 + Ax, y) = f y (x 0 + Ax, d)Ay 
o 

Az 2 = f y {x o + Ax, d)Ay. (13) 

Ahora bien, cuando Ax y Ay tienden a cero, sabemos que c — > x 0 y d — > yo- Por lo tan- 
to, como / f yf y son continuas en (x 0 , yo), las cantidades 

e i = fx(c, yo) - fx(x o, y 0 ), 

(14) 

£2 = fy(x 0 + Ax, d) - fy(x 0 , yo) 


tienden a cero cuando Ax, Ay — » 0. 
Por ultimo, 


Az = Azi + Azi 

De acuerdo con las 

= fx(c,yo) Ax + f Y (x 0 + Ax, d) Ay ecuaciones (12) y (13) 

= [/a-(*o, Jo) + e il Ax + [jj,(x 0 ,yo) + e 2 ]Ay la ecuacion (14) 

= fx(xo, yo)Ax + /v(x 0 , y 0 ) Ay + e,Ax + e 2 Ay, 


donde e l y e 2 —> 0 cuando Ax y Ay —* 0, que era lo que tenfamos que demostrar. ■ 

Resultados analogos son validos para funciones con cualquier numero finito de varia- 
bles independientes. Suponga que las primeras derivadas parciales de w =/(x, y, z) se 
definen en toda una region abierta que contiene el punto (x 0 , yo, Zo), y que f x , f y y f z son 
continuas en (xq, yo, Zo)- Entonces, 

Aw = /(x 0 + Ax, y 0 + Ay, zo + Az) - f(x 0 ,y 0 ,zo) 

= f x Ax + f y Ay + f z Az + ejAx + e 2 Ay + e 3 Az, (15) 

donde e b e 2 , e 3 0 cuando Ax, Ay y Az —* 0. 

Las derivadas parciales f x ,f y ,f z de la ecuacion (15) deben evaluarse en el punto (xo, 

yo, zo)- 

La ecuacion (15) puede demostrarse considerando Aw como la suma de tres incre- 
mentos, 

Awi = /(x 0 + Ax, y 0 , zo) - f(x 0 , y 0 , zo) (16) 

Aw 2 = /(x 0 + Ax, y 0 + Ay, z 0 ) - /(x 0 + Ax, y 0 , z 0 ) (17) 

Aw 3 = f(x 0 + Ax, y 0 + Ay, zo + Az) - /(x 0 + Ax,y 0 + Ay, z 0 ), (18) 

y aplicando el teorema del valor medio a cada uno por separado. Dos coordenadas perma- 

necen constantes y solo una varfa en cada uno de estos incrementos parciales Aw h Aw 2 , 
Aw 3 . En la ecuacion (17), por ejemplo, solo varfa y, pues x se mantiene constante igual a Xo 
+ Ax, y z se mantiene igual a z 0 . Como /(x 0 + Ax, y, z 0 ) es una funcion continua de y con 
una dcrivada /., se sujeta al teorema del valor medio, y tenemos 

Aw 2 = f y (x 0 + Ax, y ls z 0 )Ay 

para cierta y! entre yo y yo + Ay. 
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A.8 


El area de la proyeccion de un paralelogramo en un piano 



FIGURA A. 15 El paralelogramo 
determinado por dos vectores u y v en el 
espacio, y la proyeccion ortogonal del 
paralelogramo sobre un piano. Las rectas 
de proyeccion, ortogonales al piano, son 
paralelas al vector normal unitario p. 


Este apendice demuestra el resultado necesario en la seccion 16.5, de que | (u X v) • p | es 
el area de la proyeccion del paralelogramo con lados determinados por u y v sobre cual- 
quier piano cuyo vector normal sea p. (Vea la figura A. 15). 


TEOREMA 

El area de la proyeccion ortogonal del paralelogramo determinado por dos vecto- 
res u y v en el espacio sobre un piano con vector normal unitario p es 

Area = | (u X v) • p|. 


Demostracion En la notacion de la figura A. 15, la cual muestra un paralelogramo tfpico 
determinado por los vectores u y v y su proyeccion ortogonal sobre un piano con vector 
normal unitario p, 


u = PP' + u' + Q'Q 
= u' + PP ' - QQ' 


De manera similar. 


para algun escalar t. Por lo tanto, 


= u' + sp. 
v = v' + rp 


(Q'Q = -QQ') 

(Para algun escalar pues 
(PP ' — QQ ') es paralelo a p) 


U X V = (u' + .?p) X (v' + rp) 

= (u' X v') + s(p X v') + f(u' X p) + sf(p X p). (1) 

0 


Tanto el vector p X v' como el vector u' X p son ortogonales a p. Por lo tanto, al consi- 
derar el producto punto de ambos lados de la ecuacion (1) con p, el unico termino que no 
se anula del lado derecho es (u' X v') • p . Es decir. 



En particular, 


(u X v)-p = (u' X v')p. 


I (u X v) • p | = |(u' X v')-p|. 


( 2 ) 


El valor absoluto de la derecha es el volumen de la caja determinada por u', v' y p. La altu- 
ra de esta caja particular es | p | = 1 , de modo que el volumen de la caja es numericamente 
igual al area de su base, el area del paralelogramo P'Q'R'S'. Al combinar esta observacion 
con la ecuacion (2) se obtiene 

AreaP'Q'R'S' = |(u' X v') * p| = | (u X v)-p|, 

que dice que el area de la proyeccion ortogonal del paralelogramo determinado por u y v 
sobre un piano con vector normal unitario p es | (u X v) • p |. Esto es lo que habfa que de- 
mostrar. ■ 


FIGURA A.16 En el ejemplo 1 se calcula 
el area de la proyeccion ortogonal del para- 
lelogramo PQRS sobre el piano xy. 


EJ EMPLO 1 Calculo del area de una proyeccion 

Calcular el area de la proyeccion ortogonal sobre el piano xy del paralelogramo determina- 
do por los puntos P( 0, 0, 3), 0(2, -1, 2), R(3, 2, 1) y 5(1, 3, 2) (figura A.16). 
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Solucion Con 

u = PQ = 2i — j — k, v = PS = i + 3j — k y p = k, 


tenemos 


(u X v) • p = 


2 -1 -1 
1 3 -1 

0 0 1 


2 -1 
1 3 


= 7, 


de modo que el area es | (u X v) • p | = 1 7 1 = 7. 



il®' 


Formulas basicas de algebra, geometria y trigonometria 

Algebra 

Operaciones aritmeticas 


i(b + c) = ab + ac. 


a . £ _ ac_ 
b d bd 


a , c _ ad + be a /b ad 
b d bd ’ 


Leyes de los signos 


c/d b c 


f \ —a a a 

-(-a) = a, - = — 


Cero La division entre cero no esta definida. 

Si a * 0: § = 0, a 0 = 1, 0 a = 0 
Para cualquier numero a: a • 0 = 0 • a = 0 

Leyes de los exponentes 

a'V = a m+n , ( ab) m = a m b m , (, a m ) n = a mn , a m/ " = 2 


= (2 


Si a ^ 0, 


n m i 

„ = a m -'\ a 0 = 1, a- ,n = 
a a 


El teorema del binomio Para cualquier entero positivo n, 

• n(n — 1 ) . 

(, a + b) n = a n + na n ~ 1 b + , „ a" ~b 2 


+ 


n(n - 1 )(n - 2) n _ 3 , 


1-2 

a" 3 /? 3 + ■■• + nab"~ l + b" . 


1-2-3 
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Por ejemplo, 

(a + b ) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 , (a — b) 1 = a 2 — 2flb + b 2 

( a + b ) 3 = a 3 + 3fl 2 b + 3ab 2 + b 3 , (a — b) 3 = a 2 — 3a 2 b + 3 ab 2 — b 3 . 

Factorizacion de la diferencia de potencias enteras semejantes, n> 1 

a n - b n = (a - b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 3 b 2 + ■ • • + ab n ~ 2 + b , ^ 1 ) 

Por ejemplo, 

a 2 — b 2 = {a — b)(a + b ), 

a 3 — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ), 

a 4 — b 4 = (a — b){a 3 + a 2 b 4- ab 2 + b 3 ). 


Completando el cuadrado Si a A 0, 


ax 1 + bx + c = a[x 2 + ^x)+c 


. 2 , b , b l b 1 

= a \ X + 77 X H r 7 

a 4 a 2 4 a 2 


+ c 


. 2 i b , b 

= a \ x + — x r 

u 4 a 1 


+ a(-~\ I + c 


= a \ x + 77 x + 


4a - 


+ c 


4a' 

b 2 
4 a 


, b \ Llamamos C 

Esto es [ x + — . , . 

2a J a esta parte 

= au 2 + C (u = x + (b/2a)) 

La formula cuadratica Si a A 0 y ax 2 + bx + c = 0, entonces 


x = 


b ± 2 b~ — 4 ac 
2 a 


Geometria 

Formulas para el area, la circunferencia y el volumen: (A = area, B = area de la base, 
C = circunferencia, S = area lateral, V = volumen) 


Triangulo Triangulos semejantes Teorema de Pitagoras 
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Cualquier cono o piramide 



B 


Paralelogramo 



b 

A = bh 


Trapecio 


a 



b 

A = i(a+ b)h 


Ci'rculo 



A = vr 2 , 
C = 2nr 


Cualquier cilindro o prisma con bases paralelas 



B 


Cilindro circular recto 


r — ► 



V = nr 2 h 

S = 2irrh = Area lateral 



Formulas trigonometricas 


y 


Definiciones e identidades fundamentales 




Seno: 

u y 1 

sen u = r = 

r CSC U 


r 

D (x,y) 




Ao 


Coseno: 

,, X 1 

cos U = r = 

1 sec U 

1 0 

X 


Tangente: 

y l 

tan U = „ = 

x cot U 
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Identidades 


sen( — ll) = — sen U, cos ( — u) = cos U 

sen 2 U + cos 2 U = 1, sec 2 U = 1 + tan 2 u, esc 2 U = 1 + cot 2 U 

sen 2u = 2 sen Ucos U, cos 2u = cos 2 U — sen 2 U 

2 1 + cos 2u 2 1 — cos 2u 

cos U = ~ , sen“ U = ~ 


sen (A + B) = sen A cos B + cos A sen B 

sen (A — B) = sen A cos B — cos A sen B 

cos (A + B) = cos A cos B — sen A sen B 

cos (A — B) = cos A cos B + sen A sen B 


tan (A + B) 
sen^A - ^ 
sen^A + ^ 
sen A sen B ■ 


tan (A — B) = 


— ' = sen A 


tan A + tanij 
1 — tan A tan B ’ 

= —cos A, cos( A 
= cos A, 
ycos (A — B) — ^cos (A + B ) 


cos ( A + ^ > = - 


= —sen A 


tan A — tan/j 
1 + tan A tan B 


cos A cos B = ^ cos (A — B) + ^-cos (A + B ) 
sen A cos B = ^ sen (A — B) + ^ sen (A + B ) 

sen A + sen B = 2 sen ^ (A + B) cos ^ (A — B) 

sen A — sen B = 2 cos ^ (A + B) sen \{A — B) 

cos A + cos B = 2 cos ^ (A + B) cos ^ (A — B) 

cos A — cos B = —2 sen ^ (A + B) sen ^ (A — B) 
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Funciones trigonometri cas 

Medida en radianes 



180 ° = p radianes. 




Los angulos de dos triangulos comunes, en grados 
y radianes. 


y y 



y = sen x 

1 

y= cos x 


/ 1 \ / 

\ / 1 
\ y 1 > 

it, v 0 ! 

7 t 771 3|7t 2 'tv -\r m 0 

7K 7u 377 277 

2 

\i/ 

2 2 i/2 

\\y \y 

2 i 2 

\i/ 


Dominio: (-00, oo) Dominio: (-no, oo) 

Rango: [-1,1] Rango: [-1,1] 



I 

1 / 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ = tan ; 

/ 

/ 

J 

V 


_ 3 

77/77 _ 7 

/ - ’i 

/ 

[ 

/ 

0 

7 77 3 

■ / 

77 


Dominio: Todoslos numeros reales, 

excepto los multi plos enteros 
impares de ir/2 
Rango: (-00,00) 

y 



Dominio: x# 0, ±ir, ±2n, . . . 
Rango: (-°o, -l] (J [1, °°) 


y 



1 

i - 

y= sec 

i 

X 

_ 3 

77 - 77 ' 

hi 

7 0 

ir ir 3 

hi 

77 


Dominio: xj =± ± ^, . . . 
Rango: (-00, -1] (J [1, 00) 



Dominio: x=f= 0, ±ir, ±27r, . . . 
Rango: (-00,00) 



Respuestas 


CAPITULO 10 

Seed on 10.1, pagpnas 693-697 

1. y 2 = 8x, F( 2, 0), directriz: x — —2 
3 . x 2 = — 6y, F{ 0, —3/2), directriz: y = 3/2 

x 2 y 2 I — \ 

5. ^ - ■— = 1, F{±2 13,0), V(±2, 0), 

3 

asmtotas: y = ±— x 

r 2 , - . 

7. y + y 2 = 1, F(±l, 0), v(±2 2,0j 

9 . 



11 . 





13 . 





15 . 



17 . 


y 



R-2 Capitulo 10: Respuestas 


19. 


X 



29. Asmtotas: y = 





27. Asmtotas: y = ±x 



35. y 2 - x 2 = 1 




39. (a) Vertice: (1, —2); foco: (3, —2); directriz: x = — 1 



Capitulo 10: Respuestas R-3 


41. (a) Focos: (4 ± 2 7, 3 ) ; vertices: (8, 3) y (0, 3); centra: (4, 3) 
(b) > 



43. (a) Centro: (2, 0); focos: (7, 0) y( — 3, 0) ; vertices: (6, 0) y (—2, 
3 

0) ; asmtotas: y = ±^ (x — 2) 

(b) 



45. (y + 3) 2 = 4(x + 2), V(-2, -3), F(-l, -3), 
directriz: x = — 3 

47. (x - l) 2 = 8(y + 7), V(l, -7), F(l, -5), 
directriz: y = —9 
(* + 2) 2 , (y + l) 2 


49. 


6 9 

V(— 2, ±3 - 1), C(— 2, -1) 


= 1, F -2,12 3- 1 , 


(x — 2) 2 (y — 3) 2 

51. 3 + — y = 1, F(3,3)yF(l,3), 

v(± 2 3 + 2, 3 ) , C(2, 3) 

(x - 2 ) 2 (y - 2? 

4 5 


53. 


= 1, C(2,2), F(5, 2) y F(— 1, 2), 
2 5 


V(4, 2) y F(0, 2); asmtotas: (y - 2) = ± 2 (x - 2) 


55. (>■ + l) 2 - (x + l) 2 = 1, C(— 1, -1), f( — 1, 2 2 - l) y 
F(-l, -2 2-l), V{—\, 0) y V( — 1, —2); 
asmtotas (y + 1) = ±(x + 1) 

57. C(-2,0), a = 4 59. V(-l, 1), F(-l.0) 

(x + 2) 2 , 

61. Elipse: 2 — 5 + y 2 = 1, C(-2, 0), F(0, 0) y 

F(— 4, 0), v( 2 5 - 2, 0 ) y v(- 2 5 - 2, 0 ) 

(x - l) 2 

63. Elipse: 2 — 2 + (y - l) 2 = 1, C(l, 1), F(2, 1) y 

F(0, 1), V(2 2 + 1, l)y v(-2 2 + 1, l) 


65. Hiperbola: (x — l) 2 — (y — 2) 2 = 1, C(l, 2), 

F( 1 + 2 2, 2) y F( 1 - 2 2, 2 ), V(2, 2) y 
F(0, 2); asmtotas: (y — 2) = ±(x — 1) 

(y - 3) 2 

67. Hiperbola: — y = 1, C(0, 3), F(0, 6) y 

F(0, 0), v(0. 2 6 + 3)y V(0, -2 6 + 3); 
asmtotas: y = 2 2x+3oy = — 2 2x + 3 


69. y 71. 




73. 



77. 3x 2 + 3y 2 - lx - ly + 4 = 0 

79. (x + 2) 2 + (y — l) 2 = 13. El punto esta dentro del cfrculo. 

81. (b) 1:1 83. Longitud = 22 2, ancho =22, area = 4 

85. 24 p 87. (0, 16/ (3p )) 


Seed on 10.2, paginas 701-702 

1. e = 3/5, _F(±3, 0), x = ±25/3 

3. e = 1/2 2, F(0, ±1), y = ±2 

5. e = 1/2 3, F(0, ±1), y = ±3 

7. e = 2 3/3, F(±2 3,0), x = ±32 3 


x 2 y 2 

9 . — ± — = 1 

27 36 


11 . 


4851 4900 

15. e = 1/2. 


= 1 

2 


64 48 


13. e = 
= 1 


2 5 

3 ’ 


r y 
— ± — = 1 
9 4 


(x - l) 2 (y - 4) 2 

19 - + 9 = 1 , 


F( 1, 4 ±2 5), e = 2 5/3, 


y = 4 ± (92 5/5) 
21. a = 0, b = -4, 


c = 0, c = 2 3/2 


23. e = 2 2, F(±2 2, 0), x = ±1/2 2 

25. e = 2 2, F(0. ±4), y = ±2 

27. e = 2 5, F(±2 10, 0), x = ±2/2 10 

29. e = 2 5, F(0, ±2 lo), y = ±2/2 10 


j 5 . «. 2 5y_±.. 


33. x 2 - V = 1 


37. e = 2, x 2 — y = 1 


R-4 Capitulo 10: Respuestas 


39. 


(y ~ 6) 2 
36 


(x ~ l) 2 

45 


Seed on 10.3, paepnas 707-709 

1. Hiperbola 3. Elipse 5. Parabola 7. Parabola 
9. Hiperbola 11. Hiperbola 13. Elipse 15. Elipse 

17. x' 2 - y' 2 = 4, hiperbola 19. 4x' 2 + 16/ = 0, parabola 

21. y' 2 = 1 , rectas paralelas 23. 2 2 2x' 2 + 82 2/ = 0. 

parabola 

25. 4x' 2 + 2y' 2 = 19, elipse 

27. sen a = 1/2 5, cos a = 2/25 

29. A' = 0.88, S' = 0.00, C' = 3.10, D' = 0.74, E' = -1.20, 

F' = -3, 0.88.x' 2 + 3.10y' 2 + 0.74x' - 1.20/ -3 = 0, 
elipse 

31. A' = 0.00, S' = 0.00, C' = 5.00, D' = 0, £' = 0, 

F' = — 5, 5.00y' 2 — 5 = 0 o y' = ± 1 .00 , rectas paralelas 

33. A' = 5.05, S' = 0.00, C' = -0.05, D' = -5.07, E = -6.18, 

F' = - 1, 5.05x' 2 - 0.05/ 2 - 5.07x' - 6.18/ -1 = 0, 


hiperbola 



x' 2 y' 1 

(a) yy + = 1 

b a 

(b) 

/ 2 x' 2 . 

a 2 b 2 

(c) x' 2 + y' 2 = a 2 

(d) 

, 1 , 
y =~m x 


< e ) y m x + m 

37. (a) x' 2 - y' 2 = 2 (b) x' 2 - y' 2 = 2 a 43. (a) Parabola 

45. (a) Hiperbola 


5. 


7. 




9. 


11 . 




13. x = (a — b) cos U + b cos ( a ^ U ) , 


y = (a — b) sen U — b sen ( ° ^ U 


15. x — a sen 2 1 tan t, y = a sen 2 1 17. (1, 1) 



(c) y = — 2x — 3, y = —2x + 3 


Seed on 10.4, paepnas 712-713 

1. 3. 


y 



y 



(a) ^2, j + 2/?p j y ^—2, ^ + (2n + l)p j, n un entero 

(b) (2, 2np ) y ( — 2, (2n + l)p), ;? un entero 

(c) ^2.^ + 2np^)y ^-2.4^ + (2n + l)p), 
n un entero 

(d) (2,(2 n + l)p) y ( — 2, 2/;p), n un entero 

5. (a) (3,0) (b) (-3,0) (c) (-1, 2 3) (d) (l, 2 3) 

(e) (3,0) (f) (l, 2 3) (g) (-3,0) (h) (-1, 2 3) 


Gapitulo 10: Respuestas 




11. , 13. 




15. 


2 

r > 0 




23. x = 2 , recta vertical que pasa por (2, 0) 

25. y = 0, el eje x 

27. V = 4 , recta horizontal que pasa por (0, 4) 

29. x + y = 1 , recta, m = — 1 , b = 1 

31. x 2 + y 2 = 1 , circunferencia, C(0, 0), radio 1 

33. y — 2x = 5 , recta; m = 2, b = 5 

35. y 2 = x, parabola, vertice (0, 0), abre hacia la derecha 

37. y = e x , grafica de la funcion logaritmo natural 

39. x + y = ± 1 , dos rectas de pendiente — 1 , intercepciones con el 
eje y b = ±1 

41. (x + 2) 2 + y 2 = 4, circunferencia, C( — 2, 0), radio 2 

43. x 2 + (y — 4) 2 = 16, circunferencia, C(0, 4), radio 4 

45. (x — l) 2 + {y — l) 2 = 2 , circunferencia, C(l, 1), radio 2 2 

47. 2 3y + x = 4 49. rcos U = 7 51. U = p/4 

53. r = 2 o r = —2 55. 4r 2 cos 2 U + 9r 2 sen 2 U = 36 

57. r sen 2 U = 4 cos U 59. r — 4 sen U 

61. r 2 = 6rcos U — 2rsen U — 6 

63. (0, U) , donde U es cualquier angulo 


Seed on 10.6, pagpnas 725-726 

1. Eje x 3. Ejey 



5. Eje y 

y 



7. Eje x 


y 



9. Eje x, eje y, origen 



11. Eje y, eje x, origen 



13. Eje x, eje y, origen 


15. Origen 



R-6 Capitulo 10: Respuestas 


17. 


La pendiente (—1, p/2) es — 1 , en (— 1, — p/2) es 1. 

y 



19. La pendiente (1, p/4) es —1, en (—1, — p/4) es 1, en 
(-1, 3p/4) es 1, en (1, -3p/4) es -1 . 


y 



21. (a) , (b) 






25. y 27. 




31. (0, 0), (1, p/2), (1, 3p/2) 

33. (0,0), (2 3. p/3), (-2 3, -p/3) 

35. (2 2, ±p/6), (2 2, ±5p/6) 

37. (1, P/12), (1, 5p/12), (1, 13p/12), (1, 17p/12) 

43. (a) 51. 2y = ^ 


Section 10.7, paginas 730-731 


1. 

18p 

3. p/8 5. 2 

’•f- 

1 9. 

5p - 8 

11. 

32 3 

- P 

13. f + - 

¥ 15 

, 12p - 

- 92 3 

17. 

<■>§ 

P 

4 

19. 19/3 

21. 8 



23. 

3(2 2 

+ ln( 

> + 2 2 )) 

25 B- 
25. 8 

+ l 

27. 2p 

29. 

p 2 2 

31. 

2p(2 - 2 

2) 37. 

(l“-° 

) 


Seed on 10.8, paginas 737-739 

1. rcos(u — p/6) = 5 , y = — 2 3x + 10 

3. r cos ( U - 4p/3) = 3,y = -(2 3/3 )x - 22 3 

5. y = 2 - x 7. y = (2 3/3 )jt + 22 3 

9. rcos = 3 11. rcos ^ ^ = 5 

13. r = 8cosU 15. r = 22 2 sen U 17. C(2, 0), radio = 2 

19. C(l, p), radio = 1 21. (x — 6 ) ; + y 2 = 36, r = 12 cos u 

23. x 2 + {y — 5) 2 = 25, r = 10 sen U 
25. (x + l) 2 + y 2 = 1, r = —2 cos U 

27. x 2 + (y + 1/2) 2 = 1/4, r = -sen U 29. r = 2/(1 + cos U) 

31. r = 30/(1 — 5 sen u) 33. r = 1/(2 + cos u) 

35. r = 10/(5 — sen U) 

37. y 39. y 




41. 



Capitulo 11: Respuestas 


R-7 


45. 



5. e = 3/4 


7. e = 2 


57. (b) 


Planeta 

Perihelio 

Afelio 


Mercurio 

0.3075 UA 

0.4667 UA 


Venus 

0.7184 UA 

0.7282 UA 

9. 

Tierra 

0.9833 UA 

1.0167 UA 


Marte 

1.3817 UA 

1.6663 UA 

11. 

Jupiter 

4.9512 UA 

5.4548 UA 


Saturno 

9.0210 UA 

10.0570 UA 


Urano 

18.2977 UA 

20.0623 UA 

13. 

Neptuno 

29.8135 UA 

30.3065 UA 

Pluton 

29.6549 UA 

49.2251 UA 



59. (a) x 2 + ( y — 2) 2 = 4, x = 2 3 

(b) y 



61. r = 4/(1 + cos U) 

63. (b) Los clavos deben estar separados 2 pulgadas 
65. r — 2a sen U (una circunferencia) 

67. rcos (u — a) = p (una recta) 

E^erddos practioos, pagnas 740-743 


1 . 



3. 





(jc - 2) 1 = - 1 2(y - 3), V{2, 3), F( 2, 0); directriz: y = f 

(x + 3) 2 (v + 5) 2 

9 + ' 25 = 1. C(—3, —5), V(— 3, 0) y 

V(-3, -10), F(—3, — 1) y F(—3, —9) 

{y- 22 2) 2 (x - 2 ) 2 , 

g 2 ' = 1, C(2,22 2), L(2,42 2)y 

V(2, 0), F(2, 2 10 + 22 2) y f( 2, - 2 10 + 22 2); 
asmtotas: y = 2x — 4 + 22 2yy = — 2 jc + 4 + 22 2 


15. Hiperbola: 


U - 2) 2 


-r = 1. n2 ±25,0 


V(2 ± 2, 0), C(2, 0); asmtotas: y = ±y (x — 2) 

17. Parabola: (y - l) 2 = -16(.v + 3), V(-3, 1), 

F(— 1, 1); directriz: x = 1 
(x + 3) 2 , (y ~ 2) 2 


19. Elipse: 


16 9 

V(±4 — 3, 2), C(— 3, 2) 


= 1, F ±2 7 - 3,2 , 


21. Circunferencia: — l) 2 + (y — l) 2 = 2, C(l, 1), radio = 
2 2 

23. Elipse 25. Hiperbola 27. Recta 

29. Elipse, 5x' 2 + 3y' 2 = 30 31. Hiperbola, y' 2 — x' 2 = 2 





45. (i) 47. (0,0) 49. (0,0), (1, ±p/2) 

51. Las graficas coinciden. 53. (2 2, p/4) 


R-8 Capitulo 11: Respuestas 


55. y = ( 2 3/3 )x -4 57. x = 2 59. y = -3/2 

61. x 2 + (y + l) 2 = 4 63. (x - 2 2 f + y 2 = 2 

65. r = —5 sen U 67. r = 3 cos U 

69. v 71. v 




73. r = 


75. r = 


77. 9p/2 


1 + 2 cos U ’ 2 + sen U 

79. 2 + p/4 81. 8 83. p - 3 85. (2 - 2 2)p 

87. (a) 24 p (b) 16p 

Ej erd a os acidonales y avmzados, pagnas 743-745 


1. 


3. 3x 2 + 3y 2 - 8y + 4 = 0 



5. (0, ±1) 

7. (a) 

11 . 


(y i) x 2 _ . 

16 48 1 (b) 

13. 


16 [y + 


25 


2jt_ 

75 


= 1 




15. 


17. 




19. x = (a + b) cos U — b cos ( — ^ U 


y = (a + fo) sen U — ft sen ( ° ^ U 


21. (a) r = e 2u (b) ^ (e 4p - 1) 23. 32p g 4p 2 


25. r = 


27. r = 


29. (a) 120° 


1 + 2 cos U 2 + sen U 

31. 1 X 10 7 miles 33. e = 2 2/3 35. Si, una parabola 

2 a 


37. (a) r = 


1 + COS { U — , 


(b) r = 


3 — cos u 


(c) r = 


1+2 sen U 


43. p/2 47. (2, ±y),y 51. p/2 53. p/4 


GQPI1UL011 

Seed on 11.1, pagnas 757-761 

1. fli = 0,^2 = — 1/4, «3 = —2/9, <34 = —3/16 

3. d = 1 ,a 2 = -1/3,03 = 1/5,04 = -1/7 

5. a\ = 1/2,02 = 1/2,03 = 1/2,04 = 1/2 

3 7 15 31 63 127 255 511 1023 
2’ 4 ? 8 ’ 16’ 32’ 64 ’ 128’ 256’ 512 

J__J_J__1 1 1__1 

' 2’ 4’ 8’ 16’ 32’ 64’ 128’ 256 

11. 1, 1.2, 3, 5, 8, 13,21,34,55 13. o„ = (-1)" +1 ,« > 1 

15. o„ = ( — l)" +1 (n) 2 , n a 1 17. o„ = rr — 1 ,n a 1 

1 + (- 1)" +1 


7. I, 

9. 2, 1, 


19. a n = 4« — 3, n a 1 21. a„ = 


, n > 1 


23. Converge, 2 25. Converge, —1 27. Converge, —5 

29. Diverge 31. Diverge 33. Converge, 1/2 
35. Converge, 0 37. Converge, 2 2 39. Converge, 1 

43. Converge, 0 45. Converge, 0 

49. Converge, e 1 51. Converge, 1 
55. Diverge 57. Converge, 4 

61. Diverge 63. Converge, e 1 

67. Converge, x (x > 0) 


41. Converge, 0 
47. Converge, 1 
53. Converge, 1 
59. Converge, 0 
65. Converge, e 2 / 3 


69. Converge, 0 71. Converge, 1 73. Converge, 1/2 

75. Converge, p/2 77. Converge, 0 79. Converge, 0 

81. Converge, 1/2 83. Converge, 0 85. x„ = 2" 2 

87. (a) f(x) = x 2 - 2, 1.414213562 ~ 2 2 

(b) f(x) = tan (x) - 1,0.7853981635 « p/4 

(c) fix) = e x , diverge 

89. (b) 1 97. No decreciente, acotada 

99. No es no decreciente, acotada 
101. Converge, teorema de la sucesion no decreciente 
103. Converge, teorema de la sucesion no decreciente 
105. Diverge; definicion de divergencia 109. Converge 
111. Converge 121. N = 692, a n = 2 0.5, L = 1 
123. N = 65, ch, = (0.9)", L = 0 125. (b) 2 3 


I K> I 


Cap tul o 11: Respuestas R-9 


Seed on 11.2, pagpnas 769-771 


2(1 ~ (1/3)") 1 - ( — i/2 T ? /? 

1 • Sn , . , 3 3, s n 1 / , ? 2/3 


1 - (1/3) 

1 _ 1 I 

2 n + 2’ 2 

9 Z + X + ^ + ...Z 

4 16 64 ’3 

1 


1 - (-1/2)' 


i + X_X 

4 16 64 


1 


1 


23 


11. (5 + D + (f + i) + (i + i) + if + ^J + -’f 

u 1 ^ 17 


13 . (i + i) + (Z - Z ) + ( i + -L | + 


15. 1 17. 5 19. 1 21. - 


4 25 

1 

In 2 


8 125/ ’6 

23. Converge, 2+22 


e 2 - 1 


25. Converge, 1 27. Diverge 29. Converge, 

31. Converge, 2/9 33. Converge, 3/2 35. Diverge 

37. Diverge 39. Converge, p e 

41. a — 1, r = — x; converge al 1/(1 + x) para|x| < 1 

43. a = 3, r = (x — l)/2; converge al 6/(3 — x) para x en (—1, 3) 

45 - w< Zr=^ 47 -- 2< ' <0 '2T7 

49. x A (2k + 1) JZ, k un entero; 

2 1 — senx 

51. 23/99 53. 7/9 55. 1/15 57. 41333/33300 


59. (a) 2 


1 


(c) 2 


n =—2 (n + 4 )(n + 5) 

1 


(b) 2 


/To (« + 2 )(n + 3) 


/Ts (/! - 3)(n - 2) 

69. (a) r = 3/5 (b) r = -3/10 

1 + 2 r 


71. |r| < 1, 
( 4 


77. (a) 3 = 


1 - 

n— 1 


73. 28 m 75. 8 m 2 


(b) A„ - A + Za + ZfZ Ja + . . . + 


2 3 


A = V', Km A„ = 22 3/5 
4 n— >oo 


Seed on 11.3, pagpnas 775-777 

1. Converge; serie geometrica, r = ^ < 1 
n 

3. Diverge; Km — : — - =1^0 5. Diverge; serie p, p < 1 

ft— >00 /I + 1 

7. Converge; serie geometrica, r = Z < 1 

O 

9. Diverge; prueba de la integral 
11. Converge; serie geometrica, 7 - = 2/3 < 1 

2 " 

13. Diverge; prueba de la integral 15. Diverge; 11m — r ^ 0 

ft — >00 Yl 1 1 


17. Diverge; lfm„ — >CXD ( 2 7t/ln 77 ) ^ 0 


19. Diverge; serie geometrica, r = jZ— > 1 

21. Converge; prueba de la integral 23. Diverge; prueba del 
72-esimo termino 

25. Converge; prueba de la integral 27. Converge; prueba de la 
integral 

29. Converge; prueba de la integral 31. a = 1 
33. (b) Alrededor de 41.55 
35. Cierto 


Seed on 11.4, pagina781 

1. Diverge; comparacion del llmite con 2 ( 1/ 2 n) 
3. Converge; compare con 2( 1/2") 

5. Diverge; prueba del 77 -esimo termino 


7. Converge; ( ^ 


9. Diverge; comparacion directa con 2(l/7t) 

11. Converge; comparacion del llmite con 2(1 /n 2 ) 

13. Diverge; comparacion del llmite con 2(1/77) 

15. Diverge; comparacion del llmite con 2(1/77) 

17. Diverge; prueba de la integral 
19. Converge; compare con 2( I / ti 3/2 ) 

21. Converge; ZZ 7 < 23 . Converge; < — — 

6 772" 2" 6 3"- 1 + 1 3"- 

25. Diverge; comparacion del llmite con 2(1 /t7) 

27. Converge; compare con 2(l/'t 2 ) 


29. Converge; 


p/2 


77 11 77 11 


31. Converge; compare con 2(1 /t7 2 ) 

33. Diverge; comparacion del llmite con 2(1/77) 

35. Converge; comparacion del llmite con 2(l/'7 2 ) 

Seed on 11.5, pagpna 786 

1. Converge; prueba de la razon 3. Diverge; prueba de la razon 
5. Converge; prueba de la razon 
7. Converge; compare con 2(3/(1.25)") 

9. Diverge; 11m ^1 — = e~ 3 + 0 

11. Converge; compare con 2 ( l/'? 2 ) 

13. Diverge; compare con 2(1/ (2n)) 

15. Diverge; compare con 2 (1 /tj) 17. Converge; prueba de la 

razon 

19. Converge; prueba de la razon 21. Converge; prueba de la razon 

23. Converge; prueba de la ralz 

25. Converge; compare con 2 ( 1/77 2 ) 

27. Converge; prueba de la razon 29. Diverge; prueba de la razon 
31. Converge; prueba de la razon 33. Converge; prueba de la razon 


35. Diverge; a n = 


(l/«!) 


■ 1 37. Converge; prueba de la razon 


39. Diverge; prueba de la ralz 41. Converge; prueba de la ralz 
43. Converge; prueba de la razon 47. SI 


R-10 Capitulo 11: Respuestas 


Seed on 11.6, pagpnas 792-794 

1. Converge, de acuerdo con el teorema 16 3. Diverge; a„ -b 0 
5. Converge, de acuerdo con el teorema 16 7. Diverge; a„ — » 1/2 
9. Converge, de acuerdo con el teorema 16 
11. Converge absolutamente. La serie de valores absolutos es una 
serie geometrica convergente 

13. Converge condicionalmente.1/2 77 — » 0 pero 2n=i — " — diverge. 

2 n 

15. Converge absolutamente. Compare con 2„=i(l /n 2 ). 

17. Converge condicionalmente. l/(n + 3)^0 pero ' 


diverge (compare con 2„=i(l /«)). 

19. Diverge; ^ - — > 1 

c 5 + n 

21. Converge condicionalmente: ( ^ J — » 0 pero 

(1 + n)/n 2 > 1/n ' n 

23. Converge absolutamente; prueba de la razon 
25. Converge absolutamente por la prueba de la integral 
27. Diverge; a„ -b 0 

29. Converge absolutamente por la prueba de la razon 


n + 3 


31. Converge absolutamente; 


1 


n 1 + 2n + 1 


< 


1 


cos up 



1 

n 2 n 


„V2 

„ 3 / 2 


33. Converge absolutamente ya que 
(serie p convergente) 

35. Converge absolutamente por el criterio de la ralz 
37. Diverge; a„ — > 00 

39. Converge condicionalmente; 2 n + 1 — 2 n = 


1/(2 n + 2 n + 1 ) — » 0, pero la serie de valores absolutos 
diverge (compare con 2(l/2 „)) 

41. Diverge, a„ — > 1/2 ^ 0 


43. Converge absolutamente; sech n = 


2e" 


e" + e n 


,,2/i 


< 


e~“ + 1 

2e" 2 

= — , un termino de una serie geometrica convergente. 

45. | Error | < 0.2 47. | Error | < 2 X 10~ u 49. 0.54030 

51. (a) a„ > a„+i (b) -1/2 


Seed on 11 

1. (a) 1,- 
3. (a) 1/4. 
5. (a) 10, 
7. (a) 1, - 
9. (a) 3, - 
11. (a) 

13. (a) 

15. (a) 

17. (a) 

19. (a) 

21. (a) 1, - 
23. (a) 0, x 
25. (a) 2, - 
27. (a) 1, - 
29. (a) 1/4, 
31. (a) 1,(- 
(b) (-1 


7, paginas 804-805 

1 < X < 1 (b) -1 < x < 1 (c) ninguno 

— 1/2 < x < 0 (b) —1/2 < x < 0 (c) ninguno 

— 8 < x < 12 (b) —8 < x < 12 (c) ninguno 


00 
00 
1 , - 
5, - 
3, - 


1 < x < 1 (b) -1 < x < 1 (c) ninguno 

3sj£ 3 (b) -3 s r s 3 (c) ninguno 

para toda x (b) para toda x (c) ninguno 

para toda x (b) para toda x (c) ninguno 

1 s x < 1 (b) — 1 < x < 1 (c) x = — 1 

8 < x < 2 (b) — 8 < x < 2 (c) ninguno 

3 < x < 3 (b) — 3 < x < 3 (c) ninguno 

1 < x < 1 (b) -1 < x < 1 (c) ninguno 

= 0 (b) x = 0 (c) ninguno 

4 < x £ 0 (b) -4 < x < 0 (c) x = 0 

1 < x :£ 1 (b) — 1 £ x < 1 (c) ninguno 

1 < x < 3/2 (b) 1 < x < 3/2 (c) ninguno 

-1 - p) < x < (1 - p) 

- p) < X < (1 - p) (c) X = -1 - p 


33. -1 < x < 3, 4/(3 + 2x - x 2 ) 

35. 0 < x < 16, 2/(4 - 2 x) 

37. -2 2 < x < 2 2, 3/(2 - x 2 ) 

39. 1 < x < 5, 2/(x - 1), 1 < x < 5, — 2/(x - l ) 2 

, . , x 2 x 4 x 6 

41. (a) cos x = 1 _ 2 ]" + 4 ]" _ (jT + 


8 ! 10 ! 
(b) y 


■ ; converge para toda x 


, x „ 2 3 x 3 , 2 5 x 5 2'x‘ , 2 y x y 2 u x 

(c) 2x-^r + ^ 7! 9! UT + -" 

43 (a) ^ x^ x^ \lx^ + 3ix^ _p p 

43. (a) 2 + 12 + 45 + 2520 + 14175’ 2 < 2 


-,9„9 t11„11 


2 I 2x 4 ^ 17x 6 ^ 62x° ^ 
(b)l+x + + yy + + 


-P < x < P 
2*2 


Seed on 11.8, paepnas 810-811 

1. P 0 (x) = 0, Pl(x) = X - 1, P 2 (x) = (x - 1) - y (x - l) 2 , 

P 3 (x) = (x - 1 ) - i(x - l ) 2 + |(x - l ) 3 

3. P 0 (x) = \,Px{x) = \{x - 2), 

Pi(x) = | - ^(x - 2 ) + |(x - 2 ) 2 , 

Pi(x) = \ ~ \ (x ~ 2) + | (x - 2) 2 - (x - 2) 3 


5. P 0 (x) = ^,P lW = Y + ¥( x ~4 


p 2 (x) = V + ¥(*“ 4 )“ 1 r(*“ 4 )’ 


p 3 (x) = V + V( x “?)“V( x “? 


2 2 

4 


7. P 0 (x) = 2,P 1 (x) = 2 + - (x - 4), 

P 2 (x) = 2 + ^(x - 4) - ^(x - 4) 2 , 

P 3 (x) = 2 + | (x - 4) - (x - 4 ) 2 + (x - 4 ) 3 


9. 2^ =l-^ + ^7-^7 + lTT- 

w — 0 


2! 3! 4! 


00 v 2n 

17. y^— 

tk(2 n)\ 


11. 2(-l)"x" = 1 - X + x 2 - x 3 + ••• 

n=0 

™ (— l)"3 2 n+ 1 x 2n+1 “ (-l)"x 2n 

h (2n + 1)! - ^ (2n)! 

19. x 4 - 2x 3 - 5x + 4 

21. 8 + 10(x - 2) + 6(x - 2) 2 + (x - 2) 3 

23. 21 - 36(x + 2) + 25 (x + 2) 2 - 8(x + 2) 3 + (x + 2) 4 


Cap tul o 11: Respuestas R-ll 


25. 2(-lf(« + 1)(* ~ 1 T 27. 2 h(x ~ 2 )" 

71 = 0 77 = 0 n • 

33. L(x) = 0, Q(x) = -x 2 /2 35. L(x) = 1, Q(x) = 1 + x 2 /2 

37. L(x) = x, <2(x) = x 

Seed on 11.9, pagpnas 819-822 

1. y — = 1 — 5x + ^7 2^ — f 

n=0 « ! 


2 ! 


3! 


“ 5( — 1)"(— x) 2 " +1 “ 5( — l)" +1 x 2 " +1 

3> (2 n + L)! ^ 


n =0 ( 2 n + 1 )! 


5- 2 

n= 0 


.3 <„5 

3f 

(-l)"(x+ If 


. 5x 3 5x 5 5x' 

= -5x3-^-^- + ^- + 


(2n)! 


7- 2 

71 = 0 


.,77 + 1 


- 4- 2 i X"^ X 4 X 7 | 

n! “ JC + X_+ 2! + y + ^ + 
(— lfx 2 " X ’ X” . X“ X' 


, . V 4 V 6 V 8 V 10 

n V v ’ = x X . X x_ 

;ki (2 n)\ 4! 6 ! 8 ! 10! 


n x _pV + pV 

11. X 2! 4! 


p 6 x 7 

6 ! 


= 2 

77 = 0 


77 ^277^.277+1 


(-lfp 2 ”x 

(2n)! 


13. 1 + 2 


( — l)"(2x) 2 


2 -(2 n)\ 


! _ {2x )l + _ l 2 *) 6 + (2x) 8 


2-2! 2-4! 2-6! 2-8! 

OO 

15. x 2 2(2xf = x 2 + 2x 3 + 4x 4 + • • • 

77 = 0 

OO 

17. 2 «x " _1 = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + • • • 

77=1 

19. | x | < (0.06) 1 / 5 < 0.56968 

21. | Error | < (10~ 3 ) 3 /6 < 1.67 X 10~ 10 , -10 ~ 3 < x < 0 
23. | Error | < (3 01 )(0.1) 3 /6 < 1.87 X 10 ~ 4 25. 0.000293653 

27. | x | < 0.02 31. senx, x = 0.1; sen (0.1) 

33. tan -1 x, x = p/3 

3 __ x 5 _ x 6 
3 30 90 ' " 

k(k - 1) 


'i c x I 2 I 

35. e sen x = x + x + -x — 


43. (a) <2(x) = 1 + kx + 


-x 2 (b) para 0 < x < 100~ 1/3 


9. 1 + j \ + ' 

2x 8x 2 16.x 3 

11. (1 + x) 4 = 1 + 4x + 6x 2 + 4x 3 + x 4 
13. (1 - 2x) 3 = 1 - 6x + 12x 2 - 8x 3 


oo ,_iyi 

M. y = 2 Sir-*" = «- 

»=n n ■ 


17- y = 2 (x n / n!) = e* - 1 


v 2t7 

* = „+2 


19. y = 2(x"/«!) = + - x - 1 21. y = 2 4-7 = e- 

77 = 2 77 = 0 Z m 


23. y = ^2x" = 2 25. y = 2 

w=n A n 


,+o ( 2 n + 1 )! 


= senhx 


27. y = 2 + x - 2^ 


(-lf + 1 x 2 

(2m)! 


00 2« 00 2k+1 

29- )' = ^-22 ? r^-32- 


k=o( 2 «) ! k7q (2m + 1)! 




3.4 4-5 6-6-7 


31. y = a + bx + tx 3 

6 

ax 8 fa 9 

3 • 4 • 7 • 8 + 4- 5 • 8 • 9 ' 

33. 0.00267 35. 0.1 37. 0.0999444611 39. 0.100001 

41. 1/(13 • 6!) ~ 0.00011 43. y-y^ + yyry 


45. (a) 


12 


„32 


... x 2 x 4 . x 6 X s . . , ..15 X" 

(b) 2 3-4 + 5-6 7-8 + + ( } 31-32 

47. 1/2 49. -1/24 51. 1/3 53. -1 55. 2 

59. 500 terminos 61. 4 terminos 
x 3 3x 5 5x 7 

63. (a) x + — + yy- + yy ra£ li 0 de convergencia = 1 

... p x 3 3x 5 5x 7 

b T _ X 6 40 Til 


65. 1 — 2x + 3x 2 — 4x 3 + 


71. (c) 3p/4 


Seed on 11.11, pacpnas 838-839 

l. fix) = l 


49. (a) -1 (b) ( 1/2 2 ) ( 1 + i) (c) -i 

1 3 1 

3 X 


53. x + x 2 + -^-x 3 — ^x 5 - ■ ■ ; sera convergente para todax 


Seed on 11.10, paepnas 831-833 


. . 1 x x 2 x 3 . 1 . 3 2 , 5 3 . 

L 1 + 2 "¥ + T6 3. 1+ ^ + g* + + 

_ . 3x 2 x 3 _ . x 3 3x 6 5x 9 

5. 1 — * + T - 2 7 - 1 - T + T ~ 16 


37t 2tt 

T 


R-12 Capitulo 11: Respuestas 


3- f(x) = 2 

n= 1 


2( — l) n+1 sen (nx) 


y 




7- f(x) 


1 , 1 “ n(l + (-1)") 

— cos x + q - 2_, o sen nx 

2 = 9 77 ^ — 1 



43. 

45. 

47. 

49. 

51. 

59. 

63. 

65. 


(a) 1/3, 0 < x £ 2/3 (b) 0 £ x < 2/3 (c) ninguno 

(a) oo , para toda x (b) para toda x (c) ninguno 
(a) 2 3,-2 3 <r< 2 3 (b)-23<x<23 

(c) ninguno 

(a) e, — e < x < e (b) — e < x < e (c) conjunto vaclo 
1 1 4 


1 + x’ 4’ 5 


53. sen*, p, 0 55. e*. In 2, 2 57. ^2 n x" 

n = 0 


~ (-l) n p 2 n+ 1 x 2n+1 “ (- l) n x 5n 

„=0 (2 n +1)! 61 ‘ "o (2n)! 

” ((P*)/2) K 

„=o « ! 

2 (* + 1) , 3(* + l) 2 | 9(x + l) 3 | 


2 - 1 ! 2 3 - 2 ! 


2 5 - 3! 


67.^-^(,-3) + ^(,-3) 2 -^(x-3) 3 

oo / i \n + 1 

69- y = S 

n = 0 n ' 

oo / i 

71. y = 32,^T^x* = 3e-* 


73. y = -1 - jc + 2'2 J (x n /n\) = 2e ,: - 3x - 3 


75. 37 = 1 + x + 2 2(*7«D = 2e* ~ 1 - jc 

n=0 

77. 0.4849171431 79. ~ 0.4872223583 81. 7/2 

83. 1/12 85. -2 87. r=-3,s = 9/2 

89. (b) |error| < |sen (1/42) | < 0.02381 ; una subdeterminacion, 
ya que el residuo es positivo 

91. 2/3 93. In ^ ^ ; la serie converge a ln^y. 

95. (a) 00 (b) a = 1, b = 0 

97. Converge 

I _ V 2 sen ((2/7 - l)x) 

■ 2 (277 - l)p 


[3 era d os practices, paejnas 840-842 

1. Converge a 1 3. Converge a — 1 5. Diverge 

7. Converge a 0 9. Converge a 1 11. Converge a e~ 5 

13. Converge a 3 15. Converge a In 2 17. Diverge 

19. 1/6 21. 3/2 23. e/(e — 1) 25. Diverge 

27. Converge condicionalmente 29. Converge condicionalmente 
31. Converge absolutamente 33. Converge absolutamente 
35. Converge absolutamente 37. Converge absolutamente 
39. Converge absolutamente 

41. (a) 3, -7 < jc < -1 (b) -7 < * < -1 (c) x = ~1 


y 


1 


3tt 

T 


Capitulo 12: Respuestas R-13 


^2, 4 cos ((2n — l)x) ^ 2 sen ((2m — l)x) 

107 ' S p{2n - 1)’ + 5 2^1 



Ejenridos acSdonales y avanzados^ paepnas 843-847 

1. Converge; prueba de comparacion 3. Diverge; prueba del 
M-esimo termino 

5. Converge; prueba de comparacion 7. Diverge; prueba del 
M-esimo termino 

9. Con a = p/3, cosx = ^ - ^ (x - p/3) - ^(x - p/3) 2 
+ - p/3) 3 3 


37. (a) R n = C 0 e^'°( 1 - e^'")/(l - e * !(1 ), 

7? = C 0 (<r* f °)/(1 - e-**) = C 0 / (e A, ° - 1) 

(b) Ri = 1/e ~ 0.368, 

7? 10 = 77(1 - e~ 10 ) ~ 77(0.9999546) ~ 0.58195; 
R ~ 0.58198; 0 < (77 - 77 10 )/77 < 0.0001 

(c) 7 


CAPITULO 12 

Seed on 12.1, paepnas 852-853 

1. La recta que pasa por el punto (2, 3, 0) paralela al eje z 
3. El eje x 5. La circunferencia x 2 + y 2 = 4enelplanoxy 
7. La circunferencia x~ + z 2 = 4 en el piano xz 
9. La circunferencia y 2 + z 2 = 1 en el piano yz 
11. La circunferencia x~ + y 2 = 16 en el piano xy 
13. (a) El primer cuadrante del piano xy 
(b) El cuarto cuadrante del piano xy 
15. (a) La bola de radio 1 con centra en el origen 

(b) Todos los puntos a mas de una unidad del origen 
17. (a) El hemisferio superior de radio 1 con centra en el origen 
(b) El hemisferio superior solido de radio 1 con centra en el origen 


19. 

(a) 

x = 3 

(b) y = 

= -1 (C) 

z = -2 


21. 

(a) 

z = 1 

(b) x = 

=3 (c) y 

= -1 


23. 

(a) 

X 2 + (y 

- 2) 2 = 

4^ 

M 

II 

o 




(b) 

(y ~ 2) 2 

+ z 2 = 

o 

II 

H 

(c) x 2 + z 2 = 

4, y = 2 

25. 

(a) 

y = 3, z 

= -1 

(b) x = 1, 

Z = -1 (c) 

x = l,y = 3 

27. 

x 2 

+ y 2 + z* 

2 = 25, 

z = 3 29. 

0 < z < 1 

31. z < 0 

33. 

(a) 

(x ~ l) 2 

+ (y - 

- I) 2 + (z - 

l) 2 < 1 



(b) 

(x - l) 2 

+ (y - 

- I) 2 + (z - 

l) 2 > 1 


35. 

3 

37. 7 

39. 22 3 41. C( 

-2, 0, 2), a = 

22 2 

43. 

c(: 

2 2, 2 2, 

frT' 

r\j 

1 

, a = 2 2 




45. (x - l) 2 + (y - 2) 2 + (z - 3) 2 = 14 

47. (x + 2) 2 + y 2 + z 2 = 3 49. C(- 2, 0, 2), a = 2 8 

„ J l 1 A 52 3 

V 4’ 4’ 4)’ 4 

53. (a) 2 y 2 + z 2 (b) 2 x 2 + z 2 (c) 2 x 2 + y 2 
55. 2 17 + 2 33 + 6 

Seed on 12.2, paepnas 860-862 

1. (a) (9,-6) (b) 32 13 3. (a) (1,3) (b) 2 10 


11. 

Con a = 0, e x = 1 + x 

' + fl + 

— + ■ ■■ 

3! 


5. 

13. 

Con a = 22p, cosx = 

1 ~2 (X 

- 22p ) 2 

+ ^,(x-22p) 4 

9. 


— 77 (x — 22p ) 6 + • • • 









1 

15. 

15. 

Converge, limite = b 

17. p/2 

23. b 

= ±7 






J 

21. 

25. 

a = 2, L = -7/6 29. 

(b) Si 





OO 




23. 

35. 

(a) 2 nx (b) 6 

(c) 1/q 





5. (a) (12, -19) (b) 2 505 7. (a) 


2 3 1 


l LI 
5’ 5 

1 2J3 
T 2 


(b) 


2 197 


17. (-3,2, -1) 19. (-3, 16,0) 


y w tienen pulgadas de largo, w es vertical y u forma un angulo 
de 45° con la horizontal. Todos los vectores deben trazarse a escala. 

(a 


(c 



1 ( 1 • 1 • 1 1 

29. . — =i =k 

A2 V2 3 2 3 2 3 

31. (a) 2i (b) -2 3k (c)^j+fk (d) 6i - 2j + 3k 

33. ^ (I2i - 5k) 

35. (a) ^k (b) (1/2, 3, 5/2) 

522 522 22 


R-14 Capitulo 12: Respuestas 


37. (a) Ll - -Lj - -Lk (b) (f, \\ 

23 23 23 \2 2 2 


39. A( 4, -3, 5) 41. a = f, b = | 43. 5 2 3i, 5j 

45. -{-338.095, 725.046) 

47. (a) (5 cos 60°, 5 sen 60°) = ^|, 

(b) (5 cos 60° + 10 cos 315°, 5 sen 60° + 10 sen 315°) = 
^5 + 102 2 52 3 - 102 2 N 
2 ’ 2 

49. (a) |i + |j - 3k (b) i + j - 2k (c) (2, 2, 1) 


Seed on 12.3, paginas 870-873 

1. (a) -25,5,5 (b) -1 (c) -5 (d) -2i + 4j - 2 5k 

3. (a) 25, 15,5 (b) | (c) | (d) |(10i + 1 1 j - 2k) 

5. (a) 2, 2 34, 2 3 (b) _ 2 _ (c) — ?= 


2 32 34 


(d) — (5j - 3k) 


7. (a) 10 + 2 17, 2 26, 2 21 (b) 


2 34 


10 + 2 17 
2 546 


, , 10 + 2 17 10 + 2 17 

(c) — (d) y (5i + j) 


2 26 


9. 0.75 radianes 11. 1.77 radianes 


13. Angulo en A = cos 1 ( ) — 63.435 grados, angulo en 

V2 5' 

-i 1 3 


B = cos 

C = cos 


5 

i / 1 


2 5 


53.130 grados, angulo en 
~ 63.435 grados. 


!7. fi + fj + -f i + f j+ 4k 


to [ 14 • 28 • 14 . \ , [ 10 . 16 . 22. 

19 - It 1 + yj - T k j + It* - t j - y k 

21. La suma de dos vectores con la misma longitud siempre es or- 
togonal a su diferencia, como podemos ver en la ecuacion 
(vi + V2) • (vi — V2) = Vi'Vi + V2'Vi — Vl • V2 — V2‘ V2 = 

I Vl | 2 ~ | v 2 | 2 = 0. 

27. Componente horizontal: — 1188 pies/seg, componente vertical: 
~ 167 pies/seg 

29. (a) Como | cos u| £ 1 , tenemos que | u • v | = | u 1 1 v 1 1 cos u| £ 
|u| I v| (1) = |u||v|. 

(b) Tenemos la igualdad precisamente cuando |cos u| = 1 o 
cuando uno o ambos vectores u y v se anulan. En el caso de 
vectores no nulos, tenemos la igualdad cuando U = 0 o p, 
cuando los vectores son paralelos. 


31. a 

35. x + 2y = 4 


37. —2 x + y = —3 




39. x + y= -1 


41. 2x — y = 0 




43. 5 J 45. 3464 J 47. ^ 49. ? 51. 0.14 


P „2p 


53. y y 7^- en cada punto 55. En (0, 0): y ; en (1, 1): y y y 


v P 


Seed on 12. 4, paginas 878-879 

1. |u X v| = 3 , la direction es ^i + yj+^k;|vXu| = 3, 

2 12 

la direction es — — i — — j — — k 

3. |u X v| = 0, sin direccion; | v X u| = 0, sin direccion 
5. |u X v| = 6, la direccion es —k; | v X u| = 6 , la direccion es 

- 1 2 

7. |u X v| = 62 5 , la direccion es — =i =k;|v X u| = 

2 5 2 5 

- j 2 

62 5 , la direccion es — i H — k 


9. 


2 5 2 5 

11 . 




Capitulo 12: Respuestas R-15 


13. 



2 6 

17. (a) — r— (b)±-L(i-j) 

2 2 2 

19. 8 21. 7 23. (a) Ninguno (b) uyw 25. 102 3 pies-libra 

27. (a) Verdadero (b) No siempre veradero (c) Verdadero 
(d) Verdadero (e) No siempre veradero (f) Verdadero 
(g) Verdadero (h) Verdadero 

29. (a) proy v u = yry v (b) ± u X v (c) ± (u X v) X w 
(d) | (u X v) • w| 

31. (a) Si (b) No (c) Si (d) No 

33. No, v no tiene que ser igual a w. Por ejemplo, i + j # — i + j , 
pero ix(i + j) = ixi + ixj = 0 + k = ky 
i X (-i + j) = -i X i + i X j = 0 + k = k. 

35. 2 37. 13 39. 11/2 41. 25/2 

43. Si A = a\ i + an j y B = b\ i + bn j , entonces 


i 

j 

k 

0 


a x 

a 2 

Cl\ 

an 


b\ 

b 2 


b\ 

bn 

0 





y el area del triangulo es 


A X B 

, 1 

a\ 

a 2 

— zh~ 


2 

bi 

b 2 


El signo aplicable es ( + ) si el angulo agudo de A a B va en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj en el piano xy, y ( — ) 
si va en el sentido de las manecillas. 


Seed on 12.5, paepnas 887-889 

1. x = 3 + 1, y = —4 + t, z — — 1 + 1 

3. x = — 2 + 5i, y = 5i, z = 3 — 5i 5. x = 0, y = 2f, z = 1 

7. x=l,y=l,z=l+l 9. x = 1, y = —7 + 2 1, z — 2 1 

11 . x = 1 , y = 0, z = 0 

13. x = t, y = 1, z = /, 0 £ t < 1 



15. x = 1, y = 1 + r, z = 0, — 1 <r<0 


Z 



17. x = 0, y = 1 — 2t,z = 1, 0 £ f £ 1 


Z 



19. 


21 . 

25. 

29. 

37. 

47. 

55. 

59. 

61. 


63. 


65. 

69. 

71. 


x = 2 — 2f, y = 2r, z = 2 — 2?, 0 £ t £ 1 



3x — 2y — z = — 3 23. lx — 5y — 4z = 6 

x + 3y + 4z = 34 27. (1, 2, 3), -20x + 12y + z = 7 

y + z = 3 31. x - y + z = 0 33. 22 30 35. 0 

92 42 — 

39. 3 41. 19/5 43. 5/3 45. 9/2 41 


p/4 49. 1.76radianes 51. 0.82 radianes 


53. 



(1,1,0) 57. x = 1 — t,y = 1 + t,z = — 1 

x = 4, y = 3 + 6l, z = 1 +3 1 

LI corta a L2; L2 es paralela a L3; LI y L3 son oblicuas. 

x = 2 + 2f, y = —4 — t, z = 7 + 3f; x = —2 — f, 
y = -2 + (l/2)f, z = 1 - (3/2)1 

(°, C-i, °, ~ 3) , ( !, 0) 


Muchas respuestas posibles. Una posibilidad: x + y = 3 y 
2y + z = 7 

(x/a) + {y/b) + (z/c) = 1 describe a todos los pianos, excepto 
a aquellos que pasan por el origen o son paralelos a un eje 
coordenado. 


R-16 Capitulo 12: Respuestas 


Seed on 12.6, pagpnas 897-899 

1. (d), elipsoide 3. (a), cilindro 5. (1), paraboloide hiperbolico 

7. (b), cilindro 9. (k), paraboloide hiperbolico 11. (h), cono 

13. z 15. 




17. * 19. 







y 


Cap tul o 13: Respuestas R-17 





81. Vertice (0, yi, cyi 2 /b 2 ), foco (0, yi, c{y 2 /b 2 ) - a 2 /(4c)) 


Ejerridosde practice pacjnas 900-902 

1. (a) (-17,32) (b) 2 1313 3. (a) (6,-8) (b) 10 

5. / — ^2 ' _ 2 / [ su P on i en do el sentido contrario 
al de las manecillas del reloj] 



9. 


Longitud = 2, la direction es — - — i + 

2 2 



11. v (p/2) = 2(— i) 

2 3 6 

13. Longitud = 7, la direction es yi — yj + yk. 


8 . 2 . , 8 , 

15. =1 ] H k 

2 33 2 33 2 33 


R-18 Capitulo 12: Respuestas 


17. | v | — 2 2, | u | = 3, v-u = u-v = 3, v X u = -2i + 2j - k, 

P_ 

4' 

2 ^ ^ 


uXv = 2i — 2j + k, | v X u | = 3, U = cos 1 ) = y, 

3 3 

| u I cos U = — =, proy v u = ~ (i + j) 

2 2 


19. |(2i + j - k)-|(5i + j + Ilk) 

21. u X v = k z 



23. 22 7 25. (a) 2 14 (b) 1 29. 2 78/3 

31. x = 1 - 3f, y = 2, z = 3 + 7f 33. 2 2 

35. 2x + y + z — 5 37. — 9x + y + lz = 4 

39. -3), (1, -1,0) 41. p/3 

43. x = — 5 + 5t, y = 3 — t, z = —3 1 
45. (b) x = —12?, y = 19/12 + 15f,z = 1/6 + 6 1 
47. SI, v es paralelo al piano. 49. 3 51. — 3j + 3k 

2 


53. 


2 35 


5i — j — 3k 




57. (1, -2, — 1); x = 1 - 5f,y = -2 + 3f, z = -1 + 4? 
59. 2x + 7y + 2z + 10 = 0 

61. (a) no (b) no (c) no (d) no (e) si 
63. 11/2 107 


65. 


x 2 +y 2 + z 2 = 4 


4.t 2 + 4y 2 + z 2 = 4 




^erodes acidonales y avanzados, pacpnas 902-904 

1. (26,23, -1/3) 3. |F | = 201b 

7. (a ) BD = AD - AB (b ) AP = |aB + \aD 

„ 32. 23 . 13. 

41 41 ■' 41 

15. (a) 0,0 (b) -lOi - 2j + 6k, -9i - 2j + 7k 

(c) — 4i — 6j + 2k, i — 2j — 4k 

(d) -lOi - 10k, — 12i - 4j - 8k 


25. (a) I F I = 


GMm 


1 + 2t: 


(i 2 + 1)V2 


(b) SI 


CAPITULO 13 

Seed on 13.1, pagpnas 916-920 

1. y = x 2 — 2x, v = i + 2j, a = 2j 

3. y = |-x 2 , v = 3i + 4j, a = 3i + 8j 

_ p 22. 22. -2 2. 2 2. 

5 ‘ * = 4 iV = “2 _I ~~2 _J * a = _ 2 _,- ~2 _J; 

t = p/2: v = -j, a = -i 



y 



t = ir . . 

\ v(-n-) 



r- v 


a(ir) 1 

X/ 2 . 


/r = (t - sen ?)i + (1 - cos i)j 

a (w^sT ; 

0 

77 

277 


Cap tul o 13: Respuestas R-19 


1 . 2 . 

9. v = i + 2/j + 2k; a = 2j; rapidez: 3; direction: + yj + 


rk;v(l) = 3 


1 . , 2 . , 2 , 

3 1 + 3 J + 3 k 


11. v = (— 2senf)i + (3 cos t)j + 4k; 

a = (— 2 cos f)i — (3 sen f)j; rapidez: 22 5; 
direction: ( — 1/2 5)i + (2/2 5)k; 
v(p/2) = 22 5[(-l/2 5)i + (2/2 5)k] 


13. v = 


r + 1 


i + 2fj + t k; a = 


-2 


(t + l) 2 


i + 2j + k; 


— i 2 1 

rapidez: 2 6; direccion: — =i H =j H = k; 

2 6 2 6 2 6 


v(l) = 2 6( — H — ==j -+ ^k 

2 6 2 6 2 6 

15. p/2 17. p/2 19. t = 0, p,2p 

p + 22 2 


21. ( 1/ 4)i + 7j + (3/2)k 23. 


|j + 2k 


13. (a) 149 pies/segundo (b) 2.25 segundos 15. 39.3° o 50.7° 
17. 46.6 pies/ segundo 21. 1.92 segundos, 73.7 pies (aproximada- 
mente). 

23. 4.00 pies, 7.80 pies/segundo 25. (b) Vo biseca al angulo ZAOR 
27. (a) (Suponiendo que x se anula en el punto de impacto). 
r(f) = (x(f))i + (>'(t))j, donde x(t) = (35cos27°)ty 
y(t) = 4 + (35 sen 27°)f - 16r. 

(b) En t ~ 0.497 segundos, alcanza su maxima altura, de aproxi- 
madamente 7.945 pies. 

(c) Rango ~ 37.45 pies; tiempo de vuelo ~ 1.201 segundos 

(d) En t ~ 0.254 y t ~ 0.740 segundos, cuando es aproximada- 
mente 29.532 y a 14.376 pies de donde aterrizara. 

(e) Si. Cambian las cosas porque la bola no pasara la red. 

31. (a) r(f) = (x(f))i + (>'(0)j, donde x(t) = “ e~°' 08 '). 

(152 cos 20° - 17.6) y y(f) = 3 + Q^)(l - 


25. (In 4)i + (In 4)j + (ln2)k 

27. r(t) = ( 2 + ^ + (~f + 2 ) j + + 3 ) k 

29. r(r) = ((t + 1) 3/2 - l)i + (-e~' + l)j + (ln(f + 1) + l)k 

31. r (t) = 8/i + 8fj + (- 16r 2 + 100)k 

33. x = t, y = ~ 1, z = 1 + 1 35. x = at, y = a, z = 2p b + bt 

37. (a) (i): Tiene una rapidez constante 1 (ii): Si 

(iii) : En sentido contrario al de las manecillas del reloj 

(iv) : Si 

(b) (i): Tiene una rapidez constante 2 (ii): Si 

(iii) : En sentido contrario al de las manecillas del reloj 

(iv) : Si 

(c) (i): Tiene una rapidez constante 1 (ii): Si 

(iii) : En sentido contrario al de las manecillas del reloj 

(iv) : Comienza en (0, — 1) en lugar de (1, 0) 

(d) (i): Tiene una rapidez constante (ii): Si 

(iii): En el sentido de las manecillas del reloj (iv): Si 

(e) (i): Tiene una rapidez variable (ii): No 

(iii) : En sentido contrario al de las manecillas del reloj 

(iv) : Si 

39. r ( ,) = (f,> + ^> + l)i - (i, ! + - 2 ) + 

(5' ! + rn' + 3 ) k ‘(5' : + 7TT) <3 '' J + k) + 

(i + 2j + 3k) 

41. v = 22 5i + 2 5j 

43. max | v | = 3, min | v | = 2, max | a | = 3, min | a | = 2 

Section 13.2, pagjnas 927-930 

1. 50 segundos 

3. (a) 72.2 segundos; 25,510 metros (b) 4020 metros 

(c) 6378 metros 

5. t ~ 2.135 seg, x ~ 66.43 pies 

7. (a) y 0 ~ 9.9 m/seg (b) a ~ 18.4° o 71.6° 

9. 190mi/h 11. La pelota de golf pasara por las hojas de la parte 

superior. 


(sen 20°) + )(1 - 0.08f - e~ 0 ' 08 ') 

V0.08 2 / 

(b) En t ~ 1.527 segundos, alcanza su maxima altura de aproxi- 
madamente 41.893 pies. 

(c) Rango ~ 351.734 pies, tiempo de vuelo ~ 3.181 segundos 

(d) En t~ 0.877 y t~ 2.190 segundos, cuando es aproximada- 
mente 106.028 y a 251.530 pies del home plate. 

(e) No. La rafaga de viento deberia ser mayor que 12.846 pies/ 
seg en la direction del golpe para que la bola pase por 
encima de la barda para tener un home run. 


Section 13.3, pacpnas 935-936 

2 \ (2 \ 2 5 

-^sen? Ii + I -cost Ij H — k, 3p 

, ^ 1 . , 2( , 52 

3. T = 1 H k, — 

2l+i 2l+i 3 

3 

5. T = —cos rj + sen fk, — 


9. (0, 5, 24p ) 11. s(t) = 5 t,L = ^- 

13. s(t) = 2 3e' - 2 3, L = 3 15. 2 2 + ln( 1 + 2 2) 

17. (a) El cilindro es x 1 + y 2 = 1, el piano es x + z = 1. 

(b) y (c) z 



l sen t + t cos t 

V TT\ 


j + 


7. T = 


2 It 1 ' 2 
t + 1 


cos t — t sen t 
t + 1 

k .J/ + P 


i + 
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r-p 


(d) L = / 2 1 + sen - t dt (e) L ~ 7.64 


Seed on 13.4, pagjnas 942-943 

1. T = (cos /)i — (sen/)j, N = ( — sen/)i — (cos Oj, k = cos/ 


1 


: 1 — 


2 1 + t 2 2 1 + r 
1 


3. T = 

k 2(2 1 + t 2 ) 3 
5. (b) cos x 


t . -t 

J,N = . i - 


1 


2 1 + t 1 2 1 + r 


7. (b) N = 


-2e 2 


- i H I 

2 1 + 4e 4 ' 2 1 + 4e 4 ' 

(c) N = - |(2 4 - t 2 i + /j) 

„ 3 cos f . 3 sen/. 4 . . . , ,. , ,. 

9. T = — g — 1 j — j + -gk, N = ( — sen/)i — (cos /)j, 


k = 


25 


, . / cos / — sen / \. , / cos / + sen / \ . 

11. T = | = |i + I = j, 


2 2 


2 2 


2 2 


. —cos / — sen / \. , / —sen t + cos / \. 
N = ( = |i + ( = J, 


k = 

13. T = 
k = 


l 

e‘2 2 
t 


2 t 2 + 1 * + 2 t 2 + 1 
1 


2 2 


1 • w i 

J,N = 


2 r 2 + 1 2 t 2 + 1 


/(/ 2 + l ) 3 / 2 


15. T = (sech^Ji + (^tanh^Jj, 

N = ( -tanh^i + ^sech^j, 

k = a sech2 a 


19. 1/(2 b) 21. (* -f) + r = 1 

23. k(.r) = 2/(1 + 4 x 2 ) 3/2 25. k(x) = |senx|/(l + cos 2 x) 3 / 2 


15. r 4 = 


22 ., 22 . 


-i + 


i-k-Tt =- 


22 . 22 . 


N 


2 2 . 2 2 . 


= k; piano osculador: 


z = — 1; piano normal: — x + y = 0; piano rectificador: 
x + y = 2 2 


17. SI. Si el auto se mueve sobre una trayectoria curva (k # 0) , en- 
tonces on — k| v | 2 ¥= 0 y a + 0. 

21. |F| - k( m (|) ! ) 23.k-j.r-r 

29. Componentes de v: —1.8701, 0.7089, 1.0000 
Componentes de a: —1.6960, —2.0307, 0 
Rapidez: 2.2361; Componentes de T: —0.8364, 0.3170, 0.4472 
Componentes de N: —0.4143, —0.8998, —0.1369 
Componentes de B: 0.3590, —0.2998, 0.8839; Curvatura: 0.5060 
Torsion: 0.2813; Componente tangential de la aceleracion: 
0.7746 

Componente normal de la aceleracion: 2.5298 
31. Componentes de v: 2.0000, 0, 0.1629 

Componentes de a: 0, —1.0000, 0.0086; Rapidez: 2.0066 
Componentes de T: 0.9967, 0, 0.0812 
Componentes de N: —0.0007, —1.0000, 0.0086 
Componentes de B: 0.0812, —0.0086, —0.9967; 

Curvatura: 0.2484 

Torsion: —0.0411; Componente tangential de la 
aceleracion: 0.0007 

Componente normal de la aceleracion: 1.0000 


Seed cm 13.6, pagjnas 958-959 

1. T= 93.2 minutos 3. a = 6764 km 5. D = 6501 km 

7. (a) 42,168 km (b) 35,789 km 
(c) Syncom 3, GOES 4 e Intelsat 5 
9. a = 383 200 km desde el centra de la Tierra, o cerca de 376 821 
km desde la superficie 

11. 2.97 X 10~ 19 seg 2 /m 3 , 9.902 X 10~ 14 seg 2 /m 3 , 

8.045 X 10~ 12 seg 2 / m 3 

^eradosde practice paejnas 960-962 



Seed on 13.5, pagjnas 949-950 

1. B = (fcos/)i - (f sen/)j - f k, t = 

3. B = k, t = 0 5. B = -k, t = 0 7. B = k, t = 0 

9. a = |a|N 11. a(l) = |t + 13. a(0) = 2N 


y 



En / 



42 2 


, k = 


42 2 


3 


27 
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3. | v | m ax = 1 5. k = 1/5 7. dy/dt = — x ; en el sentido de 

las manecillas del reloj. 

11. La bala cae en el piso aproximadamente a 66 pies, 3 pulgadas de 
la zona de lanzamiento. 

15. (a) 59.19 pies/seg (b) 74.58 pies/seg 19. k = px 

21. Longitud — ^ 1 + + In ( ^ + 1 + L 

6 4b 16 y 4 B 16 

23. T(0) = + {k;N(0) = -Li + -Lj- 

3 3 5 2 2 2 2 

B(0) = + — ^k; k = = 1 


32 2 32 2 32 2 


6 


25. T(ln 2) = — + — ^j;N(ln2) = = i + — 1 =j; 

2 17 2 17 2 17 2 17 


B(ln 2) = k; k = 

27. a(0) = 10T + 6N 


8 


172 17 


; t = 0 


29. T = [ — ^cos/Ji — (senrjj + ^=cos? ]k; 

N = ( ' sen t )i — (cos f)j — ( — L sen t Ik; 

V 2 2 / V 2 2 

B = -Li Lk\ k = — ; t = 0 

2 2 2 2 2 2 

31. p/3 33. x = 1 + t, y = t, z = — t 

35. 5971 km, 1.639 X 10 7 km 2 , 3.21% visible 


E^erdaas acSaonales y at/enzados, pacpnas 962-964 

1. (a) r(r) = (-y^? 3 + 4r 2 Ji + (-20? + 100)j; (b) 


3. (a) 


dU 

dt 


= 2 P gb 

u=2p A a 2 + b 2 


(b) u = 


gbt 2 


z = 


2 (a 2 + b z ) 2 (a 1 + b z ) 


. . , , gbt d 2 r 

(c) v(?) = . ^ T;-^ 


bg 


2 a 2 + b 2 dt z 2 a 2 + b 2 


T + 




No hay componente en la direccion de B. 
dx • dy 

7. (a) —r = rcos U — ?'Usen U, — = rsen U + ; Ucos U 
dt dt 

... dr , . du 

( b) — = jc cos U + y sen U, r — = — x sen U + v cos U 
dt ■ dt 

9. (a) a(l) = -9u r - 6uu,v(l) = -u,- + 3u u 
(b) 6.5 pulgadas. 

11. (c) v = ru r + rUu u + zk, a = (r - rLr)u,- + 

(rU + 2ril)u u + zk 


CQH1UL014 


Seed on 14.1, paginas 973-975 


1. 


3. 


5. 


7. 


9. 


11 . 


13. 

19. 


21 . 


(a) Todos los puntos en el piano xy (b) Todos los reales 
(c) Las rectas y -x = c (d) Sin puntos frontera 

(e) Abierto y cerrado (f) No acotado 

(a) Todos los puntos en el piano xy (b) z & 0 

(c) Para f(x, y) = 0, el origen; para f(x, y) + 0, elipses con el 
centra en (0, 0); y los ejes mayor y menor a lo largo de los 
ejes xy y, respectivamente 

(d) Sin puntos frontera (e) Abierto y cerrado 

(f) No acotado 

(a) Todos los puntos en el piano xy (b) Todos los reales 

(c) Para f(x, y) = 0, los ejes x y y; para f(x, y) # 0, hiperbolas 
con los ejes xy y como asmtotas 

(d) En puntos frontera (e) Abierto y cerrado 
(f) No acotado 

(a) Todos los puntos (x, y) que satisfacen x 2 + y 2 < 16 

(b) z & 1/4 

(c) Circunferencias con centra en el origen y radios r < 4 

(d) La frontera es la circunferencia x 2 + y 2 = 16 

(e) Abierto (f) No acotado 

(a) (x, y) ¥= (0, 0) (b) Todos los reales 

(c) Las circunferencias con centra (0, 0) y radios r > 0 

(d) La frontera es el punto (0, 0) 

(e) Abierto (f) No acotado 

(a) Todos los puntos (x, y) que satisfacen — 1 <y — x£ 1 

(b) -p/2<z< p/2 

(c) Las rectas de la forma y - x = c, donde — 1 < c s 1 

(d) La frontera esta formada por las dos rectas y = 1 + x 
y y = — 1 + x 

(e) Cerrado (f) No acotado 

(f) 15. (a) 17. (d) 


(a) 



(b) 







o 

II 








(b) 
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Capitulo 14: Respuestas 






(b) 



' .=-i 

2 

z = 0 

1 

z= i 

0 

z = 0 

-1 

z =_i 

-2 



29. x 2 + y 2 = 10 31. tan -1 y - tan -1 x = 2 tan 1 2 2 


33. 



fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 = 1 


35. 


Z 




41. 2 x - y - In z = 2 43. = In 2 45. Si, 2000 

47. 63 km 


Seed on 14.2, pagpnas 982-984 

1. 5/2 3. 22 6 5. 1 7. 1/2 9. 1 11. 0 13. 0 

15. -1 17. 2 19. 1/4 21. 19/12 23. 2 25. 3 

27. (a) Todos los ( x , y) (b) Todos los (x, y) excepto (0, 0) 

29. (a) Todos los (x, y) excepto cuando x = 0 o y = 0 
(b) Todos los ( x , y) 

31. (a) Todos los (x, y, z ) (b) Todos los (x, y, z ) excepto el inte- 

rior del cilindro x 2 + y 2 = 1 

33. (a) Todos los (x, y, z) con z ^ 0 (b) Todos los (x, y, z) con 

X 2 + z 2 * 1 

35. Considere las trayectorias a lo largo de y = x, x > 0 y a lo largo 
de y = x, x < 0 

37. Considere las trayectorias y = kx 2 , k constante 
39. Considere las trayectorias y = mx, m constante, m 7^—1 
41. Considere las trayectorias y = kx 2 , k constante, k ¥= 0 
43. No 45. El lrmite es 1 47. El li'mite es 0 

49. (a) /(x, y)\y =mx — sen 2u donde tan U = m 51. 0 
53. Noexiste 55. p/2 57. /( 0,0) = In 3 

59. d = 0.1 61. d = 0.005 63. d = 2 0.015 

65. d = 0.005 


Seed on 14.3, pagpnas 994-996 

df df df 

f- = 4x,f- = -3 3. f- 

dx dy dx 


!• = 4x > it = -3 3 - it = 2x (y + 2 )- ^ “ 1 


df 


df df 

=• - )x = 2y(xy - 1), ^ = 2x(xy - 1) 


df 

7. — = 

dx 


df 


y 


9. 


11 . 


df 


2 x 2 + y 2 ’ 2 x 2 + y 2 

-1 df _i 


dx (x + y) 2 ’ dy ( x + y) 2 
df -y 2 - 1 df - x 2 - i 


dx ( xy-lf’dy {xy - l) 2 


df 

15. 4- 


13. if = e x+y+1 , if = e x+y+1 
dx dy 

df 

17. = 2 sen (x - 3y) cos (x - 3y), 


1 


df 


1 


dx x + y ’ dy x + y 


df 

= — 6 sen (x — 3y) cos (x — 3y) 
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19. 

23. 

25. 


df 


yx-' 

„2 


-1 d l 


df 


df 


= x'lnx 21. , = -g(x),T~ = g(y) 


fx = y\f y = 2xy,f'= -4 z 

fx = hfy = ->’(y 2 + z 2 r 1/2 ,ft = -z(y 2 + z 2 r 1/2 

yz xz *y 


Jz = 


29. f x = 


>fy = 


,fz = 


2 1 - x 2 yV 
3 


31. 

33. 

35. 

37. 

39. 


x + 2y + 3 z Jy x + 2y + 3z’ J z x + 2y + 3z 
f x = -2 xe- (x2+y2+z2 \f y = -2 j, c -C* 2 +> J+ * 2) ,/ z = -2ze“< j:2+ >’ 2+z2) 

/, = sech 2 (x + 2y + 3z), f y = 2 sech 2 (x + 2y + 3z), 
f z = 3 sech 2 (x + 2y + 3z) 

a/ 

= — 2 p sen ( 2 pr - a), ^ = sen ( 2 pr - a) 

d/? j; d/i j; d/i j; 

t— = sent cos U, — t~ = r cost cos U, — = — r sent sen U 

dr dt du 


lV P (P, V, d, y, g) = v, w v (P, V, d, y, g) = P + 


dy: 

2 g’ 


w d (P, v, d, y, g) = 2^ w y (P, V, d, y, g) = 
w g (p, v, d, y, g) = 


41. 


43. 


a/ a/ 

7 — = 1 + y, 7 — = 1 + x 
dx - dy 

d 2 f d 2 f 


a 2 / 

a* 2 


= 0 , 


aV 

'ay 2 


= 0 , 


dy dx dx dy 


= 1 


ag 0 , ag 

= 2 xy + y cos x, -^7 

a4 _ _ 

2 = 2 y — y senx, ^2 — cosy, 


-^7 = 2 xy + y cos x, ^ = x L — sen y + sen x. 


a 2 g 


dx 
d 2 g 


a 2 g 


45. 

47. 

49. 

51. 

53. 

59. 

61. 

77 . 


d y dx dx dy 

dr 1 dr 


’ dy 


= 2x + cosx 


1 d 2 r 


-1 


d L r 


-1 


dx x + y dy jc + y d x 2 ^ + y ) 2 dy 2 + y ) 2 


d 1 r 


d 2 r 


-1 


dy dx dx dy ( x + v ) 2 


dw 


dll' 


d 2 W 


d“H’ 


-6 


dx 2x + 3y’ dy 2x + 3y’ dy dx dxdy (2x 4 - 3y ) 2 
g = y 2 + 2xy 3 + 3x 2 y 4 , ^ = 2xy + 3x 2 y 2 + 4x 3 y 3 , 


d 2 W 


d ~w 


= 2 y + 6 xy‘ + 12 x 2 y 


2,, 3 


dy dx dx dy 

(a) x primero (b) y primero (c) x primero 

(d) x primero (e) y primero (f ) y primero 

f x ( 1,2) = —13, / y (l, 2) = -2 55. 12 57. -2 

dA a dA c cos A — b 


da be sen A’ db 

lny 


be sen A 


Yx = 

Si 


(In ie)(ln y) — 1 


Seed on 14.4, pagpnas 1003-1005 


!’ (a) f = 


(b)^( P ) = ° 


X ! \ dw 

3. (a) ^ = 1, 


(b)f(3) = l 


5. (a) = 4r tan 1 1 + 1, 

eft 


(b)f(D = P + l 


7. (a) — = 4 cosy In (k sen y) + 4 cosy, 

dz , , , , , 4ie cos 2 y 

— = —4 u sen y In (u sen y) + seny 

(b) ^ = 2 2 (In 2 + 2 ),^ = -22 2 (In 2 - 2 ) 

ou ay 

9. (a) §^=2ie + 4iey,§^ = -2y + 2n 2 

,, . dw „ dw 3 

(b) d^ = 3 ’d 7 = “2 

, , die _ die _ z du _ ~y 
W dx~°’d y- iz -yf’dz ~ {z - y ) 2 

.I . du ~ du i du ~ 

(b) — = 0, — = 1 , -r- = -2 

dj dz 


dz _ dzdx | dz ‘fo 
eft dx e/r dy eft 



15. 


dw _ dw dx dw ay dw dz 

dn dx die dy die dz die’ 

dw _ dw dx dw ^y dw dz 

dy dx dy dy dy dz dy 


w w 



17 aw _ dw dx dw ay Tyy ^ dw dx dw dy 

dll dx du dy du’ dy dx dy dy dy 


w 


w 
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dz _ 3z dx dzfy dz _ dzdx Sz/ty 
df dx dt dy dt’ ds dx ds dy ds 


21 . 


Z 


Z 



dw _ chydii dvv _ dw du 
ds du ds ’ dt 


w 


dw 

du 


dw 

du 


u 


u 


du du 

ds dt 


dw 

dw dx 

dwdy _ 

dw dx 

dy 

dr 

~ ~dx dr + 

dy dr 

17 Tr PUeS 

dr 

dw 

_ dw dx 

dw<fy _ 

dwdy 

dx 

ds 

dx ds 

dy ds 

^Ts pues 

ds 



25.4/3 27. -4/5 29.g = ±g = -f 

31. ^=—l,|^= -1 33.12 35.-7 

dx dy 

37. = 2, ^ = 1 39. —0.00005 amperes/seg 


Seed on 14.5, paginas 1013-1014 

1. y 3. 




5. V/ = 3i + 2j -4k 7. W = — ffi + ffj - ||k 

9. -4 11. 31/13 13. 3 15. 2 

17. u = + — 1 ^j, (Z) u /)p„ = 2 2; -u = — 1 — i ^=j, 

2222 2222 

(0-u/)p„ =-2 2 

19. u = — ^i: - -^j Uk, (D u f)p 0 = 32 3; 

32 3 32 3 32 3 

-u = Ui + 5 j + -^k, (D^f) Po =-32 3 

32 3 32 3 32 3 

21. u = — U (i + j + k), (D u f) P = 22 3; 

2 3 

-u = ' (i + j + k), (D = -22 3 

2 3 



29. No, la razon maxima de cambio es 2 185 < 14. 


2 5 


45. (cos 1, sen 1, 1) y (cos( — 2), sen( — 2), —2) 


22221 / 2 2 22 


47. (a) Maximo en | ^ I y I ? 


; mimmo 


2 2 2 2 
en| ^’^) y 


2 2 2 2 
2 ’ 2 


(b) Max = 6, mi'n = 2 


49. 2x2 x s + x 3 + 


3x 2 


.dt 


h 22 f 4 + x J 


Seed on 14.6, paginas 1024-1027 

1. (a) x + y + z = 3 

(b) x = 1 + 2t, y = 1 + 2f, z = 1 + 2t 
3. (a) 2x — z — 2 = 0 (b) x = 2 — 4f, y = 0, z — 2 + 2t 

5. (a) 2x + 2y + z — 4 = 0 

(b) x = 2f, y = 1 + 2f, z = 2 + r 
7. (a) x + y + z — 1 = 0 (b) x = t, y = 1 + t, z = t 

9. 2x — z — 2 = 0 11. x - y + 2z - 1 = 0 

13. x = 1, y = 1 +2 1, z — 1 — 2t 


Capitulo 14: Respuestas R-25 


15. x = 1 —2 t,y — l, z — \ + 2t 
17. jc = 1 4- 90 1 , y = 1 - 90f, z = 3 
19. df = « 0.0008 21. dg = 0 

23. (a) ppsen 2 3- J^cos 2 3 ~ 0.935°C/pie 

(b) 2 3 sen 2 3 - cos 2 3 ~ 1.87°C/seg 

25. (a) L(x , y) = 1 (b) L(x, y) = 2x + 2y - 1 

27. (a) L(jc, y) = 3jc - 4y + 5 (b) L(x, y) = 3x - 4y + 5 

29. (a) L(x, y) = 1 + x (b) L(x, y) = —y + ^ 

31. L(x, y) = 7 + x — 6 y; 0.06 33. Z,(x, y) = x + y + 1; 0.08 

35. L(x, y) = 1 + jc; 0.0222 

37. (a) L(x, y, z) = 2x + 2y + 2z - 3 (b) L(x, y, z) = y + z 

(c) L(x,y,z) = 0 

39. (a) L(x, y,z) = x (b) L(x, y, z) = — x H ' y 

2 2 2 2' 

1 2 2 

(c) L(x, y, z) = j x + py + jz 
41. (a) L(x, y,z) = 2 + x 

(b) L(x, y, z)=x-y-z±p± 1 

(c) L(x, y, z) = x - y - z + ^ + 1 

43. L(x, y, z) = 2x - 6y - 2z ± 6, 0.0024 
45. L(x, y,z)=x + y- z~ 1, 0.00135 
47. Error maximo (estimado) £0.31 en magnitud 
49. Error porcentual maximo = ±4.83% 

51. Prestar mas atencion a la menor de las dimensiones. Generara la 
mayor derivada parcial. 

53. (a) 0.30% 55. /es mas sensible a un cambio en d. 

57. Q es mas sensible a cambios en h. 

61. En - P en 0, 0; en ^ 

4 22 2 4 22 2 

Seed on 14.7, pagnas 1034-1038 

1. /( — 3, 3) = —5, mlnirno local 
/ 2 4^\ 

3. /Ip — I = 0, maximo local 5. /(— 2, 1), punto de silla 

7. / , punto de silla 9. /(2, 1), punto de silla 

11. /(2, — 1) = —6, mlnirno local 13. /(I, 2), punto de silla 
15. f(0, 0), punto de silla 

f 2 2\ 170 

17. /( 0, 0), punto de silla; /( — p ^ j = pp, maximo local 

19. f(0, 0) = 0, mlnirno local; f(l, — 1), punto de silla 
(4 4\ 64 

21 . f(0, 0), punto de silla; /( J J ~ ~ gj> maximo local 


23. 

25. 

27. 

29. 

31. 


33. 


35. 

37. 


39. 

41. 


43. 

49. 

53. 


55. 


57. 

59. 

61. 


f( 0 , 0 ), punto de silla; /( 0 , 2 ) = — 12 , nn'nimo local; 

/(— 2, 0) = —4, maximos locales; /(— 2, 2), punto de silla 

/( 0 , 0 ), punto de silla; /(l, 1 ) = 2 , /( — 1 , — 1 ) = 2 , maximos 
locales 


f( 0 , 0 ) = — 1 , maximo local 
f(/ip, 0 ), punto de silla; /(up, 0 ) = 0 para toda n 
Maximo absoluto: 1 en (0, 0); mlnirno absoluto: —5 en (1, 2) 
Maximo absoluto: 4 en (0, 2); mlnirno absoluto: 0 en (0, 0) 

Maximo absoluto: 1 1 en (0, —3); mlnirno absoluto: — 10 en 
(4, - 2 ) 


Maximo absoluto: 4 en (2, 0); mlnirno absoluto: 


32 2 


3 ,-? 


3 ,? 


1,- J 


a = -3, b = 2 

1 ° 

Mas caliente: 2 t en 
4 


7 en 0 


1 2J) 
T 2 


2 3 

2 


; mas frlo: 


(a) /( 0 , 0 ), punto de silla (b) /(l, 2 ), mlnirno local 
(c) /( 1 , — 2 ), mlnirno local; /(— 1 , — 2 ), punto de silla 


1 1 355 
6 ’ 3’ 36 


(a) En la semicircunferencia, max / = 22 2enf=p/4, 

min f = — 2 en f = p . En la cuarta parte de la circunferen- 
cia, max / = 22 2enf = p/4, min / = 2 en t = 0, p/2. 


(b) En la semicircunferencia, max g = 2 en t = p/4, 

min g = — 2 en t = 3p/4. En la cuarta parte de la circunfe- 
rencia, max g = 2 en t = p/4, min g = 0 en t = 0, p/2. 


(c) En la semicircunferencia, max h = 8 en t — 0, p ; nun h = 4 
en t = p/2. En la cuarta parte de la circunferencia, 
max h = 8 en t = 0, min li = 4 en t = p/2. 

i) min / = — 1/2 en t = — 1/2; sin maximo ii) max / = 0 en 
t = —1,0; min / = —1/2 en t = —1/2 iii) max / = 4 en 
t = 1 ; min / = 0 en t = 0 


y 


20 

13 


jc + 


9 

13’ 


yU = 4 


71 

13 



1 

6 ’ 


yU=4 


37 

6 


y = 0.122* + 3.59 



Capitulo 14: Respuestas 


R-26 


63. (a) 



(b) y = 0.0427K + 1764.8 (c) 1780 


Seed on 14.8, pagnas 1047-1049 

*• {%■ O' fe-j) 3 - s 5 - (3>±323) 

7. (a) 8 (b) 64 

9. r = 2 cm, h = 4 cm 11. Largo = 42 2, ancho = 32 2 
13. /( 0, 0) = 0 es mlnimo, /( 2, 4) = 20 es maximo. 

15. Mlnimo = 0°, maximo = 125° 

17. ^|, 2,|j 19.1 21. (0, 0, 2), (0, 0, -2) 

23. /(I, — 2, 5) = 30 es maximo, /( — l, 2, —5) = — 30 es mlnimo. 
2 2 2 

25. 3, 3, 3 27. — = por — = por — = unidades 

2 3 2 3 2 3 

29. (±4/3, -4/3, -4/3) 31. 1/(8, 14) = $128 

33. /( 2/3, 4/3, -4/3) = | 35. (2, 4, 4) 

37. El maximo es 1 + 62 3 en ( ± 2 6, 2 3, l), el mlnimo es 
1 - 62 3 en (±2 6, -2 3, l). 

39. El maximo es 4 en (0, 0, ±2), el mlnimo es 2 en ( ± 2 2, ± 2 2, o) . 


Seed on 14.9, pagnas 1053-1054 


1. (a) 0 (b) 1 + 2z 

x_ 

nR 

5. (a) 5 (b) 5 

dx 


, , , au , du 

3- (a) ap + aT 


7. 


dr 


= cos U 


(c) 1 + 2z 
dll ( nR 
(b) dp (-V 


+ 


dU 

dT 



x 

2 x 2 + y 2 


Seed on 14,10, pagnas 1058-1059 

1 0 

1. Cuadratica: x + xy; cubica: x + xy + — xy 
3. Cuadratica: xy\ cubica: xy 
5. Cuadratica: y + \ (2xy — y 2 ); 

cubica: y + |(2xy - y 2 ) + |(3x 2 y - 3xy 2 + 2y 3 ) 


7. Cuadratica: ^ (2x 2 + 2y 2 ) = x 2 + y 2 ; cubica: x 2 + y 2 

9. Cuadratica: 1 + (x + y) + (x + y) 2 ; 

cubica: 1 + (x + y) + (. x + v) 2 + (x + y) 3 

11. Cuadratica: 1 — \x 2 — \y 2 \ E(x,y) < 0.00134 

^erdaosde practica, pagnas 1060-1063 

1. Dominio: Todos los puntos del piano xy; rango: z — 0. Las cur- 
vas de nivel son elipses con eje mayor a lo largo del eje y y eje 
menor a lo largo del eje x. 


y 



3. Dominio: Todos los puntos (x, y) tales que x # 0 y y ^ 0; 
rango: z # 0. Las curvas de nivel son hiperbolas con los ejes x 
y y como aslntotas. 


y 



5. Dominio: Todos los puntos del espacio xyz; rango: todos los nu- 
meros reales. Las superficies de nivel son paraboloides de revo- 
lution con el eje z como eje. 



7. Dominio: Todos los puntos (x, y, z) tales que (x, y, z) # (0, 0, 0); 
rango: numeros reales positivos. Las superficies de nivel son es- 
feras con centro en (0, 0, 0) y radio r > 0. 



Capitulo 14: Respuestas 


R-27 


9. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 


-2 11. 1/2 13. 1 15. Sea y = kx 2 , k A 1 

No; li'm (x>) ,)^(o,o) /(x, y ) no existe. 

dg , 

-r- = cos U + sen U, — = — r sen U + r cos U 
dr du 

Bf_ = 1_ df_ = i_ df_ _ 1 

d R l R 2 ’ d R 2 R 2 2 ’ d R 3 


51. Tangente: x + v = p + 1; recta normal: y = x — p + 1 


R? 


dP = RTdP = nTW = nRdP 
dn V'dR V’dT v av 

= d 2 g 2x d 2 g d 2 g 
dx 2 ■ 


nRT 


dy 2 yl’dydx dxdy y 2 


d 2 f 


d 2 f 


3V = , n , 2 — 2 x 2 a 2 / = 

dx 2 (x 2 +l) 2 ’dy 2 ’dydx dxdy 


= 1 


dw 

dt 


= -1 


31. ^ 


(r,s)=( p,0) 


? dw 
’ ds 


(r,s)=(p,0) 


= 2 - p 


33. 

35. 

37. 


dj_ 

dt 


dy 

dx 


i= t 


= —(sen 1 + cos 2 )(sen 1 ) + (cos 1 + cos 2 )(cos 1 ) 


— 2 (sen 1 + cos l)(sen 2 ) 
= -1 


C*.y)=«U) 


Crece mas rapidamente en la direction u = 


22. 22. 


-j; 


decrece mas rapidamente en la direction -u = ^ i + j; 
Duf = 2 0 2 ; D-uf = - 2 0 2 ; Ou, / = - | 7 () donde Ui = t^t 


39. 


41. 

43. 


2 

Crece mas rapidamente en la direction u = y i . ^ j . ^ 


decrece mas rapidamente en la direction — u = i 
D u f = 7; D- U f = -7; A,,/ = 7 donde U| = ^ 
p/2 2 

(a) /^l, 2) =/,(!, 2) = 2 (b) 14/5 


2. , 3. , 6 . 

+ - j + 

2 . 3 . 6 , 



47. Tangente: 4x — y — 5z = 4; recta normal: 
x = 2 + 4 t,y — —1 —t, z = 1 — 5t 

49. 2y - z ~ 2 = 0 


y =-x + TT + 1 



53. 

55. 


57. 

59. 

61. 

63. 

65. 

67. 

69. 

71. 

73. 

75. 

77. 

79. 

81. 

83. 


0 1 2 7T 


x = 1 — 2t,y = 1 , z = 1/2 + 2 f 

Las respuestas dependen de la cota superior utilizada para 
I/. 0 -I, \fxy |. \fyy\- Con M = 2 2 / 2 , |£| < 0.0142. Con 
M = 1, |£| < 0.02. 

L(x, y,z) = y~ 3z, L{x , 3 ?, z)=x + y- z- 1 

Tener mas cuidado con el diametro. 

47 = 0.038, cambio porcentual en 7= 15.83%, mas sensible al 
cambio en el voltaje 
(a) 5% 

Minimo local de — 8 en ( — 2, — 2) 

Punto de silla en (0, 0), /( 0, 0) = 0; maximo local de 1/4 en 

(- 1 / 2 , - 1 / 2 ) 

Punto de silla en (0, 0), /( 0, 0) = 0; minimo local de —4 en 
(0, 2); maximo local de 4 en (—2, 0); punto de silla en (—2, 2), 
/(— 2 , 2 ) = 0 

Maximo absoluto: 28 en (0, 4); minimo absolute: —9/4 en 
(3/2, 0) 

Maximo absoluto: 18 en (2, —2); minimo absoluto: —17/4 en 

(- 2 , 1 / 2 ) 

Maximo absoluto: 8 en (—2, 0); minimo absoluto: —1 en (1, 0) 
Maximo absoluto: 4 en (1, 0); minimo absoluto: —4 en (0, —1) 

Maximo absoluto: 1 en (0. ± 1) y (1, 0); minimo absoluto: — 1 
en (- 1 , 0 ) 

Maximo: 5 en (0, 1); minimo: —1/3 en (0, —1/3) 

J 1 1_ 

2 3’ 2 32 3/ 

J 1 A 

2 3 ’ 2 3’ 23/ 


Maximo: 2 3 1 


y. — 2 3 1 


85. 


c_V 

al 

a 2 V 

be 


1/3 

1/3 


Ancho = | J , profundidad = | 


altura = 


1/3 


87. 


Maximo: ^ en ( ' , ' , 2 2 ] y f ' , ' , —22); 

2 \2 222 / V 2 2 22 


I I 1 

minimo: — en | — 


1 


2 2 2 2 


-22 y 


1 


1 


2 2 2 2 


2 2 


89. 

91. 

97. 


(a) (2y + x 2 z)e yz (b) x 2 e yz yy - ^ 

(c) (1 + x 2 y)e yz 

dw dw sen U dw dw dw , cos U dw 

dx dr > du c)y dr r flu 

(f, —t ± 4, t), t un numero real 


R-28 Capitulo 14: Respuestas 


Ej era a os acSdonales y a\anzados, pagnas 1063-1066 

1. f X j(0, 0) = — 1, fy X (0, 0) = 1 

7. (c)^-i (,’ + / + **) 13. v-^ 

17. fU.y) - \ + 4,s(jt , ,) - | + | 

19. y = 2 In | sen x | + In 2 

21. (a) — = (2i + 7j) (b) — ~ 1 (98i - 127j + 58k) 

2 53 2 29,097 

23. w = e^ c p 'senpx 


CAPHULO 15 

Seed on 15.1, pagnas 1079-1081 

1. 16 3. 1 






Captulo 15: Respuestas 


R-29 


39. -2/3 


y 



7. 


1 r 2y-y 2 


dx dy = 


3 


9. 12 


y 



y 



11 . 2 2-1 


13. 


3 

2 


41. 4/3 43. 625/12 45. 16 47. 20 49. 2(1 + In 2) 

51. 1 53. p 2 55. - 3 3 2 57. 


59. 


(x 2 + y 2 ) dy dx 


4 

3 



61. /J es el conjunto de puntos (x, y) tales que x 2 + 2y 2 < 4 
63. No, por el teorema de Fubini, los dos ordenes de integration de- 
ben dar el mismo resultado. 

67. 0.603 69. 0.233 


Seed on 15.2, paepnas 1089-1091 

n l-x r2 r2-y 

dy dx = 2 o / / dx dy — 2 

Jo Jo 





15. (a) 0 (b) 4/p 2 17. 8/3 19. x = 5/14, y = 38/35 

21. x = 64/35, y = 5/7 23. x = 0,y = 4/(3p) 

25. x = y = 4fl/(3p ) 27. I x = I y = 4p, I 0 = 8p 

29. x = -l,y = 1/4 31. 7 r = 64/105 ,R X = 22 2/7 

33. x = 3/8, y = 17/16 

35. x = 11/3, y = 14/27, /j, = 432 ,R y = 4 

37. x = 0,y = 13/31, I y = 7/5, 2? v = 2 21/31 

39. x = 0, y = 7/10; I x = 9/10, = 3/10, /„_= 6/5; 

= 32 6/10, R y = 32 2/10, = 32 2/5 
41. 40,000(1 - e _2 )ln (7/2) ~ 43,329 

43. Si 0 < a £ 5/2 , entonces el aparato tendra que inclinarse mas 
de 45° para caer. 

45. {x,y) = (2/p,0) 47. (a) 3/2 (b) Son iguales. 

53. (a) (7/5, 31/10) (b) (19/7, 18/7) (c) (9/2, 19/8) 

(d) (11/4,43/16) 

55. Para que el centra de masa este en la frontera cornun, 
h = a 2 2. Para que el centra de masa este dentro de 
T,h > a 2 2. 

Section 15.3, paepnas 1097-1098 


1. 

P/2 

3. p/8 5. 

pa 2 7. 36 

9. (1 - In 2)p 


11. 

(2 In 2 

- l)(p/2) 

13. (p/2) + 1 

15. p(ln 4 - 

1) 

17. 

2(p - 

1) 19. 12p 

21. (3p/8) 

+ 1 23. 4 


25. 

62 3 - 

- 2p 27. x 

= 5/6, y = 0 

29. y 31. 

2fl 

T 

33. 

2p(2 - 

- 2 e) 35. 

3 8 J 

(a) 2 / ® 

1 

39. 

P In 4, 

no 41. ^ ( a 

2 + 2 h 2 ) 




Section 15.4, paepnas 1106-1109 

1. 1/6 


R-30 Capitulo 15: Respuestas 


n 2-2x p—3x—3y/2 r 2 fl-y/2 p-3x-3y/2 

/ dz dy dx, / / / dz dx dy, 

Jo ' Jo Jo Jo 

n 3-3x r 2-2x-2z/3 p p—z/3 p—2x—2z/3 

/ dy dz dx, / dy dx dz, 

Jo Jo Jo Jo 

n 3-3y/2 p-y/l-z/3 

/ dx dz dy, 

Jo 

n 2-24/3 p-y/2-z/3 

/ dx dy dz. 

Jo 

El valor de las seis integrales es 1. 


5. x = y = 0, z = 12/5, I x = 7904/105 ~ 75.28, 

I y = 4832/63 ~ 76.70, 1, = 256/45 ~ 5.69 

7. (a) x = y = 0, z = 8/3 (b) c = 22 2 

77 40 5 

9. I L = 1386, R L ~ppY n./, = ^^= A f 

13. (a) 4/3 (b) x = 4/5, y = z = 2/5 

15. (a) 5/2 (b) x = y = z = 8/15 (c) I x = I y ~ J z = 1 1/6 


P p 4-x 2 p-x^-y 1 p r 2 4-y 2 p-x 1 -)/ 2 

5. / 1 dz dx dy, / / / 1 rfziit dv, 

J—2J—2 4 x 1 Jx 1 -y 1 J 2.1 2 4 Y 2 ./.r—y 2 

p p-y 2 p 8-4-y 2 p p pzp 

/ / / 1 dx dz dy + / / / 1 dx dz dy, 

J—2J4 J 2 8 4 y 2 ./ 2./y 2 J 2 4 y 2 

o2 8—4 p 3— z—y 1 p pz p z—y 2 

_ / 1 dx dy dz + / / / 1 dx dy dz, 

74 7—2 8— 4.4—2 8— 4— y 2 </0 7-1 zJ-2 z—y 1 


r 2 /■S-x 2 C 2 8 - 4 -x 2 p p r 2 z-x 1 

1 dy dz dx + / / 1 dy dz dx, 

J— 2 /x 2 J—2 4 — x 2 

2 p pz p 4 -x 2 

I dy dx dz+ / 1 dy dx dz. 

7 4 7-2 8-47-2 8 — 4 -X 2 ’ 7o 7 1 z7 2 A- 

E1 valor de las seis integrales es 16p . 


7. 1 9. 1 11. ^-(1 - cos 1) 13. 18 15. 7/6 

17.0 ».i-f 



dy dx dz 


32 
3 

33. 2 35. 4p 37. 31/3 39. 1 41. 2 sen 4 43. 4 

45. a = 3 oa = 13/3 

47. El dominio es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) tales que 
4x 2 + 4y 2 + z 2 < 4. 

Seed on 15.5, paejnas 1112-1114 


1. 7?, = 


Z> 2 + c' 


,/?v = 


a + 


B 12 ’ y B 12 


, A7 = 


a 2 + fc 2 

B 12 


3. I x = 'fib 2 + c 2 ),ly = f (a 2 + c 2 ),/ z = f (a 2 + Z3 2 ) 


(d) /?, = 7?, = 7? z - A jl 17. 3 19. (a) |g (b) f ; 

„ , . , _ a7>c(fl 2 + b 2 ) _ a 2 + fc 2 

23. (3) /c.m. ^2 > **c.m. g ^2 


(b) I L = 


aZ>c(a 2 + lb 2 ) 


Rl = 


a 2 + lb 2 


3 B 3 

27. (a) h = a 2 3 (b) h = a 2 2 

Seed on 15.6, pagpnas 1124-1128 

4p( 2 2 — 1 


1. 


3. if 5 . p(62 2 - 8) 7.§ 


9. p/3 

^2p /*1 4 -i 2 

11. (a) / r dz dr du 



'‘P /*2senU /*4— rsenu 

15 -I / f(r,U,z)dzrdrdU 

lo Jo Jo 

a l+cosU p 

/ f(r,U,z)dzrdrdU 

Jo 

^p/4 /*secU /*2-rsenU 

19. I / /(r, U, z) Jz r dr du 21. p 2 23. p/3 

/o Jo Jo 


25. 5p 27. 2p 29. (- — IP 


pp r p/e p 

31. (a) / / / r 2 senf dr df du + 

7o 7o Jo 


2p rp/2 /* esc f 


r 2 senf Jr Jf Ju 


0 J p/6 JO 


Capitulo 15: Respuestas R-31 


rip rl r sen ‘(l/r) 

(b) / / / r 2 sen f df dr du + 

J0 J 1 Jp/6 


Ip rl r p/6 


r 2 sen f c/f rfr rfu 


33. 


35. 


37. 


JO JO Jo 

r zp /-p/2 ri 

/o j 0 ,/cos f 
/*2p /*p /* 1 cos f 

/ o Jo Jo 

r 2p /*p/2 /* 2 cos f 

70 J p/4 Jo 

r P/2 rp /2 ri 


r 2 sen f rfr rff </U = 

6 


r 2 sen f c/r c/f c/U = 


r 2 sen f c/r c/f c/U = y 


39. (a) 8 / / / r 2 sen f c/r c/f c/U 

Jo Jo Jo 


89. La ecuacion r = f(z) de la superficie nos dice que el punto 
( r , U, z) = (f(z), U, z) estara en la superficie para todo U En 
particular, (f(z), U + p, z) esta en la superficie siempre que 
(f(z), U, z) este en la superficie, de modo que la superficie es 
simetrica con respecto al eje z. 



rp/1 rl r7 4 -r 2 

(b) 8 / / / rdz dr du 

Jo Jo Jo 

n 2 4—x 2 rl 4-x 2 -y 2 

/ dz dy dx 

Jo 

rip r p/3 rl 

41. (a) / / / r 2 senf dr df du 

Jo Jo J sec f 


(b) 

(c) 


f2p rl 3 rl 4 -r 2 


r dz dr du 


lo Jo Ji 


-2 3 J-2 3-x 2 J I 


43. 8p/3 45. 9/4 47. 3p io 4 49. 51. 5p/3 

lo J 


53. p/2 55. 


4 22 2 - i p 


57. 16p 59. 5p/2 


4p 8 - 32 3 

61. 63. 2/3 65. 3/4 


Secdon 15.7, pagpnas 1135-1137 

1. 

(b) Region triangular con fronteras m = 0, y = 0, y« + y= 3 
3. (a) x = | (2 u ~ y),y = (3y - u)\ | ' (J 

(b) Region triangular con fronteras 3y = u, y = 2 u, y 
3u + y = 10 


‘ f 24 x ^ y2 dzdydx 

7. « /5 9.f‘[ 

Ji (d) 5p/3 



2 u 


p ab(a 2 + b 2 ) i / 3 

11. ^ 13. | ( 1 + 


52, 


0.4687 


15. (a) 

(b) 


cosy — u sen y 
sen y u cos y 

sen y u cos y 
cosy —u sen y 


= u cos 2 y + u sen 2 y = u 


= —u sen 2 y — u cos 2 y = — u 


67. x = y = 0, z = 3/8 69. (x, y, z) = (0, 0, 3/8) 

I 


71. x = y = 0, z = 5/6 73. /, = 30p. R z = 


A 2 


c? 4 /? p 
10 


75. I x = p/4 77. 

79. (a) (x, y, z) = ( 0 , 0, | j, /, = P , ^ = A 3 
(b) (x,y, 2 )= (0,0,|\/ : = ^,R : = 


„ f v i nn 2/i 2 + 3/A P« 4 (/« 2 + 2 h) a 

83. (x, y, z) = 0, 0, £ ), I z = 7 , R z = — — 


3 h + 6 


2 2 


85 . 


3 M 

p R 3 


19. 12 21. 


aW 

6 


Ejeradosde practice pacjnas 1138-1140 


1. 9e - 9 


3. 9/2 




R-32 Capitulo 1: Respuestas 



25. M = 4, M x = 0, M y = 0 27. p 

„ , x - 1 5 p + 32 _ n 

3L (a) * = 6p + 48’ y = 0 


„„ _ 32 3 _ 

29. x = — q — , y = 0 


(b) 



D - 2 , , 2(31 - 3 5/2 ) 

33. M 4 35. 0 37. 8/35 39. p/2 41. — 3 


[2 2 r2 2-/ /* 2 4-x 2 -/ 

43. (a) / / / 3 dz dr dy 

7-2 2J-2 2-/72 /+/ 

/•2p r p/4 r 2 

(b) I I I 3 r 2 sen f dr df du (c) 2p(8 - 42 2) 



8p(42 2 - 5) 8p(42 2 - 5) 

49. (a) 3 (b) 3 

8pd(fo 5 - a 5 ) 

51 * 4 ~ 15 


E^erdaas acid oral es y ai/nnzados, pacpnas 1140-1142 

r 2 r6-x 2 r 2 r6-x 2 rx 2 

1. (a) / / r 2 dy dr (b) / / / dz dy dr 

7-37a ' 7-3 7.v 7o 

(c) 125/4 


3. 2p 5. 3p/2 7. (a) Radio del agujero = 1, radio de la 

esfera = 2 

(b) 42 3p 9. p/4 11. ln(!) 15. 1/2*3 


17. Masa = a~ cos 


- b2 a 1 - b z 


/q = ^,-cos 1 77 - T 2 a 1 - b 2 - -^(a 1 ~ b 2 f! 2 


19. \(e aW ~ I) 21. (b) 1 (c) 0 

25. h = 2 20 pulgadas, h = 2 60 pulgadas. 


27. 2p 


112 2 


CAPITULO 16 

Seed on 16.1, pagras 1147-1149 

1. Grafica (c) 3. Grafica (g) 5. Grafica (d) 7. Grafica (f) 

9. 2 2 11. y- 13.32 14 15.^(52 5 4-9) 

17. 2 3 In 19. 102 | - 2 21. 8 23. 22 2 - 1 

25. (a) 42 2 - 2 (b) 2 2 + In ( 1 + 2 2) 

27. I z = 2pdc; 3 , = a 

29. (a) l z = 2p 2 2d, R. = 1 (b) I z = 4p 2 2d, = 1 

31. I x = 2p - 2, R v = 1 


Seed on 16.2, pacpnas 1158-1160 

1. V/ = — (Jd + yj + zk)(r 2 + y 2 + z 2 r 3 / 2 


3. Vg = - 


2x 


r 2 + y 2 


2y 


r 2 + y 2 


5. F = - 


fcr 




(r 2 + y 2 ) 3 / 2 (r 2 + y 2 ) 3 / 2 


Ij + e z k 

j, cualquier k > 0 


7. (a) 9/2 (b) 13/3 (c) 9/2 

9. (a) 1/3 (b) -1/5 (c) 0 

11. (a) 2 (b) 3/2 (c) 1/2 

13. 1/2 15. -p 17. 69/4 19. -39/2 21. 25/6 

23. (a) Circi = 0, circ 2 = 2p,flujoi = 2p,flujo2 = 0 
(b) Circi = 0, circ 2 = 8p, flujo! = 8p,flujo 2 = 0 
25. Circ = 0, flujo = a 2 p 27. Circ = trp, flujo = 0 
29. (a) -f (b) 0 (c) 1 



Capitulo 1: Respuestas R-33 


33. (a) G = — vi + xj (b) G = 2 x 1 + y 2 F 

xi + vi 1 

35. F = 37. 48 39. p 41. 0 43. 4 

2 x 2 + y 2 2 

Seed on 16.3, paepnas 1168-1169 

1. Conservativo 3. No conservativo 5. No conservativo 

o 2 

7. f(x, y , z) = x 2 + — +2 z 2 + C 

9. f(x, y, z) = xe y+2z + C 

11. f(x,y,z) = xlnx - x + tan (x + y) + ^-ln(v 2 + z 2 ) + C 

13. 49 15. -16 17. 1 19. 9 In 2 21. 0 23. -3 

27. F = 29. (a) 1 (b) 1 (c) 1 

31. (a) 2 (b) 2 33. (a) c = b = 2a (b) c = b = 2 

35. No importa la trayectoria utilizada. El trabajo sera el mismo para 
cualquier trayectoria pues el campo es conservativo. 

37. La fuerza F es conservativa pues todas las derivadas parciales de 
M, N y P se anulan. f(x , y, z) — ax + by + cz + C; A = 

( xa , ya, za) y B = ( xb , yb, zb) . Por tanto, f F • dr = 

f(B ) — /(A) = a(xb - xa) + b(yb — ya) + c{zb — za) = 

F-Afi. 


Seed on 16.4, pagnas 1179-1181 

1. Flujo = 0, circulacion = 2pa 2 
3. Flujo = —pa 2 , circulacion = 0 

5. Flujo = 2, circulacion = 0 7. Flujo = —9, circulacion = 9 

9. Flujo = 1/2, circulacion = 1/2 
11. Flujo = 1/5, circulacion = —1/12 

13. 0 15. 2/33 17. 0 19. -16p 21. pa 2 23. |p 

O 

25. (a) 4p si C se recorre en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj 

(b) (h - k )( area de la region) 35. (a) 0 


Seed cm 16.5, paepnas 1190-1192 

1, yp 3.4 5.62 6 - 22 2 7. p 2 c 2 + 1 


9. 

£-(172 17 - 52 5) 

11. 3 + 2 In 2 

13. 

9a 3 

15. 

a ^ C ( ab + ac + be) 

17. 2 

19. 18 

21. 

pa 3 

6 

23. 

Pf 25. Pf^ 27. 

-32 

29. -4 

31. 

3a 4 

33. 

( a a a\ 

\TT2) 






35. (x, y, z) = (o, 0, I z = d, R z = - 


10 


37. (a) ^a 4 d (b) =^a 4 d 39. ^-(132 13 - 1) 

41. 5p 2 2 43. |(52 5 - l) 


Seed on 16.6, paepnas 1199-1201 

1. r(r, u) = (rcos u)i + (rsen u)j + r 2 k, 0 < r < 2, 

0 < U < 2p 

3. r(r, u) = (rcos u)i + (rsen u)j + (r/2)k, 0 £ r £ 6, 

0 < U < p/2 

5. r(r, u) = (rcosU)i + (rsenu)j + 2 9 — r 2 k, 

0 £ r £ 32 2/2, 0 £ U £ 2p;Tambien: r(f , U) = 

(3senf cos U)i + (3senf sen u)j + 

(3 cos f )k, 0 < f < p/4, 0 < U < 2p 

7. r(f , U) = ( 2 3 sen f cos u)i + ( 2 3 sen f sen u)j + 

(2 3 cos f )k, p/3 £ f < 2p/3, 0 < U < 2p 
9. r(x, y) = xi + yj + (4 — y 2 )k, 0 £ x £ 2, —2 < y < 2 

11. r(u, y) = ui + (3 cos y)j + (3seny)k, 0 < w < 3, 

0 < y < 2p 


13. (a) r(r, u) = (rcosu)i + (rsenu)j + 

( 1 — r cos U — r sen U)k, 0£r£3,0£U£2p 

(b) r(w, y) = (1 — u cos y — «seny)i + (ucosyjj + 

( u sen y)k, 0<«<3, 0<y<2p 

15. r(u, y) = (4 cos 2 y)i + «j + (4 cos y sen y)k, 0 £ u £ 3, 

— (p/2) < y < (p/2) ; otra forma: r(», y) = (2 + 2cosy)i 
+ uj + (2 sen y)k, 0<u<3, 0<y<2p 

2p r 2 5 


17. 


19. 


23. 


25. 


/ o Jo 
r2p r3 


/ o J 1 
r2p r i 


/ 0 JO 

r 2p r p 


, , p 2 5 
2 rdrdU= 2 


r 2 5drdU= 8p 2 5 21. 

u 2 4m 2 + 1 du dy = 


2p [-4 


0 Jl 
52 5 - 1) 


1 du dy = 6p 


/ 0 J P/4 

27. // x ds = 


2 sen f df r/U = (4 + 22 2 ) p 


u 2 4tr + 1 du dy = 


172 17 - 1 


f 2 p rp 


29. // x 1 ds = 


0 Jo 

1 r i 


sen 3 f cos 2 U z/f r/U = ^ 


31. zds = 


(4 u y) 2 3 dy du — 3 2 3 


(para x = u, y = y) 


33. // x 2 2 5 - 4zrfs = 


l r2p 


0 Jo 

1 rip 


ir cos 2 y • 2 4« 2 + 1 ■ 


u 2 4 u 2 + 1 dy du = 


u 2 (4u 2 + 1) cos 2 y c/y du = 


lip 

12 


35. -32 37. pa 3 / 6 39. 13a 4 /6 41. 2p/3 43. -73p/6 

45. (a/2, a/2, a/2) 47. 8dpa 4 /3 


R-34 


Capitulo 1: Respuestas 


49. 




n p 

[fl 2 /> 2 sen 2 f cos 2 f + b 2 c 2 cos 4 f cos 2 U + 
a 2 c 2 cos 4 f sen 2 U] 1/12 df du 
57. xqx + yoy = 25 

Seed cm 16.7, paepnas 1209-1211 

1. 4p 3. -5/6 5. 0 7. — 6p 9. 2pa 2 13. 12p 

15. -p/4 17. — 15p 25. 16/j, + 16/ A 

Seed on 16.8, paepnas 1220-1222 

1. 0 3. 0 5. -16 7. — 8p 9. 3p 11. -40/3 

13. 12p 15. 12p(42 2 - l) 

21. El valor de la integral nunca excede el area de la superficie de 5. 


Ej era a osde practica, pacp nas 1223- 1226 

1. Trayectoria 1 : 2 2 3 ; trayectoria 2: 1 + 32 2 3. 4a 2 5. 0 


2 2 


7. 8p sen (1) 9. 0 11. p 2 3 13. 2p 1 - 


!5. ^ \ + 4 + 1 


17. 50 


19. r(f , U) = (6 sen f cos u)i + (6 sen f sen U)j + (6 cos f )k, 


2p 

3 ’ 


< f < 0 < U < 2p 


21. r(r, u) = (rcos u)i + (rsen U)j + (1 + r)k, 0 £ r < 2, 
0 < U < 2p 

23. r(w, y) = («cosy)i + 2w 2 j + (wseny)k, 0 < m < 1, 

0 < y < p 

25. 2 6 27. p[2 2 + ln(l+ 2 2jJ 29. Conservativo 


31. No conservativo 33. f(x, y, z) — y 2 + yz + 2x + z 
35. Trayectoria 1: 2; trayectoria 2: 8/3 37. (a) 1 — e _2p 

(b) 1 - e~ 2p 

39. 0 41. (a) 42 2 - 2 (b) 2 2 + In (l + 2 2 ) 


43. (x, y, z) 


26 

15’ 


/, = 


232 
45 ’ 


64 56. 

15 ’ lz 9’ 


R x 


2 2 29 ' = 42 2^ R 

32 5’' 2 15’ 


22 7 
3 


.. _ 3 , 72 3 D 7 
45. z = - Iz = — R z = a - 

47. (x, y, z) = (0,0,49/12),/. = 640p,/? ; = 22 2 


49. Flujo: 3/2; circulacion: -1/2 53. 3 55. ^-(7 - 82 2 ) 

57. 0 59. p 


^erddos addonales y avanzados, pagnas 1226-1228 

1. 6 p 3. 2/3 

5. (a) F(x, y, z) = zi + xj + yk (b) F(x, y, z) = zi + yk 
(c) F(x, y, z) = zi 

7. 9. a = 2, fe = 1 . El flujo mmimo es —4 . 


11. (b) 


(c) Trabajo = 


gxyds 1 y = g xy 2 ds = ^ , 


13. (c) |pw 


19. Falso si F — yi + xj 


APBNOCFS 

Apencice A.5 


l. 

3. 


5. 

7. 

9. 

15. 

19. 

23. 


(a) (14,8) (b) (-1,8) (c) (0, —5) 

(a) Reflejando z con respecto del eje real 

(b) Reflejando z con respecto del eje imaginario 

(c) Reflejando z en el eje real y luego multiplicando la longitud 
del vector por 1/ | z | 2 

(a) Puntos sobre la circunferencia x 2 + y 2 = 4 

(b) Puntos dentro de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 

(c) Puntos fuera de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 
Puntos sobre el clrculo de radio 1 con centro en ( — 1, 0) 

Puntos sobre la recta y = — x 11. 4e 2pi / 3 13. le 2pi / 3 


cos 4 U — 6 cos 2 U sen 2 U + sen 4 U 
2 i, - 2 3 - i, 2 3 - i 21. 

1 ± 2 3 i, -1 ±2 3 i 


> 7 - ■•4 ± ¥ i 
,2 2 . 2 6,2 2 . 
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Nota: Los mimeros de pagina en italicas 
indican figuras; “t” indica una tabla; 

“e” indica un ejercicio. 
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Abel Niels, 299 
Abscisa, 9 
Aceleracion, 175 
componente normal de la, 966 
componentes tangencial y normal, 945-947, 
946, 947, 949e" 

en el espacio, velocidad y, 916-917 
velocidad y posicion a partir de la, 259-260, 
261e 

Alambre(s), densidad constante, centro de 
masa de, 433, 433 
y varillas delgadas, 426-428 
Alaska, temperatura, 55, 55-56, 56, 58e, 203e 
debajo de la superficie de laTierra, 971, 
971 

promedio, 605-606 
Alberto de Sajonia, 551-552e 
Algebra basica, AP29-AP30 
teorema fundamental del, AP20- AP2 1 
Altura de un proyectil, 329 
Analisis de regresion, 63, 65, 66-67e, 66t, 67t 
Angulo 

de rotation, 704, 704 
de inclination, 10 ,11 

entre pianos, 887, 887, 888e 
entre vectores, 863, 863-865, 870-871e, 
1063e 

Antiderivada(s), 307-314 
determinacion de areas usando, 363, 363, 
364, 364 

formulas, 308t, 309 
y movimiento, 3 1 1 
Antidiferenciacion, 307 
Aproximacion 

diferencial, error en la, 227, 227-229 
lineal, 223, 23 le, 232e, 234e, 822e 
canonica, 1019, 1020, 1025e 
determinacion de, 1058 
en el espacio tridimensional, 1023-1024 
formula de error para, 1056 
Aproximacion(es) 

con trapecios, 603-606 
cuadraticas, 234e, 81 le, 822e, 1058-1059e 
de area, 325, 325-328, 326, 328t 
finita, para areas, 339-340 


por medio de parabolas, 608-613 
por medio de trapecios, 603-606 
Arco, centro de masa de, 1 147, 1147, 1225e 
Arcos circulares, 56 
Arcotangente(s), 828-829 
y funciones arcotangente, 522, 522-524, 
523 
Area 

aproximacion de, 325, 325-328, 326 
aproximaciones finitas para, 328t, 328 
aproximaciones finitas, li'mite de, 
339-340 

bajo la curva de integrales definidas, 349 
bajo la grafica de una funcion positiva, 
349-351 

cancelation de, 363, 363-364 
de la elipse, 590, 590-591, 1047e, 1136e 
de la proyeccion de un paralelogramo en 
el piano, AP-28 - AP-29 
de regiones acotadas en el piano, 1081, 
1081-1083 , 1082 
de un trapezoide, 351, 351 
de un triangulo, 876, 879e 
de una superficie de revolution, 436-447, 
463e, 730, 730-731 
de una superficie regular, 1 195 
debajo de una curva, 373, 373 
debajo de una recta, 350, 350 
determinacion de, 353e, 565, 727, 
727-728, 728 

mediante antiderivadas, 363, 363, 364. 
364 

en el piano, 725, 725-727 , 74 le, 879e 
entre curvas, 379, 379-381, 549e 
entre curvas que se intersecan, 380, 
380-381 

sustitucion entre curvas, 376-387 
para evaluation de integrales definidas, 
353 

total, 363, 365e, 388-389e, 384-386e 
y longitud, en coordenadas polares, 
726-731 

de superficie, 1182, 1182-1185, 1183, 
1194-1196 , 1195 
aplicacion de, 438, 438-439 
cilmdrica y conica, 442, 442 
definition de, 436, 436-439, 437, 438 
determinacion de, 445e, 1 183-1185, 
1184, 1195-1196 


e integrales de superficie, 1182, 
1182-1192 

forma diferencial para, 441, 441-442 
formula para, 446-447e, 1183 
formulas especiales para, 1 191-1192, 
1192 

teorema de Pappus para, 444, 444 
Arquero que dispara una flecha en llamas, 

924, 924-926, 925, 929e 
Arqufmedes 

espirales de, 742e 

formula para el area de parabolas, 366e 
formula para el volumen de una parabola, 
695e 

principio de, 1227e 

y la circunferencia del rfrculo, 416, 417 
Arterias, oclusion, 230 
Asmtota(s), 118, 118-120, 119, 120 
de hiperbolas, 691-692, 692, 697 e 
horizontal, 109-110, 109 
oblicuas, 111, 111 
vertical, 622-626 

Asfntota(s) horizontal(es), 109, 109-110 
Automovil, levantamiento de un, 448 
a x , 495-497, 500e 

Azucar en la sangre, concentration de, 
150-151, 150, 151 

B 

Banda elastica, estiramiento de una, 134, 

45 2e 

Bandas cilmdricas y bandas conicas, area de 
la superficie y, 442, 442 
Bandas conicas y area de la superficie, 442, 
442 

Bateo de una pelota de beisbol. 926, 927 , 
928e, 930e 
Bernoulli, John, 292 

Binomio, teorema del, 160, AP-29-AP-30 
Biomasa, 64, 64 

Bombeo de agua desde un drenador, 451, 
451-452, 452 

Bombeo de petroleo, 250-252, 250 
Braquistocronas, 711-712, 712 
Btisqueda(s) secuencial y binaria, 514-515 

c 

Cables para suspension de un puente, 695e 

Calda libre, 74, 175, 175 

Caja, fabrication de una, 278, 278, 286-287e 

1-1 


1-2 


I ndice 


Calculadoras, graficacion con, 59-65, 267e 
Calculo, teorema fundamental del. Vea 
Teorema fundamental del calculo 
Cambio 

de escala y reflexiones, 43, 43-44 
vertical y horizontal, 47e 
en los limites, modification de integrales 
con, 381, 381 

exponencial, ley del, 502-503 
Cambio, direcciones de, 1013 
estimacion de, 1024, 1061-1062e 
ley exponencial de las, 502-503, 674-675 
razon(es) de, 139, 140e, 1065e 
derivada como, 171-183 
instantanea, 171 
y limites, 73-81, 90e 
razones de, relacionadas, 213-217 
sensibilidad a las, 179, 229-331, 1022, 
1022, 1025-1026e, 1061-1062e 
Campo(s) 

conservativo(s), propiedad de las curvas 
cerradas y, 1163, 1163-1164, 1164 
independencia de la trayectoria y, 1161 
potenciales para, 1 164-1166 
prueba de componentes para, 1164 
trabajo realizado por, 1163 
y el teorema de Stokes, 1208-1209, 1209 
de pendientes, 644, 644-645, 645, 649-650e, 
675, 676 

y ecuaciones diferenciales, 642-650 
de velocidad, 1155-1156 
direccional(es), 644-645, 644, 645, 
649-650e 

gradiente, 1152-1155, 1158e, 1169e 
no conservativo(s), 1 1 66 
ordenado, AP-10 
ordenado, AP-10 

vectorial(es), 1149-1152. 1150, 1152, 

1 158e 

densidad de circulacion de, 1171, 1171 
densidad de flujo, 1170, 1170-1171 , 1171 
divergencia de, 1170, 1 170-1 171, 1171 
integracion en, 1143-1228 
Capacidad de sustentacion, 670, 676 
Cardioide(s), 720, 720, 725e, 744-745e 
longitud de, 729, 729 
Carga electrica distribuida sobre una 
superficie, 1185, 1185 
Cascarones cilindricos, volumen de, 409, 
409-416, 410, 1 137e 
Catenaria, 33, 33, 546e 
Centro de masa de un arco, 1 147, 1147 
calculo de, 1146, 1146-1147, 1149e 
de un alambre con densidad constante, 

433. 433 

de un solido en el espacio, 1110-1111, 

1111 

de una placa con densidad constante, 

431- 432, 432 

de una placa con densidad variable, 

432- 433, 1084, 1084-1085 

de una placa delgada plana, 429, 429-433, 
430, 1083-1085 , 1084 
definicion de, 426 

determinacion de, 1189, 1189-1190, 1198, 
1198 


momentos y, 424-435, 464e 
Centro del crrculo, 14 
Centroide(s), 433, 462-463e, 602e, 1089e, 
1111, 1 127e, 1 138e, 1141e, 1191e 
de figuras geometricas, 1088, 1088, 1089 
de una region semicircular, 443, 443-444, 
444 

determinacion de, 1118, 1118-1119 
fuerzas de un fluido y, 458, 458 
Cero (rafz) de una funcion,131, 132 
Cero(s), division entre. AP-29 
Cicloide(s), 424e, 709-712, 710 
Cilindro(s), 889-891 
curva generatriz para, 889, 890 
definicion, 889 
de motor, fabrication de, 100 
elfptico, 890, 891 

hiperbolico, 890-891, 891, 1039, 1039-1040, 
1040, 1041 , 1041 
parabolico, 890, 890 
parametrizacion de, 1 193-1194, 1194 
volumen de, AP-39 
estimacion de, 1025 
Circuito(s) RL, 654, 654-655, 655 
Circulacion en torno de una circunferencia, 
1156 

determinacion de la, 1204, 1204-1205 
para campos de velocidad, 1 155-1156 
Circulo(s), 13, 13, lie 
area de, 335e, AP-39 

cambio del area segun el diametro de, 172 
centra de, 14 

circulacion en torno de, 1 156, 1225e 
circunferencia(s) de, 416, 417, 418-419, 
732e 

curvas parametricas y, 196, 196 
curvatura, 937 
de curvatura, 939, 943e 
para curvas planas, 939-940 
ecuaciones polares para, 732, 732-734, 

735, 737e 
en el piano, 1 3 

exterior e interior de un, 14, 14 
flujo a traves de, 1 157-1158, 1 159e 
movimiento unitario en, 935, 935 
osculador, 241e, 939, 939 
para una parabola, 939-940, 940 
pendiente de un, 206, 206-207 
radio de un, 14 
unitario, 13 

movimiento en, 935 , 935 
valores extremos de una funcion en, 
1044-1045 , 1045 

Circunferencias osculatrices, 939 
para la parabola, 939-940, 940 
Cisoide de Diodes, 212e 
Cociente(s), 39, 45, AP- 18 
de diferencias, 139 
productos y, 163-166 
Coeficiente(s), 30, 571, 578 
Completar el cuadrado, 555, 559e, AP-38 
Componentes escalares, 866-867, 867, 868 
Composition de funciones continuas, 128, 
128-129 . 129 

Concavidad, 267, 267-272 
Concentration de iones de hidrogeno, 499 


Conectividad, 131 
simple, 1161-1162 
Conjugado 

complejo, AP-16 
valor absoluto de, AP-22 
aritmetica compleja con, AP-22 
Conjunto vacfo, 3 
Cono(s), 893-894. 1097e 
area de la superficie de un, 240e, 1 195-1196 
eliptico, 893, 893-894 
parametrizacion, 1193, 1193 
volumen de, 408e, AP-3 1 
Constante 
arbitraria, 307 
de densidad, 427, 427-428 
de Euler, 776-777 
de resorte, 449, 452e 
gravitacional, 952 
Construccion 

de reales, AP-10-11 
de una presa, 456, 456 
Continua en un punto, 1 25 
Continuidad, 124-134 
de composiciones de funciones continuas, 
128, 128-129, 129, 981 
definicion en terminos de limites, 979 
derivadas parciales y, 990, 990 
diferenciabilidad implica, 994 
en un punto, 124, 124 
limites y, 73-141, 142-143e 
y diferenciabilidad, 154-155, 157-158e 
Convention de angulos, 50 
Convergencia, determinacion de, 622 
de series de Fourier, 838 
pruebas para, 627-629, 63 le 
series de potencias y, 795-798 
verificacion mediante la prueba del cociente, 
796, 847 e 

verificacion para series de potencias, 799 
Coordenadas, 69e, 952-953 
cartesianas, 9, 9, 848, 1 126e, 1 139e 
integrales triples en, 1098-1109, 1139e 
cilindricas, 1115, 1116, 1126e, 1139-1140e 
integracion en, 1115-1119 
limites de, 1116, 1116-1117 
integrales triples en, 1114-1128 
movimiento en, 951, 951, 964e 
esfericas, 1126e, 1 139-1 140e 
definicion de, 1119 
determinacion del volumen en, 1122, 
1122-1123 

e integracion, 1119, 1119-1122, 1120 
ecuaciones de, 1119-1121 ,1120, 1121 
integrales triples en, 1114-1128 
polares, 714, 714-718, 718e, 1004-1005e, 

1 138-1 139e, 1 141e 

area y longitud en, 725-730, 1095, 1097e 
enganosas, 722 

evaluation de integrales mediante, 1 096, 
1096 

graficacion de, 719-724 
integrales en, 1092, 1092, 1093, 1093 
movimiento en, 951, 951, 963e 
secciones conicas y, 685-745, 732-736, 
741e 

rectangulares. Vea Coordenadas cartesianas 
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Correction del curso, 524, 524 
Cosecante, 50 
Coseno(s), 50, 5 It 

hiperbolico inverso, derivada de, 540-541 
ley de los, 54 

rotaciones para evaluar, 707, 707 
y senos, producto de potencias, 581-583, 
585-586e 
Costo 

marginal, 177, 178, 182e, 276e, 282-283, 
283 

promedio diario, 284, 284 
minimizacion del, 284, 284 
mini mo, sensitividad del, 284-285 
Cota superior, AP-10 
Cotangente, 50 
Crecimiento 
logfstico, 670 

poblacional, 670, 671-672e 
ilimitada, 503-504 
modelado de, 674-679 
y decaimiento exponencial, 502-5 1 1 
Cuadrado unitario, geometria del, AP- 1 3 
Cuadrantes, 9 

Cubeta con agujero, 450, 450 
Cuenta de ahorros, interes compuesto y, 506 
Cuerno de Gabriel, 632e 
Cuerpo en caida y fuerza de resistencia, 
669-670, 669 
Cuba, volumen, 399, 399 
Curva 

copo de nieve de Helga Von Koch, 77 le 
de Devil, 212e 
de regresion, 63 
general seno, 55, 58e 
Curvas 

parametricas, 196, 196, 205e 
longitud(es) de, 418, 423e 
pendientes de, 197 
polares, 728-729, 73 le 
regular(es) por partes, 910, 910, 1162-1163 
cuadraticas, 702, 705t 
de Bowditch, 204e 
de contorno, 968, 969 
ortogonales, 502e 
parametrizadas. 440, 440 
solution, 666-667, 667 
Curvas, arcotangente, recta tangente a, 527 
area debajo de, 373, 373 
area entre, 379-381, 379 
circulacion en torno de, 1155 
con una infinidad de asintotas, 119, 119 
concavidad de, 267, 267-272 
contorno, 968, 969 
cuadraticas, 277e, 322e, 702, 705t 
curvatura y vectores normales para, 940 
de nivel, 968, 969, 973e, 974e 
gradientes y tangentes a, 1010-1011, 
1011 

determination, 310-311, 311, 316e, 392e 
diferenciables, angulos entre, 872-873e 
en el espacio, 906 
continuidad de, 909 

en el espacio, longitud de arco a lo largo 
de, 937, 931-932 

trabajo realizado por una fuerza en, 1152 


formula parametrica para, 419, 419 
formulas para, 949 
generatriz para el cilindro, 889, 890 
graficacion de, 721, 721 
infinita y finita, 619, 619 
longitud(es), de, 416-424, 462e, 732e 
circunferencia del cfrculo y, 418-419 
definida de forma parametrica, 417, 
417-419 

parametricas. Yea Curva(s) parametrica(s) 
parametrizada, 440, 440 
pendiente de, 137 

plana, cfrculo de curvatura para, 939-940 
flujo a traves de, 1156-1158, 7757, 
1225-1226e 

polar, longitud de, 728-729, 731-732e 
pendiente de, 719-721, 725e 
rectas tangentes a, 1014, 1061e 
regresion de, 63 
regular, 417 
longitud de, 93 1 

regular por partes, 910, 910, 1 161-1162 
tangente a, 134-135, 135, 137, 167, 167 
tangente de, 135, 135, 1027e, 1064e 
y =f(x), longitud de, 419 
Curvatura, cfrculo de, 939 
de una curva plana, 936, 936-939 
de una helice, 940, 940-941, 942e 
de una recta igual a cero, 937, 937 
definition de, 936 

determination de, 940, 940-941, 948, 960e 
formula vectorial para, 947 
formulas para calcular, 947 
para curvas planas, 939-940 
y vectores para curvas, 940 

D 

Datos 

geneticos, sensibilidad al cambio y, 179 
orbitales, 957, 957, 957t 
Decaimiento radioactivo, 505 
Decimales periodicos, 765, 770e 
Dedekind, Richard, 381, AP- 1 1 
Deducciones y pruebas, 71-72e 
Delta(s), determination algebraica de, 95, 
95-96, 96, 99e 

aplicacion de la definition para, 104, 104 
para epsilon dada, 94-97 
Denominadores cero, elimination algebraica 
de, 86-87 
Densidad 

de circulacion en el sentido de las 
manecillas del reloj y en sentido 
contrario, 1172, 77 72, 1179e 
de un campo bidimensional, 1201, 1201 
de un campo vectorial, 1171, 7777 
de flujo, 1170, 1170-1171, 7777 
Derivacion 

logarftmica, 483-484, 485e, 500e, 547e 
termino a termino, 799-800, 839e 
Derivada(s) direccional(es), 1005-1014, 

1008, 1010 

Derivada(s) parcial(es), 965-1066, 1000-1001, 
1001 

calculo de, 987-989, 1060e 


como funciones, 984-986, 987-988, 
1063-1064e 

con variables restringidas, 1049-1054, 
1053-1054e, 1062-1063e, 1064e 
de cuarto orden, 992 
de orden superior, 992 
de primer orden, 994e 
de segundo orden, 991-992, 1060e, 
994-995e 

y continuidad, 990, 990 
Derivada(s), aplicaciones de las, 244-324 
a partir de valores numericos, 164-165 
calculo de, 1 69e 

a partir de la definition, 148, 148-150 
cero, funciones con, 258 
como razon de cambio, 171-183 
de coseno hiperbolico inverso, 540-54 1 
de funciones exponenciales, 489-491, 
495-497 

de funciones hiperbolicas, 537-538, 537t, 
543e 

de funciones hiperbolicas inversas, 540-542, 
540t 

de funciones inversas, 474e, 524, 524, 525, 
526, 526, 527-530 

de inversas de funciones diferenciables, 
470-472 

de la funcion coseno, 184-185, 185 
de la funcion seno, 183-184 
de logaritmos naturales, 478-479, 487e 
de orden superior, 209 
de una funcion constante, 159, 159 
de una funcion vectorial y movimiento, 
909, 909-911 

de una polinomial, 162-163 
derecha, 152 

direccional. Vea Derivada(s) direccional(es) 
en economfa, 777, 177-178 
en un punto, 139, 153-154 
inversa, valor de, 472, 472 
izquierda, 152 

notation de Newton con puntos para, 

947 

orden superior, 168 

propiedad del valor intermedio, 155, 755 
segunda, 168 

y ordenes superiores, 168 
sfmbolos para, 168 
tangentes y, 134-139 
tercera, 168 

unilateral, 752, 152-153, 153, 157e 
y funciones, 147-155, 155-156e, 235-236e, 
26 le, 273-274 

Descartes , folium de, 206, 208, 208, 212e 
Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 872e 
Desigualdad(es), valores absolutos y, 6-7 
Cauchy-Schwarz, 872e 
interpretation geometrica de, 849, 851, 
852e 

reglas para, 2 
resolution de, 3-5, 4 
triangulo, 6 
Deslizador 

distancia recorrida por, 931-932, 932 
vuelo de, 915-916 
vuelo de un, 9 1 1 , 91 1 
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Desplazamiento, 172, 172 
de graficas, 41-42, 46-47e 
y distancia recorrida, 330 
Determinacion de ralces, 131, 132 , 305e, 
306e 

Determinante(s), producto(s) cruz y, 875-876 
jacobiano, 1129, 1133, 1 136-1 137e 
de transformacion, 1133-1134, 1134 
Diagrama 

de arbol, regia de la cadena y, 997-998, 
1000, 1002 
de dispersion, 63 
Diagrama(s) 

de flechas, 20, 20, 1052-1053 
de Argand, AP16-AP17 
Diferenciabilidad, 993-994 
implica continuidad, 994 
y continuidad, 154-155, 157-158e 
Diferenciable, 148, 152, 152-153, 153 
Diferenciacion, 147-243, 547e, 578 
eleccion de orden, 992 
impli'cita, 205, 205-211, 206, 207, 208, 

21 le, 236e, 995e, 1001-1002, 1004e, 
1060e 

logari'tmica, 483-484, 485e, 500e, 547e 
parcial, calculo con software matematico, 
987 

impli'cita, 988 
reglas, 159-168 

termino a termino, 799-800, 839e 
Diferencial del area de una superf icie, 1186 
Diferencial(es), 222, 225-227, 226, 1021-1024 
pianos tangentes y, 1015-1027 
total, 1021, 1023 
Diferencias, 39, 45e, 159-163 
Difusion social, 580e, 672e 
Diodes, cisoide de, 212e 
Direction, vectores y, 857-859, 858 
Discontinuidad(es), en dy/dx, 421, 421 
eliminable, 126, 134e 
infinidad, 126, 126 
oscilante, 126, 126 
punto de, 125 

saltode, 125, 725, 126, 126 
unico punto de, 979-980 
Discriminante d ef 1030 
Distancia, calculo de la, 13 

de un punto a un piano, 886, 886-887 
de un punto a una recta, 883, 888e 
entre dos puntos, 850, 850, 852e 
extremos de una elipse, 1046, 1046-1047 
recorrida y desplazamiento, 330 
y tirculos en el piano, 1 3 
y esferas en el espacio, 850-851 
Divergencia, 1211, 1219, 1220 
de un campo vectorial, 1170, 1 170-1171, 
1171 

en tres dimensiones, 1211 
pruebas de, 627-629 
Doble angulo, formulas del, 54, 57e 
Dominio natural, 20 

E 

Econorma, derivadas en, 777, 177-178 
Ecuacion 


de continuidad en hidrodinamica, 7277, 
1217-1218 

de Stokes para un hemisferio, 1203-1204 
estandar, 13-14, 650-651 
general lineal, 12 
pendiente-interseccion, 12 
presion-profundidad, 456 
Ecuacion(es) 

cartesianas y ecuaciones polares, 716, 
716-717, 718-719e 

con coordenadas constantes, 1115, 7775 
cuadratica(s), graficas de, 705 
y rotaciones, 702-707 
de Laplace, 995-996e, 1005e 
teorema de Green y, 1 18 le 
de razones relacionadas, 214-217 
diferenciales lineales de primer orden, 
650-657 

inversas, 487, 498 

interpretation geometrica de, 849, 851, 
852e 

graficacion de, 850, 850 
lineal(es), 12 
resolucion de, 651-652 
parametricas, 195-197, 196, 230e 
ecuaciones cartesianas a partir de, 
202-203e 
en el piano, 741e 
para secciones conicas, 712-713e 
y cicloides, 743e 
polar(es), 715-716, 718e 
para circunferencias, 732-734, 732, 733, 
737e 

para conicas, 734, 734, 736 
para elipses, parabolas e hiperbolas, 
734-736, 736, 737-738e 
para rectas, 732, 732, 737e 
para rectas en ecuaciones cartesianas, 
733, 733, 741-742e 
en forma cartesiana, 732, 732, 741e 
y ecuaciones cartesianas, 716, 716-717, 
718-719e 

separables, 645-647, 648-649e 
Ecuacion(es) diferencial(es), autonoma(s), 
definicion, 665 
graficacion, 665-67 1 
de primer orden, 642-644 
aplicaciones de, 673-680 
solution de, 643 
definicion de, 310 
lineal de primer orden, 650-657 
problemas de valor inicial y, 3 1 0 
resolucion de, 825-827 
separables, campos de pendientes y, 
642-650 

y problemas de valor inicial, soluciones en 
series de potencias para, 824-827 
Eje de simetrfa, 15 

Eje x, cascarones cilmdricos que giran en 
torno de, 413, 413, 415e 
giro en torno de, 438 
Eje y, cascarones cilmdricos que giran en 
torno de, 412, 412-413, 414-415e 
giro en torno de, 41 9,419 
Ejes coordenados, 9 


momentos de inercia en torno de, 1111, 
1111 

rotacion de, 703, 707-708e 
Electricidad en el hogar, 374, 374 
Elementos de un conjunto, 3 
Elipse, 44, 44-45, 48e, 688-690, 694e, 701e, 
935e 

areade, 590, 590-591, 1136e 
centro de la, 44, 45 
curvas parametricas y la, 198-199 
definicion de, 688 
directrices de la, 698, 699 
distancia del centro al foco, 689 
ecuaciones para la, 690 
ecuaciones polares para la, 734-736, 736, 
737-738e 

eje focal de la, 688, 688 
eje mayor de la, 44. 689, 689 
eje menor de la, 44, 689 
excentricidad de la, 697-698, 698 
extremos de distancia en, 1046, 1046-1047 
focos de la, 688, 698 
formula del area para, 708 
rectas tangentes a la, 1011, 1011 
semieje mayor de la, 689 
semieje menor de la, 689 
vertices de la, 688, 688, 689 
Elipsoide(s), 693, 693, 891-892, 892, 1109e 
de revolution, 892 
Energla cinetica, 1085, 1085-1086 
trabajo y, 45 7-45 8e 

Energla, conversion de masa en, 230-23 1 
Enfermedades infecciosas, incidencia de, 

504, 509e 

Enfriamiento de una sopa, 667-671 
Enteros, 2, AP-12 

negativos, regia de potencias para, 166-168 
regia de potencias para, 160, 166-168 
suma de los primeros n, 338 
Entrega de cargamento, 199-200, 200 
Epsilones, determinacion de deltas para, 
94-97 

Equilibrio(s), 667-671 
estable(s), 667-671 
inestable(s), 667 -67 1 
Error 

de truncamiento, 815-817 
en la aproximacion diferencial, 227, 
227-229 

truncamiento, 815-817 
porcentual, 1022-1023, 1025e 
Escala 

de decibeles, 499 
de Richter, 499 
Esfera(s), 892 

area de la superficie de la, 1196 
centro y radio de, 851, 851, 852-853e 
en el espacio, distancia y, 850-851 
parametrizacion de, 1193, 1194 
volumen de, 400, 400-401, 1 140e, AP-3 1 
Espacio, vectores y geometria del, 848-905 
Espirales de Arqui'medes, 742e 
Estampillas postales de Estados Unidos, 
precio, 63, 63t, 64 
Estano, peste del, 289e 
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Estimacion del error, 793e, 811-819, 820e, 
1022, 1025-1026e 
Excentricidad(es), 697-698 
de elipse, 697, 698 
de hiperbola, 699 , 699-700, 702e 
de orbitas planetarias, 698, 698t 
de parabola, 700 

Exponentes, leyes de los, 488-489, 494e, 
AP-29 

Extension(es) continua(s), 129, 129-130, 130, 
133e, 143, 983e, 1060e, 1063e 
Extremo 
global, 244 

local, prueba de la primera derivada para, 
264, 264-266, 266, 271 
prueba de la segunda derivada, 270 
Extremos absolutos, 244, 244, 245, 246 
determinacion de los, 247-252, 248 
en extremos, 249, 249 
en intervalo cerrado, 249-250, 251 
localizacion de, 250, 1031, 1031-1032, 
1034e, 1062e 
relativos, 247 
Extremos relativos, 247 

F 

Factor 

comun, cancelacion del, 86-87, 87 
creacion del, 87 
integrante, 65 1 
Factor(es) 

cuadratico(s) en un denominador, 
integracion con, 574-575 
lineal(es) distinto(s), 572-573 
Heaviside, metodo de cubiertas para, 

576 

repetidas, 573, 579e 
Fechado con carbono 14, 506-507, 5 1 le 
Fick, Adolf, 220e 
Flujo 

a lo largo de una helice, 1 155-1156 
a traves de una circunferencia, 1 157, 1 158, 

1 159e 

a traves de una curva plana, 1156-1158, 
1157, 1225-1226e 
circulacion y, 1159 
de campo vectorial, 1188, 1188 
definicion del, 1187 
determinacion del, 1197, 1197-1198, 
1212-1213 

hacia fuera. Vea Flujo hacia fuera 
integrales de superficie para, 1187-1188 
de corriente electrica, 654-655 
hacia fuera, 1179e, 1215-1216 
calculo de, 1175 

Folium de Descartes, 206, 208, 208, 212e 
Forma 

diferencial, 441, 441 
para areas de superficies, 441, 441-442 
sigmoide (de ese), 671, 671 
Forma(s) 

diferencial(es) exacta(s), 1166-1167, 

1 169e 

indeterminada(s), 292, 296-297, 298e, 

832e 

evaluation de, 829-830, 841e 


Formula 

cuadratica, AP-30 
de aproximacion, 830 
de Arqui'medes 

para el area de parabolas, 366e 
para el volumen de una parabola, 695e 
de cascarones para revolucion, 412 
de Euler, AP-17 
de Green, 1222e 

de la derivada, aplicacion de, 525 
de la distancia para puntos en el piano, 1 3 
de profundidad constante para fuerzas en 
fluidos, 456, 456 

de profundidad variable, 457, 457-458 
de Stirling, 640e 
de sustitucion, 376-378 
de Wilson para el tamano del lote, 290e, 
994e, 1026e 

del determinante, 874-876 
diferencial abreviada, 422, 422 
recursiva, 755 
Formulas 

de conversion, 48 
de coordenadas, 1123 
de desplazamiento, 4 1 
de integracion, 528, 553-558, 554t 
de integrales, 528-529 
de medio angulo, 54 
de reduccion, 567-568, 570e, 595-597, 
601e 

de suma, 53, 57e 
trigonometricas, AP-31-AP-32 
Fourier, Joseph, 833 
Fraccion(es), integracion de, 573-574 
reduccion de, 556-557 
separation de, 557, 559e 
Fracciones parciales, 570-579 
Fractales, el metodo de Newton y los, 
303-305, 304 

Franklin, Benjamin, testamento de, 510e 
Frenet, marco de, 943-945, 945, 950e 
Fubini, Guido, 1070 
Fuentes de lava volcanica, 1 83E 
Fuerza 

constante, 449 
de resistencia, 669-670, 669 
Fuerza(s) 

constante(s), trabajo realizado por, 447, 
448, 868, 868, 1169e 
efectiva, 855, 855 
en una nave espacial, 870 
fluidos. Vea Fuerza(s) de fluidos 
variable, trabajo realizado por, 448, 
452-453e 

de fluidos, 460-461e, 463-464e, 465e 
determinacion de, 458 
formula para profundidad constante en, 
456, 456 

integral para, 457, 457-458 
y centroides, 458, 458 
Funcion 

continua de Weierstrass, no diferenciable 
en parte alguna, 158e 
coseno, derivadas de la, 184-185, 185 
derivadas de la funcion seno, 183-184 


en el espacio, valor promedio de una, 
1105, 1105 

exponencial natural, 486 
gamma de Euler, 660e 
general seno, 55 
identidad, 79, 79, 94, 95 
lineal, 97,91-92 
valor promedio de, 331, 331 
logaritmo natural, 476 
maximo entero, 25, 126, 126, 158e 
periodica, 52 
potencia general, 496 
raiz cuadrada, derivada de la, 149, 149 
seno integral, 616e, 632e 
velocidad, de un proyectil, 329 
Funcion(es), 19, 26e, 69e 
algebraicas, 3 1 

arcoseno y arcocoseno, 519-521, 520 
arcotangente y arcocotangente, 522-524, 
522, 523 

cero (rafz) de una, 131, 132 
combination de, 38-45, 40 
como diagrama de flechas, 20, 20 
componente, 906 

comportamiento cerca de un punto, 77-78, 
78, 78t 

composicion de, 40, 70e 
compuestas, 40, 40-41, 45-46e, 133e 
derivadas de, 191, 191-193, 792 
con derivada cero, 258 
con mas de dos variables, 981, 989, 1023 
linealizacion de, 1023-1024 
constante(s), 28, 28, 79, 79, 94, 95 
derivada de, 159, 759 
construction de, 360 

continua(s), 127-128, 128, 143e, 345, 909 
a pedazos, 346 
composicion de, AP-7 
continuidad de componentes de, 98 1 
en conjuntos cerrados y acotados, 981 
en intervalo, 1 27 
en punto, 125 

en todo el dominio, 125, 725 
por la derecha, 125 
por la izquierda, 125 
teorema del valor intermedio para, 
130-131,357 

valor promedio de, 351, 351-352 
continuamente diferenciable, 417 
creciente, 262-264 
y decreciente, 33, 474e 
crecimiento a la misma tasa, 513 
cuadratica, 30 
ciibica, 30, 254e 

de aproximacion de Fourier, 837, 837 
de dos variables, 966-968, 974e 
de tres variables, 969-970, 1012-1013, 
1025e 

regia de la cadena para, 995, 1000, 
1003e 

de variables, 965-975 
decreciente, 262-264 
definicion, 79 
definida 

a pedazos, 24, 25, 26-27e, 70e 
en superficies, 999-1001 
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impli'citamente, 205-207 
por una tabla de valores, 23 
diferenciables, 148, 154-155, 242e, 746, 
993 

graficacion de 272-273, 273, 275-276e 
inversas, derivadas de, 470-472 
potencias racionales de, 209-2 1 1 
dominio(s) de una, 19, 19, 20, 965, 966, 
968, 973e 
escalar, 907 

escalares, productos de, 919e 
escalonada unitaria, 125, 125 
llmites de, 42-44 
evaluacion de, 966 
exponencial(es), 31, 32, 486-495 
con diferentes bases, 5 1 3 
partes par e impar, 535 
graficacion de, cambio de escala y 
reflexion de, 42-44 
desplazamiento de, 41-42, 42 
identidad, 79, 79, 94, 95 
identification, 28-38 
integrable, 345, 1068 
valor promedio, 1083 
integracion respecto de y y, 381-382, 382 
inversa(s), 467-472, 538-539, 539 
derivadas de, 474e, 524, 524, 525, 526, 
526, 527-530 
formulas para, 473-474 
integracion de, 570 
uno a uno, 466-467, 467 
llmites, 103 , 103 
lineal, 28, 28 

valor promedio de, 331, 331 
logarftmica(s), 31-32, 33 
con distintas bases, 513 
mayor entero, 24, 25, 126, 126 
monotona, 262-264, 263 
no integrable, 346 

no negativa, valor promedio de una, 331, 331 
oscilando rapidamente, 61, 61-62, 62 
oscilante, 104-105, 105 
par e impar, 33, 37-38e, 48e 
serie de Taylor para, 82 le 
par, integral de, 379 
periodica, 52 

polinomios de Taylor para, 82 le 
piso entero, 24, 25 
polinomial, 30, 30, 127-128 
positiva, area bajo la grafica de una, 
349-351 

potencial, 29, 29, 30 
potencial(es), 1161, 1165-1166, 1168e 
racional(es), 31, 31, 61, 61, 113-1 14e, 116, 
120, 127-128 

integracion por fracciones parciales, 
570-579 
llmites de, 86 
ralz cuadrada, 29, 30e 
ralz ciibica, 29, 30 
rango de una, 19, 20, 965, 966, 973e 
rapidamente oscilantes, graficacion de, 61, 
61-62, 62 

reconocimiento de, 33, 37e 
recuperation a partir de la derivada, 157 
representation numerica de una, 23 


simetrica, integrales definidas de, 378-379, 
378 

solution, 643-644 

tasas de crecimiento de, 511, 511-513, 512, 
548-549e 

trascendental, 32-33, 33, 466-552 
trascendentes, 32-33, 33, 466-552 
trigonometrica(s), 31, 32, 48-51, 56-57e, 
AP-33 

derivadas de, 183-188 
inversas, 517-534, 528t 
periodicidad y graficas de, 52-53 
restricciones de los dominios, 517-519 
uno a uno, 466-467 
definition de, 466 
dominios de, 467 

prueba de la recta horizontal para, 467, 
467 
valor 

absoluto, 128 
medio de, 352, 352 

promedio de, 331, 331, 352, 352, 354e 
valores extremos de, 244-252 
variable real, 20, 965 
vectoriales (con valores vectoriales), 
906-916 

antiderivadas de, 914, 919e 
de integrales indefinidas, 914-915 
derivadas y movimiento, 909, 909-9 1 1 
integrales de, 914-916, 917e 
llmites de, 908 

reglas de derivation para, 912 
y el movimiento en el espacio, llmites 
de, 906-964 

y derivadas. Vea Derivada(s) y funciones 
y graficas, 19, 21, 21, 22, 22, 26e, 69-70e, 
71-72e 

Funcion(es) hiperbolica(s), 535-536, 535t, 
601e 

definiciones e identidades de, 535-537, 
535t 

derivadas de, 537-538, 537t, 543e 
formulas integrales para, 537-538, 537t 
inversas, 538-539, 539 
derivadas de, 540-542, 540t 
evaluacion de, 543-544e 
identidades para, 539t, 539-541 
integrales que llevan a, 541-542, 542t 
valores e identidades de, 542, 543e 


G 

Galerlas de murmullos (susurrantes), 693 
Galileo, formula de calda libre de, 1 80e 
Gateway Arch to the West, 535 
Geometrfa, 72e, AP-30-AP-31 
graficacion y, AP-2 1 
Giro en torno de un eje, 1171-1172 
Globo en ascenso, lanzamiento de un 
paquete, 311-312 
radio de inflado, 219 

razon de cambio y elevation, 215, 215-216 
Gradiente(s), reglas algebraicas para, 1012, 
1014e 

curvas de nivel, 1010-1011 , 1011 
Grado de una polinomial, 30 
radianes y, 190e, 195 


Grafica(s), 9, 69e 

de funciones, cambio de escala y reflexion 
de, 42-44 

desplazamiento de, 41-42, 42, 46-47e 
de una funcion de dos variables, 968 
de una funcion racional, 61 ,61 
desplazamiento de, 41-42, 46-47e 
esbozo de, 21-22, 22 
formula para la longitud de arco, 420 
funciones y, 26e, 69-70e, 71-72e 
identicas en escalas grandes, 121, 121 
llmites a partir de, 81-82 
Graficacion 

con calculadoras y computadoras, 59-65 
de derivadas, 150-151, 151, 156-157e 
de funciones diferenciables, 272-273, 
273, 275-267e 
y geometrfa, AP-2 1 
por computadora, 59-65, 277 e 
tridimensional, 970-971, 972 
Graficas polares, intersection de, 722-723 
simetrla y, 719, 725e 
Graficas trigonometricas, 55 

H 

Halley, cometa, 698-699, 699, 739e 
Helice generada por computadora, 908, 908 
curvatura de, 940, 940, 941, 942e 
flujo a lo largo de una, 1155-1156 
graficacion de una. 907, 907 
Helicoptero, vuelo de, 882 
Hemisferio, ecuacion de Stokes para, 
1203-1204 
Hessiano de/, 1030 

Hidrodinamica, ecuacion de continuidad en, 
1217, 1217-1218 

Hiperbola(s), 690-692, 694e, 701-702e, 708e 
aslntotas de, 691-692, 692, 697e 
ecuacion(es) para, 692, 699-701, 701, 
703-704e, 703 

ecuaciones polares para, 734-736, 736, 
737-738e 

eje focal de, 69 1 , 691 
excentricidad de, 699-700, 699, 702e 
focos de, 690, 690, 699 
parametrizacion de, 709-710, 710 
vertices de, 691, 691 
Hiperboloide(s), 894-896, 895, 896 
Huygens, Christiaan, reloj de pendulo de, 
710, 710 

I 

Identidad de Euler, 818, 82 le 
Identidades 

con funciones inversas y cofunciones 
inversas, 527 

que incluyen arcocoseno y arcoseno, 521, 
521 

que incluyen arcoseno y arcocoseno, 521, 
521 

y funciones arcocoseno, 519-521, 520 
Identidad(es), 53-54, 240-241e, 1208, AP-32 
con arcoseno y arcocoseno, 521, 521 
de Euler, 818, 821e 

funcion inversa-cofuncion inversa, 527 
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para funciones hiperbolicas inversas, 539t, 
539-540 

sustituciones e, 372 
trigonometrica(s), 555-556, 559e 
Imagen, 1128 
inversa, 1128 

Inclination, angulo de, 10, 1 1 
Incrementos, 10-12, 17e 
coordenados, 10, 10 
Independencia de la trayectoria, 1161, 
1162-1163 
Indice, 747, 764 
de la sumatoria, 336, 337 
Induccion matematica, AP- 1 -AP-4 
Ingreso marginal, 178, 182e, 241e, 282-283, 
283 

Integracion, 325-395, 642, 681 
con software matematico, 598-600 
constante de, 313-314 
en campos vectoriales, 1 143-1228 
de exponenciales, 490 
en coordenadas cilindricas, 1 1 15-1119 
lfmites de, 1116, 1116-1117 
indefinida, termino a termino, 313-314 
inversion del orden, 1077, 1077, 1079e 
lfmites de, 1093-1095, 1095, 1100-1105, 
1102, 1103 

determinacion de, 1076-1077 
lfmites infinitos de, 619, 619-620 
multiples, 1071 
numerica, 603-619, 617e 
orden de, 1104, 1104-1105 
cambio de, 1 108-1 109e, 1141e 
por partes, 561-568, 568e, 569e 
respecto de y, funciones e, 381-382, 382, 
tabular, 565-567 
tecnicas de, 553-633 
termino a termino, 801-802 
variable de, 312, 345 
Integral 
de a ", 496-497 
de trabajo, 1155, 1169 
Integral definida, aplicaciones, 396-465 
area bajo curvas de, 349 
de funciones vectoriales, 915 
definicion de, 344, 368 
determinacion de cotas para, 349 
estimacion de, 827-828 
evaluacion de, 383-384e, 915 
area para, 353 
evaluacion por partes, 565 
existencia de, 345 
notacion y existencia de, 344-346 
propiedades de, 346-349 
regia del intervalo de ancho cero para, 476 
reglas de, interpretaciones geometrica de, 
348 

demostracion de, 348-349 
sustitucion en, 376-387 
teorema del valor medio para, 356, 356-357, 
357, 361 

Integral(es), 325, 481-483, 493-494e, 622 
adecuadas a las formulas basicas, 558 
calculo incorrecto de, 636 
cartesianas, 1095-1096, 1096 
combination con geometrfa, 383, 383 


de flujo, 1159e 

para campos de velocidad, 1 155-1156 
de funciones exponenciales, 489-491, 
495-497 

de funciones no positivas, 354 
delfnea, 1143, 1143-1149 
aditividad y, 1 145 

en campos conservativos, 1162-1164 
evaluacion de, 1144, 1144, 1168e, 1223e 
para dos trayectorias unidas, 1145 
teorema de Green para, 1 174-1175 
teorema fundamental de, 1162 
de potencias de tan x y sec x, 583 
de superficie, 1185-1187, 1190e, 1196-1198 
areas de superficies e, 1182, 1182-1197 
parametrica, 1197 
del logaritmo natural, 563 
divergente impropia, 623-624 
doble, 1067-1081, 1140e 
en forma polar, 1092-1098 
sustituciones en, 1128-1132, 1129, 1130 
en coordenadas polares, 1092-1093 
evaluacion de, 353e, 361-363, 365e, 
374-375e, 531-532e, 580e 
flujo. Vea Integral(es) de flujo 
impropia(s), 553, 619-630 
indefinida(s), 312-313, 543e, 553 
de funciones vectoriales, 914-915 
definicion de, 368 
determinacion de, 314-315e, 321e, 
914-915 

y la regia de sustitucion, 368-376 
independencia de la trayectoria, 1162-1163 
iterada, 1070 

modification para ajustar los extremos, 
381, 381 

multiples, 1067-1142 
definicion de, 1 067 
sustituciones en, 1128-1137 
no elementales, 597-598, 617e, 841e 
evaluacion de, 827-828 
para fuerza de fluido, 457 
polares, 1095-1096, 1096 
que conducen a funciones hiperbolicas 
inversas, 541-542, 542t 
regia aditiva para, 360, 1 145 
repetidas, 1070 
secante y cosecante, 558 
sobre regiones acotadas no rectangulares, 
1072-1075 

sustitucion para evaluar, 371 
tabla de, T- 1 -T-6 
transformation de, 373 
trigonometricas, 581-586 
triples, 1098, 1098-1099, 1106e, 1140e 
de funciones vectoriales, 914-916 
despeje de incognitas, 564-565 
en coordenadas cilindricas y esfericas, 
1114-1128 

en coordenadas rectangulares, 1098-1099 
propiedades de, 1105-1 106 
sustituciones en, 1132, 1132-1135, 1133, 
1134 

Integrandos, 370, 622-626 
Integrate, comando, 598 
Intercepciones, 12, 16e 


Interes compuesto, 504-505 
en forma continua, 504-505, 510e 
Intersection de conjuntos, 3 
Intervalo 
abierto, 3 
cerrado, 3 
del parametro, 196 
semiabierto, 3 

Intervalo(s), valor absoluto e, 6 
abierto, 5 

cerrado, 249-250, 250, 253e, 342 
de convergencia de series de potencias, 
799, 804e 
definicion de, 3 
finitos, 3 
infinitos, 3 

semiabierto, valores extremos en, 267 
tipos de, 4t 

Inversa(s), 517-519, 521-524 

J 

Jacobi, Carl, 1129 
Joule, James Prescott, 447 
Joules, 447 

K 

Kepler 

ecuacion de, 963e 
hipotesis de, 63 
primera ley de, 953-956 
segunda ley de, 953, 953-954 
tercera ley de, 35-37, 956, 959e, 

L 

L’ Hopital, Guillaume de, 292 
regia de, 292-293, 295, 297, 298e, 320e, 
752-753 

Lagrange, Joseph-Louis, 257 

Lata cilfndrica, diseno de, 278-280, 279 

Leibniz 

formula de, 828-829 
Gottfried Wilhelm, 150, 344, 356 
notacion de, 222, 225, 418 
regia de, 243e, 393e, 1064e 
teorema de, 787 
Lemniscata, 722-723, 722 
Lente(s), 207, 208 
Ley 

de areas iguales, 953, 953-954 
de Faraday, 1227e 
de Galileo, 74 
de Gauss, 1216-1217 
de Hooke para resortes, 449 
de la section conica, 953 
de la suma, paralelogramo, 856, 856, 863, 
863-864 

de la teorfa electromagnetica, 1216-1217 
de los cosenos, 54 
de los senos, 58e 
de refraction, 282, 282-283, 283 
de Snell, 282, 282-283, 283 
de Torricelli, 647-648 
del cambio exponencial, 502-503,674-675 
distributiva para el producto cruz de 
vectores, AP-22-AP-23 
tiempo-distancia, 956, 959e 
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Leyes 

de los exponentes, 488-489, 494e, AP-29 
de los li'mites, 84-89, AP-4 
de los signos, AP-29 
Lima5on(s), 725e, 727-728, 727 
Limite(s), 77, 53 le, 532e, 550e 
alinfinito, 107-114, 108, 108 
bilateral, prueba de, AP-7 
calculo de, 79, 84-89, 89-90e, 977-978 
con calculadora y computadora, 80-81, 

8 It 

de funciones con valores vectoriales, 908 
de funciones racionales, 1 13-1 14e, AP-7 
de integracion, 1093-1095, 1095, 
1100-1105, 1102, 1103 
infinitos, 619, 619-620 
de polinomiales, 86, AP-7 
de sumas de Riemann, 343-356 
de sumas finitas, 339-340 
notation sigma y, 335-343 
de una funcion, 103, 103 
de dos variables, 976-979 
de valores de funciones, 77-80 
definicion precisa de, 91-98, 92. 94, 145e 
en dimensiones superiores, 976-984 
existencia de, 82 

finito, conformed tiende a infinito, 107. 

107-108, 113e 
frecuentes, AP-7-AP-9 
infinito, 115-118, 122e 
de integracion, 619, 619-620 
lateral derecho, 102, 102, 104, 104 
prueba de, AP-6 

lateral izquierdo, 102, 102, 104, 104 
prueba de, AP-7 
no existencia, prueba de las dos 
trayectorias, 980, 980-98 1 
prueba de comparacion, 628, 629, 629 
que involucran (sen 0)/0, 105, 105-107 
razon de cambio y, 73-81 
series de potencias usando, 829-830 
superior, sumas de, 343 
unilateral, 102-107 
y continuidad, 73-141, 142-143e 
Linealizacion, 221-225, 222, 223, 224, 231e, 
240e, 494e, 501e 

determinacion de, 1019-1020, 1025e, 
1061e 

funciones y, 234e, 1018-1019, 1019, 
1023-1024 

y aproximaciones lineales, 223, 23 le, 234e 
Lfneas de flujo del agua en un tunel, 

1150 ,1150 

Liquidos, bombeo de, 450, 453-454e 
Lissajous, figuras de, 204e 
Local maximo, 247 
Local mi'nimo, 247 
Logaritmo(s) base 10, 499-500 
base a, 497, 497, 498t 
derivadas e integrales con, 498-499 
natural, 476-485 
derivadas de, 478-479, 484e 
grafica e imagen de, 480-481, 481 
integrales de, 563 
propiedades de, 479-480, 484e 


Longitud de arco, 48, 534e, 545e, 602e, 
931-933, 935e 

constante, funciones vectoriales de, 913, 
913-914 

de curvas parametricas, 418, 423e 
de curvas polares, 728-729, 731-732e 
de un vector, 855 
del astroide, 419, 419 
del cardioide, 729, 729 
formula para graficacion, 420 
y area en coordenadas polares, 726-731 
Longitud de la astroide, 419, 419 
Lorentz, contraction de, 144e 

M 

Maclaurin, definicion de la serie de, 806 
determinacion de, 820 
representation en serie, 806 
series de Taylor y, 805, 810 
Mapa, contornos en, 1005-1006, 1006 
Marco derecho de coordenadas, 848, 848 
Marco TNB, 943, 945, 945, 950e 
Marginal, ingreso, 178, 182e, 24 le, 282-283. 
283 

Masa(s) a lo largo de una recta, 424-426. 425 
calculo de, 1146, 1146-1147 
conversion a energfa, 230-23 1 
en tres dimensiones, 1 109-11 14 
momentos de inercia y, 1109 , 1 109-11 10 
momentos y centres de, 424-435, 464e 
sobre una region plana, 428, 428-429 
y momentos, calculo de, 1 146-1147, 1146, 
1 146t 

Matriz cuadrada, AP-24 
Maximo absoluto, 244, 1031 
con restriccion, 1038-1041 
en regiones cerradas y acotadas, 1031 
local, 247 

Mendel, Gregor Johann, 179 
Metodo 

de Euler, 659-664, 660, 664e, 677 
mejorado, 663, 663t, 664e 
precision del, 661-662, 66 It, 662, 662t 
uso del, 660-661 
de Heaviside, 576-577 
integracion con, 577-578 
de Kepler para parabolas, 697e 
de las arandelas, solido de revolucion, 403, 
403-404. 407e 

de los discos para solidos de revolucion, 
399-402, 400, 401, 402, 406-407e 
de Newton (Newton-Raphson), 299, 321e, 
75 8e, 760e 

aplicaciones del, 300-302, 301 
convergencia del, 302, 302 
cuencas fractales y, 303-305, 304 
fallo del, 303, 303, 304 
procedimiento del, 299-300, 300 
numerico, 659 

Minima cota superior, AP-10 
Minimo absoluto, 244, 1031 
con restriccion, 1038-1041, 1041, 1047e 
en regiones cerradas y acotadas, 1031 
local, 247 

Mobius, banda de, 1187, 1187 
Modelo 


de crecimiento logistico, 676, 676 
empirico, 37, 63-65 

Modelos matematicos para funciones, 28-38, 
35 

Momento(s), 1 127-1 128e, 1138e 
angular, 963e 

de un sistema respecto del origen, 425 
polar, 1086-1087, 1138e 
primer, 1086 

respecto de los pianos coordenados, 

1110 

segundo, 1086 

y centres de masa, 424-435, 464e 
y masas de capas delgadas, 1189, 1 189-1190, 
1 189t 

en tres dimensiones, 1109-1114 
de inercia, 1085, 1085-1088, 1086, 
1089-1090e, 1112e, 1140e, 1180e 
calculo de, 1146-1147, 1149e 
masay, 1109, 1109-1110 
radio de giro y, 1087-1088, 1090e, 

111 2e, 1 127e, 1138e 
respecto de los ejes coordenados, 1111, 
1111 

Moscas de la fruta ( Drosophila ), crecimiento 
promedio de las, 75-76, 76, 157e 
razon de crecimiento en un dia especifico, 
76-77, 76 
Movimiento 

armonico simple, 186, 186, 189e 
horizontal, 174, 174 
lineal vertical, 200-201 
planetario, 950-958, 952, 952-953 
vertical, 176, 176-177, 288e 
Movimiento a lo largo de una recta, 172, 
269-270, 276e, 288e 
antiderivadas y, 3 1 1 
armonico simple, 186, 186, 189e 
derivadas de funciones vectoriales y, 909, 
909-911 

direction del, 173, 173, 910 
en coordenadas cillndricas, 951, 951, 964e 
en coordenadas polares, 951, 951, 963e 
en el espacio, 906-964 
en la circunferencia unitaria, 935, 935 
en un resorte,186, 186 
en una linea recta, 9 1 8 
horizontal, 174, 174 
ley(es) de Newton de, 669, 673 
planetario, 950-958, 952, 952-953 
proyectil, Vea Movimiento de un proyectil 
recta vertical, 200-201 
vertical ,176, 176-177, 288e 
Movimiento de un proyectil, 180e, 87 le, 
960-961e 

con rafagas de viento, 926-928 
ideal, 923, 923 

altura, tiempo de vuelo y alcance de, 
922-923, 927e 

ecuaciones vectoriales y parametricas 
para, 920-922, 921 
modelado de, 920-927 
trayectorias ideales de, 923-924, 930e 
Multiplication 
escalar, 856 

por forma de 1, 557-558, 559e 
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Multiplicadores de Lagrange, 1038-1049, 
1062e 

Multiplos, 159-163 
derivadas de, 158 

N 

Napier, John, 479, 510e 
desigualdad de, 55 le 
Nave espacial, fuerza sobre una, 870 
Nefroide de Freeth, 725e 
Newton 

serpentina de, 534e 
sir Isaac, 150, 356 

ley del enfriamiento, 507-508, 668, 668 
ley(es) de movimiento, 669, 673, 952, 
952 

segunda, 230 

Normal unitario principal, 940 
Notacion 

factorial nl, 754, 759e 
O mayiiscula, 514, 515 
orden y, 514. 516e 
o mimiscula, 514 
sigma, 335-343 

Numero e, representacion decimal del, 494e, 
502e 

definicion de, 477 
expresado como un limite, 491-492 
y la inversa de In x, 486, 486 
Niimero(s) 

complejo(s), AP-12 - AP-22 
racional(es), 2, AP-13 
de Fibonacci, 755 
irracionales, 3 
naturales, 2, AP- 1 2 
para contar, AP-12 
trascendentes, 487 
Niimeros reales, 1-7 
desarrollo de los, AP-12-AP-13 
propiedades de los, AP-9 
teoria de los, AP-9-AP-12 

o 

Octantes, 848 
Ohm, ley de, 654 
Operaciones 

algebraicas con vectores, 856, 856-858, 

857 

vectoriales, 877, 877 
Operadores de diferenciacion, 1 50 
Optimizacion, 278-285 
Orbita(s), 698, 698 
planetarias, 957, 957t, 958t 
excentricidades, 698, 698t 
Orden y notacion o mimiscula, 514, 516e 
Ordenada, 9 

Origen del sistema coordenado, 9 
Ortogonalidad, 865 

P 

Pantano, dragado de, 613, 613 
Pappus, formula de, 1091e, 1 1 14e 
Par coordenado, 9 

Parabola(s), 14, 17e, 277e, 685-688, 693-694e 
aproximacion por medio de, 608-613 
circunferencias osculatrices de, 939 


curvas parametricas y la, 197, 197 
directriz de, 685, 687, 687, 687t, 736-737, 
736 

ecuaciones polares para, 734-736, 736, 
737-738e 
eje de la, 15, 15 
excentricidad de, 700 
foco de, 685, 697e 

formula de Arquimedes para el area de la, 
366e 

graficacion de, 15-16 , 16 
longitud focal de, 686 
metodo de graficacion de Kepler, 697e 
parametrizacion de, 709, 709 
propiedades reflejantes de, 692-693, 693, 
696-697e 

recta tangente ala, 136, 136, 158e 
vertice de la, 15, 15, 686, 686 
Paraboloide(s), 892-893, 893, 1140e, 1141e 
hiperbolico, 896, 896, 898e 
Paralelepi'pedo, volumen de un, 877, 878 
Paralelogramo(s), 87 le, 903e 
areade, 874, 874, AP-31 
proyeccion sobre un piano, AP-28-AP-29 
ley de la suma, 856, 856, 863, 863-864 
Particion 
de [a, b], 340 
de R, 1068 , 1068 
norma de, 1116 
Parti'cula movil, 525-526 
Patinador sobre hielo, 674 
Pendiente(s), 16e, 202e, 211-212e, 237e 
de cfrculo, 206, 206-207 
de curva, 137 

de curvas parametricas, 1 97 
de la tangente, 195 
de recta, 10, 10-11 
de una curva polar, 719-721, 725e 
de una superficie en la direccion y, 988, 
988-989 

e interseccion y, 12 
y la tangente, 138, 138, 140e, 156e, 
169-170e 

Pendientes tangentes, 1 95 
Perihelio, 738-739e, 952, 952-953 
Periodo(s) orbital(es), 36t, 959e 
Periodos de funciones trigonometricas, 53, 52 
Persecucion de un automovil a exceso de 
velocidad, 216, 216-217 
Peso-densidad, 456 
Peste del estano, 289e 
pH, escala, 499, 50 le 
Pi, estimacion de, 305e, 306e, 832e, 833e 
Pi/2, estimacion rapida de, 845e 
Pico de voltaje, 374 
Piramide, volumen de una, 398 
Pitagoras, teorema de, 53, 251, 850, AP-13, 
"AP-30 

Placa delgada de densidad constante, 1 19 le 
Placa(s) con densidad constante, centra de 
masa de, 431-432, 432 
de densidad variable, centra de masa de, 
432-433 

delgada plana, centra de masa de, 429, 
429-430. 430 


formulas de masa y primer momenta 
para, 1084t 

plana vertical, integral para la fuerza de un 
fluido contra la, 457 
Planeta(s), distancia entre el Sol y, 36t 
Plano 

area en el, 725, 725-727, 74 le, 879e 
en el espacio, 880, 880-887, 888e 
interseccion de rectas y, 885-886 
por tres puntos, 884 
puntos en el, formula de la distancia 
para, 13 

tangente. Vea Plano(s) tangente(s) 
teorema de Green en, 1169-1181 
vector unitario normal a, 876 
vectores perpendiculares a, 875, 875-876 
cartesiano, 9 

coordenado(s), 848-849, 849 
funciones trigonometricas en el, 52 
primeros momentos en torno de, 1110 
tangente(s), definicion de, 1015, 1015 
y diferenciales, 1015-1027 
y rectas normales, 1015-1017, 1016, 
1024e, 1063e 

Pluton, orbita de, 737, 737 
Poblacion 

de osos, modelado de, 677-679, 677 
limite, 670 
maxima, 676 

mundial, 675, 675t, 675, 676t 
Poiseuille, Jean, 230 
Polinomial(es), 30, 30 
ciibica. tangentes horizontales de, 256 
derivada de, 1 62- 163 
limites de, 86 

raices complejas de, AP-22 
Taylor, 807-810, 808, 809, 810, 810e 
trigonometricas, 204-205e 
Polonio 210, vida media del, 506, 510e 
Posicion 

estandar, 48, 49 

desde aceleracion, 260-26 1 , 262e 
Potencia(s), 159-163, AP-19 
de funciones, 29, 29, 30, 496 
de senos y cosenos, productos de, 581-583, 
585-586e 

de tan x y sec x, 586e 
integrales de, 583 
desarrollo de, 555-556 
fraccionarias impares, graficacion de, 62, 
62-63 

racionales, 209-211 
trigonometricas, 560e 
y raices, AP-21-AP-22 

serie binomial para, 822-824 
Potenciales para campos conservatives, 
1164-1166 

Pozo, profundidad de un, 227, 229-230 
Prediction de niveles de poblacion, curva 
para, 64, 64-65, 65 
Presiones de fluidos, 456-461 
Principio 

de Arquimedes, 1227e 
de Cavalieri, 398, 399, 406e 
de Fermat, 281, 281-282, 289e 
Prisma, AP-3 1 
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Problema 

de primer orden con valor inicial, 643 
lineal de primer orden con valor inicial, 
653-654, 658e 
Problemas 
de mezclas, 655 

de valor inicial, 315-316e, 321e, 366e, 
375-376e, 389e, 391e, 490-491, 494e, 
532e, 580e, 591e, 832e, 841e 
de primer orden, 643 
definicion de, 310 
ecuaciones diferenciales y, 310 
soluciones en series de potencias, 
824-827 

lineal de primer orden, 653-654, 658e 
soluciones en series, 824-825 
Production, costo marginal de, 177, 177 
Producto caja, 877, 877-878, 879e 
Producto escalar. Vea Producto(s) punto 
Producto interior. Vea Producto(s) punto 
Producto(s), 39, 45e 
cruz, 873-878, 874 
de senos y cosenos, 585, 586e 
punto, 862-870 
definicion de, 863 
determination de, 863, 863-864 
propiedades de, 866 
triple, 877, 877-878, 879e 
y cocientes, 163-166 
Propiedad 
aditiva, 1072 , 1072 
de completez, 2, AP-9, AP-10 
del valor intermedio, 130-131, 155, 155 
Propiedades 
algebraicas, 1 
de orden, 2, AP-9 

reflejantes de las parabolas, 692-693, 693, 
696-697e 

Proporcionalidad, 35, 38e, 391-392e 
Proyectil, altura de, 329 
funcion velocidad de un, 329 
ideal, lanzamiento de, 921-922, 924-926 
Prueba(s) 

de comparacion, 628, 629, 629, 111 , 780 
para limites, 778-780 
de concavidad, 268, 268 
de condensation de Cauchy, 776 
de convergencia absoluta, 789-790 
de exactitud por componentes, 1167 
de la exactitud por componentes, 1 1 67 
de la integral, 772-775 , 773, 774 
de la ralz, 784-785 
de la razon, 781-784, 796, 799, 844e 
de la recta vertical, 23, 24 
de la segunda derivada, 283, 322e, 820e, 
1033 

derivation de, 1054-1056, 1055 
del discriminante, 705-706 
para maximos y mmimos, 1033 
para series alternantes, 787 
Punto 
base, 931 

medio de un segmento de recta, 1 8e, 860, 
860, 86 le 

silla, 896-897, 1029, 1029, 1031, 1031, 
1033 


Punto(s) 

crftico(s), 248, 1033, 1035e, 1035e 
definicion, 1029 
sin valores extremos, 250, 250 
de inflexion, 248, 268-269, 269 
de interseccion elusivos, 722-723, 723 
de reposo. Vea Valores de equilibrio 
frontera, 3, 967,1031, 1032 
para regiones en el espacio, 970, 970 
interior(es), 3, 967, 967, 1031 
asmtotas verticales en, 624, 624 
para regiones en el espacio, 970, 970 
Punto-pendiente, ecuacion, 11, 137 

R 

Raabe, prueba de, 844e 
Radianes, 190e, 195 
medida en, 48-50, 48, AP-33 
distintos de cero, 49, 49 
Radio 

de convergencia, 798-799 
de giro, calculo de, 1 146-1147, 1 149e 
definicion de, 1087 
momentos de inercia y, 1087-1088, 
1090e, 1112e, 1127e 
del crrculo, 14 
Radioactividad, 505-507 
Radon-222, 513e 
Ralz, 131, 133e, 143e 
compleja, 306e AP-22 
cuarta, AP-20 
potencias y, AP-2 1 -AP-22 
serie binomial para, 822-824 
promedio del cuadrado, 374 
Raiz(ces) cuadrada(s), elimination, 556, 
559-560e, 583 
Rapidez, 174, 910 
instantanea, 74-75, 139 
promedio e instantanea, 73-75, 74t, 139 
respecto del suelo, vectores y, 857-858, 
858, 859 
Razon 

de cambio promedio, limites de la, 90 
y rectas secantes, 75 
de cambio y limites, 73-81 
relacionada, 213-217 
Razones trigonometricas, 50, 50 
Rebote de una pelota, 764, 764-765 
Recorrido y elevation, 10 
Recta, area debajo de una, 350, 350 
circulos y parabolas, 9-16 
de interseccion, 884-886 
distancia a lo largo de, 933 
ecuacion vectorial para, 880 
ecuaciones parametricas para, 881 
ecuaciones polares para, 732, 732, 737e, 
741e 

en el piano, interseccion de, 885-886 
movimiento a lo largo de una, 172, 
269-270, 276e, 288e 
movimiento rectilineo, 918 
normal, paralelo al piano, 1063 
paralela, 12-13 

parametrizacion de una, 197, 881 
por dos puntos, 11-12, 12 
recta, 10-12 


curvatura de, 937, 937 
y pianos en el espacio, 880, 880-887 
Recta(s) 

de regresion, 63-64. 63t, 64 
fase, 666, 670, 670, 67 le 
paralelas, 12-13 
perpendiculares, 12-13 
real, 1 

secante(s), 75 

tangente(s), 137, 188-189e, 910 
a curva(s), 1014, 1061e, 1017, 1017, 
1024e 

a la curva arcocotangente, 527 
a la parabola, 136, 136, 158 
aunaelipse, 1011, 1011 
Rectangulo(s), integral doble sobre, 1067-1068 
inscritos, 280, 280-281 
Reflexiones y cambios de escala, 43-44, 43 
Region 

abierta, 970 
acotada, 967 
cerrada, 970 
no acotada, 967 

semicircular, centroide de, 443, 443-444, 
444 

Region(es) 

abierta(s) y cerrada(s), 970, 1099 
en el espacio, puntos para, 970 
Regia 

aditiva, para integrales, 360, 1 145 
de Cramer, 212e 

de la cadena, 192-193, 204e, 216, 222, 

251, 368, 370, 945, 951, 996-1005, 
1003e 

como regia “fuera-dentro”, 193 
con exponenciales, 490 
con potencias de una funcion, 194-195 
coseno hiperbolico inverso y, 541 
demostracion de, 228-229 
diagrama de arbol y, 997-998, 1000, 
1002 

forma de la, con cuatro variables, 1053 
para calcular N, 938 
para funciones de dos variables, 997, 
1000, 1003e 

para funciones de tres variables, 999, 
1000, 1003e 
usode, 193-194, 1063e 
y la regia de potencias, 211 
de la derivada de la suma, 161-163 
de la derivada del cociente, 165-166 
de la derivada del producto, 163-165 
de la diferencia, 162 
de la mano derecha, 873 
de la suma, 162-163, 168 
de potencias, 168, 369 
con potencias irracionales, 493 
en la forma integral, 368-370 
forma general de, 492 
para enteros positivos, 160 
para potencias racionales, 209-2 1 1 
regia de la cadena y, 2 1 1 
de Simpson, 608, 608-613 
de sustitucion, 370, 371, 553 
integrales indefinidas y la, 368-376 
del 70, 55 le 
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del cociente, 187-188 
de llmites, prueba de, AP-5-AP-6 
derivada, 165-166, 167 
del intervalo de ancho cero, 476 
del multiplo constante, 161, 161, 768 
del producto cruz, demostracion de la, 
912-913 

del producto de llmites, prueba de, 
AP-4-AP-5 

del producto, derivadas, 163-165 
en forma integral, 561-565 
generalizacion, 170e, 242e 
del punto medio, 327, 327 
del trapecio, 603-604, 604 , 605, 605 
aproximaciones de, 61 1-612, 6 1 2t 
estimaciones del error para la, 606-607 
pasos para obtener precision, 608, 608 
para el producto punto, demostracion de la, 
912 

para funciones de Dirichlet, 145 
TOSE TACO, 50, 51 
Reglas 

algebraicas, 337, 338, 1012, 1014e 
de derivation, 911-913 
para funciones vectoriales, 912 
de linealidad de antiderivadas, 309-310, 
309t 

para gradientes, 1012 
Regular por partes, 1186 
Reloj de pendulo de Huygens, 710, 710 
Residuo de orden n, 812, 813 
Resistencia proporcional a la velocidad, 
673-674 

Resistencias electricas, 989, 989-990 
Resorte(s), compresion de, 449, 449 
estiramiento de, 449, 449-450, 452e, 463e 
ley de Hooke para, 449 
movimiento de un, 186, 186 
Riemann 

Bernhard, 340 

sumas de, 340-342, 396, 397, 410, 438, 
1067, 1068, 1069, 1069, 1072, 1078, 
1116, 1121 

convergencia de las, 345 
llmites de las, 343-356 
rectangulos para las, 341, 342 
Rotacional. Yea tambien Densidad de 
circulation 

componente k de, 1171-1172 
Rotacional de F, determinacion de la, 1 202 
interpretation usando una rueda con 
paletas, 1205- 1206, 1206 

S 

Sacudida, 175, 186 
Satelite(s), 950-958 
orbita de, 742-743e, 957, 957-958 
Secante, 50, 75 
Seccion(es) 

conica(s), 685, 686, 740-741e, 743e 
clasificacion por la excentricidad, 
697-701 

ecuaciones polares para, 734, 734, 735, 
737e 

en coordenadas polares, 732-736, 74 le 
y coordenadas polares, 685-745 


transversal(es), 890 
de un solido, 396, 397 
Segmento de recta dirigido, 853, 854 
parametrizacion de, 881, 881-882 
punto medio de, 18e, 860, 860, 86 le 
Semicilindro infinite, 1 142 
Semicirculo, llmites para, 103, 103 
Seno(s), 50, 51t, 581-583, 585-586e 
rotaciones para evaluar, 707, 707 
Senoidal, 55 

Senoidales, curvas generales, 58e, 55 
Sensibilidad al cambio, 179, 229-231 
a un medicamento, 170e, 290e 
de costos minimos, 284-285 
Serie 

armonica, 772-773 
binomial, 823, 831-832e 
para potencias y raices, 822-824 
Serie(s) infinita(s), 761-769 
alternante, 787, 793e 
armonica, 787, 788 
reordenamiento de, 791-792 
serie p, 790 

sumas parciales de, 788, 788 
armonica, 772-773 

convergencia absoluta y condicional de, 
789-790 

convergencia o divergencia de, 770e, 
775-776e, 781e,786e 
convergente condicionalmente, 789 
estudio de, 802 
reordenamiento de, 790-791 
serie p logarftmica, 776 
suma infinita y, 746 

teorema de reordenamiento y, 790, 794e 
Series 

de Fourier, 586e, 835-838, 836, 842e 
de potencias, 794-803, 796, 840-841e 
aplicaciones de, 822-831 
en resolution de problemas, 824-827 
llmites mediante, 829-830 
multiplication de, 803 
p, 774-775 

Simetria(s), 33-34, 34, 1128e 
en coordenadas polares, 719, 719 
y graficas polares, 719, 725e 
Sistema 

cartesiano de coordenadas, 848, 848, 874 
de coordenadas rectangulares, 9 
de los mimeros complejos, AP-14 
Sistemas de coordenadas tridimensionales, 
848-851 

Skylab 4, 958e, 962e 

Software matematico, 593, 598-600, 739e, 
74 le, 1049e 

visualizacion de superficies en el espacio, 
897 
Solido(s) 

de revolucion, 55 le 

volumen de un, 399-404, 400. 401, 402, 
403, 407e, 589-590, 590 
secciones transversales de, 396, 397, 405e 
en el espacio, centra de masa de, 
1110-1111, 1111 
infinite, volumen de, 626, 626 
momenta de inercia de, 1123 


torcido, 406 

volumen de un, 396, 397, 398, 461-462e, 
1 126-1 127e 
Solution 

de estado estable, 655 
general, 3 1 1 
numerica, 659 
transitoria, 655 
Sonido, 499, 500 
Subintervalo(s), 340-342, 341 
Sucesion(es) infinita(s), acotada no 
decreciente, 755-756, 756 
acotacion de, 756 

convergencia y divergencia de, 748-749, 
840e, 843e 

cotas superiores de, 756, 759e 
definiciones recursivas de, 755, 760e 
description de, 747-748 
divergente, 750 

Hmite(s) de, 749, 749, 757-758e, 759e 
calculo de, 750-752, 760e 
recursivas, construction de, 755 
representation grafica de, 748, 748 
sucesion no decreciente, teorema de, 756 
teorema de la funcion continua para, 752 
teorema del sandwich para, 751-752 
Sucesiones, 747-756 
Suma de vectores, 856, 856 
Suma(s), 39, 45e, 159-163 
finita(s), reglas algebraicas para, 337, 338 
estimation de, 325-335, 388e 
limites de, 339-340 
notation sigma y, 335-343 
inferior, 326-327, 326, 345 
infinitas, series infinitas y, 746 
limites superiores de, 343 
relativistas, 904e 
superior, 326, 327, 345 
Sumas relativistas, 904e 
Sumatoria, indice de la, 336, 337 
Superficie(s) 

cuadratica(s), 891-897, 902e 
de nivel, 969-970 

de revolucion, area(s) de, 436-447, 463e, 
729-730, 729 

definidas en forma parametrica, 1 197 
con agujeros, teorema de Stokes para, 
1208, 1208 

con dos lados, 1187, 1187 
en el espacio, visualizacion de, 897 
funciones definidas en, 999-1001 
integration sobre, 1186, 1 186-1 187, 
1197 

orientable, 1187, 1187 
parametrizada, 975e, 1192-1201, 1224e 
regular, area de, 1195 
parametrizada(s), 975e, 1192-1201, 1224e 
poliedricas, teorema de Stokes para, 1207, 
1207-1208 

Sustitucion(es), 529, 530, 1 140e 
determinacion de series de Taylor mediante, 
815, 819e 
e identidades, 372 
en integrales definidas, 376-377 
en integrales dobles, 1128-1132, 1129, 
1130 
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en integrales multiples, 1 128-1137 
en integrales triples, 1132 , 1132-1135, 
1133, 1134 

para evaluar una integral, 37 1 
simplificacion de, 554-555 
tres basicas, 587, 587-591, 588, 589 
trigonometricas, 586-592, 591e 
uso de, 372-373 
y area entre curvas, 376-387 

T 

T y N, 938-939 

Tablas de integrales, 593, 595, 600-60 le 
Tarnano de paso, 603 

Tangente(s), 50, 5 It, 202e, 204e, 21 l-212e, 
237 

a curvas, 134-135, 135, 137, 167 , 167 
a curvas parametricas, 203e, 237e 
horizontal a una polinomial cubica, 256 
determinacion de la, 163, 163, 169e 
horizontal(es), determinacion de, 163, 163 
paralela, 212e, 262e 
vertical, 140-141e 
y derivadas, 134-139 

y gradientes a curvas de nivel, 1010-1011, 
1011 
Tanque 

cilmdrico, vaciado de un, 214-215, 214 
conico, bombeo de petroleo de un, 450, 
450-451 

cilmdrico, bombeo de, 463e 
drenado de un, 183e, 239e, 454e, 647, 
647 

llenado de un, 217, 217, 658e 
de almacenamiento en una refinerfa de 
petroleo, 655-657, 656, 664 
Tasa (razon) 
constante, 503 
marginal de impuestos, 178 
de impuesto marginal, 178 
de interes continua, 505 
Tasa(s) de crecimiento, comparacion, 512, 
513 

de funciones, 511, 511-513, 512, 548-549e 
relativa(s), 511-517, 675, 675t 
Tautocrona(s), 711-712, 712 
Taylor 

formula de, 812, 843e 
para dos variables, 1056-1059 
polinomios de, 807-810, 808, 809, 810, 
810e 

series de, 82 le, 830, 84 le, 843e 
combinacion, 817 
convergencia, 811-819 
de uso frecuente, 83 It 
definicion de, 806 

determinacion de, 807, 810-81 le, 815, 
819e 

representaciones mediante series, 
805-806 

y series de Maclaurin, 805-810 
teorema de, 811-813, 814 
demostracion de, 818-819 
y el teorema del valor medio, 820e 
Telescopio de reflexion, 693, 693 


Temperatura en Alaska, 55, 55-56, 56, 58e, 
203e 

debajo de la superficie de laTierra, 971, 
971 

promedio de, 605-606 
Teorema(s) 

de Clairaut, 991-992 
de convergencia para series de potencias, 
797-798 

de De Moivre, AP-19 
de estimacion 

del residuo, 813-814, 815, 816, 817 
para series alternantes, 788, 816, 817 
de Fubini, 1069, 1069-1071, 1073 
de Green, 1169-1181, 1218-1219, 1220, 
1225e 

para evaluar integrales de linea, 
1174-1175 

y ecuacion de Laplace, 1 1 8 le 
y teorema de Stokes, 1203 , 1203 
de integrales, 1218-1220 
de la divergencia, 1219, 1220 
apoyo de, 1212 

pararegiones especiales, 1213-1214, 
1214 

para varias regiones, 1214-1215 
y teorema de Green, 1219, 1220 
y teoria unificada, 1211-1222 
de la funcion continua, 752 
de la primera derivada, 247 
de las derivadas mixtas, 99 1 -992, 
AP-23-AP-25 

de las series alternantes, 797 
de llmites, pruebas de, AP-4-AP-7 
de multiplication para series, 803 
de Oresme, 844e 

de Pappus, 442-444, 443, 444, 447e 
de Rolle, 255, 255-257, 256, 262e, 819 
de Stokes, 1201-1209, 1207, 1219 
del eje paralelo, 1091e, 1113-11 14e 
del eje perpendicular, 1086-1087 
del gradiente ortogonal, 1042 
del incremento para funciones de dos 
variables, 993, AP-25-AP-27 
del sandwich, 87-89, 88, 90e, 110-111, 

1 lOe, 983e, AP-6 

para sucesiones infinitas, 751-752 
del valor extremo, AP-10, 247, 247, 347 
del valor intermedio, 130-131,137, AP- 1 0 
del valor medio de Cauchy, 294, 294 
del valor medio, 257, 257-258, 258, 260e, 
262, 266, 319e, 437, 438, 812, AP-26- 
AP-27 

corolarios del, 258-259, 259 
para integrales definidas, 356, 356-357, 
357, 361, 

teorema de Taylor y, 820e 
del zipper, 759e 

fundamental del algebra, AP-20-AP-21 
fundamental del calculo, 312, 356-368, 
358, 367e, 478, 915, 919e, 1219-1220 
aplicacion del, 359-360 
Tercias pitagoricas, 758-759e 
Termino a termino 
derivation, 799-800, 839e 
integracion, 801-802 


Termino de error, 318 
Terminos dominantes, 120-121 
Terremoto, intensidad de, 499 
Toro, volumen de un, 407-408e, 443, 443 
Torque, 425, 876, 876-877, 902e 
Torre de Pisa, 24 le 
Torsion, 941, 943-945, 950e 
determinacion de la, 948, 949e 
formulas para calcular, 947 
Trabajo, 447-455, 463e, 465e, 868-869, 872e 
definicion de, 447, 868 
mediante campo conservative, 1163 
mediante fuerza constante, 447-448, 868, 
868, 1 169e 

mediante fuerza variable, 448, 452-453e 
sobre una curva en el espacio, 1154, 
1154-1155 

realizado por una fuerza constante, 
447-448, 868, 868, 1169e 
Transferencia de calor, 507-508 
Transformacion(es), integracion y, 1130-1132, 
1134-1135 

de graficas trigonometricas, 55 
determinante jacobiano de. 1133-1134, 
1134 

Trapezoide, area de un, 351, 351, AP-31 
Trayectoria(s) 

ortogonal(es), 679, 679-680, 680 
en el espacio, 906, 909 
Trazas, 890 
Triangulo(s), AP-30 
area de un, 876, 879e, 1224e 
desigualdad del, 72e 
Triple producto 
escalar, 877, 877-878, 879e 
vectorial, 904e 
Trocoide(s), 7 1 2-7 1 3e 

u 

Unidad astronomica, 698 
Union de conjuntos, 3 
Utilidad marginal, 282-283, 283 

y 

Valor(es), 19 

absoluto(s), 5, 6 ,8e, 69e 
de equilibrio, 665-666 
de estado estable, 655 
de una funcion, estimacion de, 619 
numericos asignados ax, 578-579 
derivadas a partir de, 1 64- 1 65 
promedio, de funciones integrables, 1083 
de funcion lineal, 331, 331 
de funcion no negativa, 331, 331 
de sen x, 331-332, 332 
tabla de, para funciones, 23, 23 
Valores extremos 
de funciones, 244-252 
de una funcion en una circunferencia, 
1044-1045 , 1045 

funcion de dos variables y, 1027, 1027, 
1028 

locales, 246-247, 247 
busqueda de, 1031, 1031 
determinacion de, 1029, 1029, 1030 
maximo, 1028, 1028, 1033, 1034e 
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mmirno, 1028, 1033, 1034e 
prueba de la segunda derivada para, 

1031 

pruebas de las derivadas para, 1027-1031, 
1028 

teorema de la primera derivada para, 247 
Variable 

de espesor, 412 
de integracion, 3 1 2 
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1. / u dy = uy — / y du 


2. a u du = . h C, a ^ 1 , a > 0 

/ In a 


3. / cos u du = sen « + C 


f (ax + b) n+1 

5. / (ax + b)" dx = — — t — ; — 77 1 - C, n =£ — 1 


7. / x(ax + b) n dx = 


a(n +1) 
(ax + b)" +l 


ax + b 


n + 2 n + 1 


4. J sen u du = —cos u + C 
6. /(ox +(,)-'* -iln |ai + i,| + C 
+ C, n ^ — 1, —2 


8. j x(ax + b) 1 dx = ^ ^ In | ax + /? | + C 


9. / x(ax + b) 1 dx = 

J Gi- 

ll. J (2 ax + b^j dx = ^ 

dx 


In | ax + b\ + 


ax + b 


+ C 


10 . 


dx 


= I In 


x(ax + b) b 


ax + b 


+ C 


(2 ax + b^j 
n + 2 


n+2 


+ C, n ^ —2 


12. / ^ aJ L ~l~ ^ dx = 22 ax + b + b 


dx 


x2 ax + b 


13. (a) 


2^-i ax — b , 

= — = tan . ; b C (b) 


dx 


x2 ax — b 2 b A d 


14. / 2 + ^ dx = - 2 aX + b + #/ + C 15. 


= — Uln 
x2 ax + b 2 b 

dx 


2 ax + b — 2 b 


+ C 


2 ax + b + 2 b 

2 ax + b a dx 


9 / 

x2 ax + b 


x 2 2 ax + b 


bx 2b J x2 ax + b 


+ C 


/ dx _ 1 . -1 x . „ 

16 ' / a 2 + x 2 a C 


18. 


20 . 


dx 


= 7^- In 


a 2 - x 2 2a 
dx 


x + a 


+ C 


17. 


19. 


dx 


(a 2 + x 2 ) 2 2a 2 (a 2 + x 2 ) + 2a 3 tan ‘ a + C 


dx _ x 1 . 

(a 2 — x 2 ) 2 2 a 2 (a 2 — x 2 ) 4a 3 


x + a 


+ C 


2 a 2 + x 2 


= senh 1 77 + C = In (x + 2 a 2 + x 2 ) + C 


21 . 


22 . 


j 2 a 2 4 - x 2 dx = ^ 2 a 2 + x 2 + ^-ln (x+ 2 a 2 + x 2 ) + C 
J x 2 2 a 2 + x 2 dx = ^-(a 2 + 2x 2 )2 a 2 + x 2 — In (x + 2 a 2 + x 2 ) 4 - C 
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23. 


2 a 2 + x“ 


dx — 2 a" + x 2 — a In 


+ 2 a~ + x~ 


+ C 


24. 


2 a 2 + x 2 , . / , — ?\ 2 a 2 + x 2 


dx = In (x + 2 a 2 + x 2 ) 


+ C 


25. 

26. 

28. 

30. 

31. 

33. 

35. 

37. 

38. 

39. 

40. 


2 a 2 + x 2 
dx 


l 

dx = — ^“In (x + 2 a 2 + x 2 ) + 


x 2 a 2 + x 2 


+ C 


= —77 In 
2 , 2 a 


x 2 a" + x 
dx 


a + 2 a 2 + x 2 


+ C 


27. 


dx 


2 a 2 + x 2 


2 -> 2,2 
x 2 a + x 


? 

ax 


+ c 


-) 2 2 

2 a — x 


-l x 

= sen q + C 


29. / 2 a 2 — x 2 dx = ^ 2 a 2 — x 2 + sen 1 ^ + C 


2->2 2 / a — 1 X 1-^2 2/2 _ 2 \ i ^ 

x“z a — x dx = -g-sen — — ^xZ a — x (a — 2x ) + C 


2 a 2 — x 2 
x~ 

x 2 


dx = 2 a 2 — x 2 — a In 


a 2 _! x 1 


a + 2 a 2 — x 2 


/ 2 a 2 - x 2 , ,x 2 a 2 - x 2 , ^ 

+ C 32. / j dx = — sen ^ x ^ C 


j ^ — 1 J- 2 2 i 

dx = -x- sen 77 — wxZ a — x + C 


— j 2 « 2 

2 a — x 


dx 


c 2 2 a 2 — x 2 


t 2 2 

2 a — x 

a 2 x 


+ C 


34. 

36. 


x 

dx 


x 2 a - x 
dx 

2 x 2 — a 2 


= — 77 In 
2 2 a 


a + 2 a 2 — x 2 


+ C 


= cosh 1 ^ + C 


2 x 2 — a 2 dx = ^-2 x 2 — a 2 — ^-ln |x + 2 x 2 — a 2 | + C 


= In x + 2 x 2 - al + C 


x( 2 x 2 — a 2 )” na 2 


-I 2 2\ n , v / na ( -, 2 2\ n 1 1 , 

2 x — a dx = : — . ; — r / 2 x — a dx, n ^ — 1 

' n + 1 n + 1 / ' ' 

dx 


x( 2 x 2 — a 2 ) 


2—n 


n — 3 


dx 


( 2 x 2 — a 2 ) (2 w)a" (w 2 )a 2 J |2 x 2 - a 2 | 


^ 2 


x( 2 x 2 — a 2 ) dx = 


2 x 2 — a 2 ) 
n + 2 


n+2 


+ C, n ^ —2 


41. / x 2 2 x 2 — a 2 dx = 77 (2x 2 — a 2 ) 2 x 2 — a 2 7-ln x + 2 x 2 — a 2 + C 


42. 


2 x 2 — a 2 


dx = 2 x 2 — a 2 — a sec ’|^-| + C 


43. 


44. 


45. 


2 x 2 — a 

^2 


2 2 

2 


dx = In x + 2 x 2 — " 2 


T 2 2 

2 x — a , _ 
a"| 7 b C 


~> 2 2 

2 x — a 


dx = In lx + 2 x 2 — a 2 | + 4 2 x 2 — a 2 + C 


dx 1 -jixi . „ 1 — 1 1 a I _ 

= 77 sec 77 + C = 77 cos hr + C 

_ 2 2 a 1 a 1 a i a i 

iz x — a 


46. 


dx 


2 x 2 — a 2 


2 2 x 2 - - 2 


+ C 
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47 . 


dx 


2 2 ax — x 2 


= seir 1 I + C 


48 . 


2 2 ax — x 2 dx = 1 . — 2 2ax — x 2 + 77- sen 


2 , a_ -i / x — a 


+ C 


49 . 


„ ~N,n , U - «)( 2 - * 2 )" Ha 2 f , ^n-2 , 

2 2ax — x 2 ) dx = ; — 1 : — - / ( 2 2gx — x“) dx 

> n + 1 « + 1 / v > 


\2—n 


50 . 


dx 


(' 2 2gx — x 2 ) (« 2)g 


(x — g)( 2 2gx — x 2 ) n — 3 


dx 


{n 2 )a~J ^ 2 2 ax — x 2 )" 



+ C 


52 . 


2 2gx — x 2 


dx = 2 2 ax — x 2 + a sen 


i / x — a 


+ C 


53 . 


2 2ax — x 2 , „ 2 a — x _i I x — a 


. dx = —2 . „ sen 

r A A 


+ C 


54 . 


x dx _i / x — a 

— : = a sen 1 

2 2ax — x 2 


— 2 2 ax — x 2 + C 55 . 


dx 


1 2a — x 


x2 2ax — x 2 


+ C 


56 . 


sen ax dx = — „ cos ax + C 


57 . / cos ax dx = sen ax + C 


58 . / sen - ax dx = w — 


x sen 2 ax 


4 a 


+ C 


-n / 2 . x . sen 2ax 
59 . / cos ax dx = ^ i ^ 


+ C 


60 . / sen" ax dx = — 


sen" 1 ax cos ax n — 
na + « 


sen" 2 ax dx 


/ „ , cos" 1 ax sen ax . n — 1 

61 . / cos ax dx = , M + — jj— 


cos" 2 ax dx 


62 . (a) / sen ax cos bx dx = 


cos (a + /?)x cos(a — Z?)x 

2(a + £>) 2 (a — Z?) 


+ C, a - ^ £r 


/ sen(a — £>)x sen(a + b)x , . 

sen ax sen fex dx = —7 — — b C, a ^ b~ 

2 (a — b) 2 (a + b) 

/ sen(a — b)x sen(a + b)x , , 

cos ax cos bx dx = — — 77 1 — rr b C, a ¥= b 

2 (a — b) 2 (a + b) 


/ , cos 2 ax . ,, 

63 . / sen ax cos ax dx = — b C 


r* [ n , sen" +1 ax , ^ ^ , 

64 . / sen ax cos ax dx = 7 — ; — 77 b C, n ^ — 1 


(a + l)a 


65 . 


cos ax , _ 1 . , 1 , y~, 

sen ax a n I sen ax \ + C 


„ , cos" +1 ax . „ , , 

66. / cos ax sen ax dx = —7 — ; — 77 b C, n =f — 1 


(n + 1 )a 


67 . 


sen ax , _ 1 . , , , ^ 

cos ax a n I cos aA I + ^ 
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68 . 


69. 


70. 


71. 


n m j sen " 1 aXCOS m+l ax . n — 1 / „-2 m J , / , „ , 

sen ax cos ax ax = ; ; — h ; — - / sen ax cos ax ax, n ^ — m (reduce sen or) 


sen" ax cos'" ax dx = 

dx —2 


a{m + n) ' m + n 
sen" +1 ax cos'" ax , m— 1 I 


. . + — - / sen" ax cos'" 2 ax dx, m ^ —a (reduce cos"’ ax) 

a(m + a) m + n J 


b + c sen ax a 2 b 2 - c 2 

dx _ —1 

b + c sen ax 


tan 


-i 


b - c tnn 


A Z? + c tan 

V4 2 JJ 


a 2 c 2 — b 2 


In 


„2 _ U 2 , 


b + c sen ax 


+ C, b 2 > c 2 

+ C, b 2 < c 2 


72. 


dx 1 _ / p ax , , ^ 

~r , — — 77 ^ an I 5 ) + C 

1 + sen ax a V 4 2 


73. ^ .i|an(| + f ! + C 

/ 1 — sen ax a \ 4 2 


74. 


75. 


76. 


<ir 


7 tan " 1 


t/x 


a2 b~ — c‘ 

1 


b — c ax 

. / i tan 
A b + c 2 


+ C, b 2 > c 2 


b + ccosax a 2 c 2 - b 2 


In 


+ b cos ax + 2 c 2 — b 2 sen i 


b + c cos ax 


dx 


1 ax _ 
= 77 tan -77- + C 


1 + cos ax a 2 


11 . 


+ C, b 2 < c 2 
dx 


1 ax _ 
cot -77- + C 


1 — cos ax a 2 


78. / x sen ax <£r = -77 sen ax — 77 cos ax + C 
./ a" 


y l X 

x cos ax dx = — cos ax + 77 sen ax + C 
a 


80. / x" sen ax dx = — cos ax + y x n 1 cos ax t/x 


81. / x" cos ax dx = ^[ sen ax — y x n 1 sen ax dx 


82. / tan ax dx = y In | sec ax | + C 


83 . / cot ax dx = y In | sen ax | + C 


84. / tan” ax dx = y tan ax — x + C 


85. / cofaxr/x = 


— 27 cot ax — x + C 


86. / tan" ax dx = 


tan” 1 ax 
a(n — 1) 


tan" 2 ax dx, n 1 87. / cot" ax dx = 


cot” 1 ax 
a(n — 1) 


cot" 2 ax- dx, n ^ 1 


88. / sec ax dx = Yi l* 1 I sec &x + tan ax | + C 


89. / esc ax dr = 


Y In | esc ax + cot ax | + C 


90. / sec 2 axdx = y tan ax + C 


91. / esc 2 axdx = 


— y c °t ax + C 


92. / sec" ax dx = 


sec" 2 ax tan ax , « — 2 / __^ n -2 


a(n - 1) n — 1 


H 7- / sec" 2 ax a[x, n ^ 1 


93 . / esc" ax dx = 


esc" 2 ax cot ax , n — 2 / „_2 


a(n - 1) + n - 1 


esc" ax dx, n ¥= 1 


94. / sec" ax tan or- dr = Se Y flA + C, n ^ 0 


95. / esc" ax cot or- dx = — CS ^ fl flA + C, n =£ Q 
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96. / sen 1 ax dx = xsen 1 ax + 77 2 1 — a 2 x 2 + C 


97. / cos 1 ax dx = xcos 1 ax — ^2 1 — a 2 x 2 + C 


98. / tan 1 ax dx = xtan 1 ax — ^ln(l + a 2 x 2 ) + C 


«+i 


99. / x" sen 1 ax dx = — ; — 7- sen 1 ax — 

/ n + 1 


x:" +1 dx 


n + 1 


2 1 - ~ 2 - 2 


n ¥= — 1 


100 . / x" cos 1 ax dx = X — r cos 1 ax H 7— r 

/ n + 1 n + 1 


x" +1 dx 


2 1 — a 2 x 2 


-, « ^ -1 


n+1 


101 . 


x" tan 1 ax dx = — 7 tan 1 ax 

n + 1 


a f x n+1 dx , , 

tt^v- n *~' 


102. / - i e “ + C 


1 

a In b 


+ C, fa > 0, fa ^ 1 


104. 


dx = — 7 (ax — 1 ) 4 - C 


IL I 

a 


/ nr^ax / / a.v 

x n b ax dx = — 7 . , / x n ~ 1 b ax dx, b > 0 , b ^ 1 107. / e ax senbx dx = —z 7 (a sen fax — fa cos fax) + C 

a In fa a In fa / / a 2 + fa 2 


108. / e flA cos fax dx = 


-77 7 (a cos fax + fa sen fax) + C 

a 2 + fa- 


109. / In ax dx = x In ax — x + C 


110 . / x"(lnax)'"dx = 


x" +1 (ln ax)'” 


n + 1 n + 1 


x"(lnax)'” 1 dx, n ^ — 1 


f (in ax) m+1 

111. / x 1 (lnax)'"dx = . — 7 b C, m ¥= — 1 

m + 1 


112. / —7^ — = In I In ax I + C 
/ x In ax 1 1 


113. / senhaxdx = 77 cosh ax + C 


114. / cosh ax dx = — senh ax + C 


115 / senh 2 ax dx = sen ^ ^ ax _ * + c 

X / i3wXXXX tl . V ^ ^ I v ■ 


117. / senh" ax dx = 


4a 

senh" _1 ax cosh ax n — 1 


112c / u2 j senh2ax . x , „ 
116. / cosh ax dx = — ^ 1- ^ + C 


senh" 2 ax dx, n =£ 0 


no / L/i j cosh" ‘ax senh ax . n — \ ,„_2 , , „ 

118. / cosh ax dx = 7777 1 77 — / cosh ax dx, n ¥= 0 


119. / x senhaxdx = 77 cosh ax ^7 senh ax + C 

./ a” 


120. / x cosh ax dx = 77 senh ax ^7 cosh ax + C 

./ a 


121. / x" senh ax dx = 77- cosh ax — 77 / x" 1 cosh ax dx 


122. / x" cosh ax dx = 77- senh ax — 77 / x" 1 senh ax dx 


123. / tanhaxdx = 77 In (cosh ax) + C 


124. / coth ax dx = 77 In | senh ax | + C 
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125. / tanh” ax dx = x — ^ tanh ax + C 


126. / coth” ax dx = x — ^ coth ax + C 


127. / tanh" ax dx = — 


tanh" 1 ax . f . , „_ 2 , , , 

— — h / tanh ax dx, n ^ 1 

in ~ i)a J 


128. / coth" ax dx = 


coth" 1 ax , / .in —2 


(n — l)a 


+ / coth" ax dx, n i= I 


129. / sechaxdx = ^sen '(tanh ax) + C 


131. 


2 1 

sech” ax dx = ^ tanh ox + C 


130. 

132. 


csch ax dx = ^ In 


tanh - 


+ C 


2 1 

csch” ax dx = — ^ coth ax + C 


133. / sech" ax dx = 


sech" 2 ax tanh ax , n — 2 / , ,,-2 , , 1 

; — 1 r / sech ax dx, a ^ 1 

(« - l)a « - 1 J 


134. / csch" ax dx = — 


csch" 2 ax coth ax n — 2 / , „_ 2 


(« - l)a n — 1 


csch" ax dx, n ¥= 1 


135. / sech " ax tanh ax dx = 


sech" ax 


+ C, n ¥= 0 


136. / csch " ox coth ax dx = 


csch" ax , ^ 

— nd — + c ’ n * 0 


137. / senh bx dx = 


138. I e ax cosh bx dx = 


e bx e -bx 


a + b a — b 


e bx e~ bx 

a + b a — b 


+ C, a 2 ^ b 2 


+ C, a 2 b 2 


139. 


K n x e x dx = r(n) = (« — !)!, n > 0 


7 / 1 

1 e-™ 2 dx = i £, a > 0 

n 2 A “ 


/•p/2 rp/2 

141. / sen" x dx = / cos" x dx = < 
do do 


1 • 3 • 5 ■ ■ • (« - 1) £ 

2 • 4 • 6 ■ • • n '2 

2 • 4 • 6 • • • (n - 1) 

3-5-1 ■■■n ’ 


, si n es un entero par >2 
si n es un entero impar >3 
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SERIES 


Series de Taylor 


1 


1 — X 

1 

1 + X 


= 1 + X + x 2 + ■ ■ • + x n + • • • = 2 X "’ \ x I < 1 

n = 0 

oo 

= 1 — X + x 2 — ••• + (— x)" + ■ ■■ = 2(~ 1)"*". |x| < 1 

n = 0 


r , I , X . . X . V 1 X 

2 — 1 + x + ttt + • ' ■ H r + • ' ■ — y, — r ’ 

2! n! ,^ 0 n! 


x < oo 


x 3 x 5 

senx = x — yj- + -j-j- - 

i x 2 x 4 
cosx = 1 - 777 + qj 


2 3 

ln(l + x) = X — ^- + : y 


+ (- 1 )" 


2n + 1 


00/1 \nJ2n + 1 


(2n + 1)! 

Jin 


+ = 2 


(-1A 


„=o (2n + 1)! ’ 
00 (-l)"x 2n 


+ ( _ 1)" - 2 (-) » 
(2 n)\ „= 0 ( 2 «) ! 


r” “ (-1) 

+ (-1 ry+ ••• = SM, 




n=l 


2«+l 


In = 2 tanhT 1 x = 2\x + J + ^ + ••• + - - 

1— x V35 2«+l 


+ 


| x | < 00 

x| < 00 

-1 < X < 1 

2n+l 


2 „?o 2n + 1 ' 


|x| < 1 


V 3 T- 5 V 2n+1 “ f-l') ,! X 2 " +1 

tan-‘x = x-^ + ^- +(-l)' , 2„ T T + - =2 2 « + 1 ’ 


3 5 


lx I ^ 1 


Series binomiales 

(1 + x) m = 1 + mx + 


m(m — l)x 2 m(m — 1 )(m — 2)x 3 m(m — \)(m — 2) ■ ■ • (m — k + l)x^ 


2 ! 


+ 


3 ! 


+ ••• + 


k\ 


+ 


donde 


w<1 ' 


= m. 


' m\ m(m — 1) 

v2 / = 2! 


m(m — 1 ) ■ ■ • (m — k + 1 ) 
k\ 


para k > 3 . 


LI MITES 


Leyes generales 

Si L, M, c, and k son numeros reales, y si 


lfm f(x) = L y 

X^*C 

Regia de la adicion: 

Regia de la diferencia: 

Regia del producto: 

Regia del multiplo constante: 

Regia del cociente: 


lfm g(x) = M, entonces 
lfm(/(x) + g(x)) = L + M 

X~>C 

lfm (f(x) - g(x)) = L - M 

X~*C 

lim(/(x)-g(x)) = L-M 

X^*C 

lfm(£‘/(x)) = k‘L 
fix) L 


lfm 


g(x) 


AT 


M ^ 0 


Formulas especi'ficas 

Si P{x) = a n x" + a n - ix' !_1 + + ao, entonces 

lfm P(x) = P(c) = a„c " + a n -\c n ~ l + + ao. 

X~>C 


Si P(x) y Q(x) son funciones polinomiales y Q(c) ^ 0, en- 
tonces 

P(x) P(c ) 

Q{cY 


Teorema del sandwich 

Si g(x) == fix) < h(x) en un intervalo abierto que contiene c, Si /(x) es continua en x = c, entonces 
excepto posiblemente en x = c , y si 

lfm f(x) = f(c) . 

lfm g(x) = lfm h(x) = L, x ~* c 

X—>C X *c 

entonces lfm v ^> e /(x) = L . 


Desigualdades 

Si /(x) < g(x) en un intervalo abierto que contiene c, excepto 
posiblemente en x = c, y si ambos lfmites existen, entonces 

lfm f(x) < lfm g(x) . 

X—>C X—>C 


Continuidad 

Si g es continua en L y lfm A ^ c f(x) = L, entonces 
lfmg(/(x)) = g(L). 

X^>C 


lfm 

x -»0 


senx 

x 


= 1 


y 


lfm 

.r->0 


1 — cosx 

X 


= 0 


Regia de L'Hopital 

Si f(a) = g(a) = 0, tanto /' como g' existen en un intervalo 
abierto / que contiene a, y si g'(x) + 0 en I si x ^ a, entonces 

,, fix) /'(x) 

lim — p— r = lim . . , 
x-*a g{x) x-*a g (x) 

suponiendo que existe el lfmite del lado derecho. 


REGLAS DE I NTEGRACI ON 


Formulas generales 

Cero: 

Orden de integration: 
Multiplos constantes: 


fix) dx = 0 


fix) dx = — /(x) dx 


kf(x) dx=k /(x) dx (Cualquier numero k ) 


— /(x) dx = — fix) dx (k = — 1) 


Sumas y diferencias: 


(fix) ± g(x)) dx= f(x) dx± g(x) dx 


Aditividad: 


/(x) dx+ fix) dx= f(x) dx 


Desigualdad mdx-mm: Si max / y min f son los valores maximo y minimo de f en [a, b], entonces 

[ b 

mm / • {b — a) s / /(x) dx s max / • (b — a). 


Domination: f(x) > g(x) en [a, b] implica / f(x) dx > / ^(x) dx 


/(x) > 0 on [a, b] implies / /(x) dx & 0 


Teorema fundamental del calculo 

Parte 1 Si f es continua en [a, b], entonces Fix) = dt es continua en 

[a, b] y diferenciable en (a, b ) y su derivada en /(x); 

F’(x) = f(t ) * = fix). 

Parte 2 Si f es continua en todo punto de [a, b] y F es cualquier antiderivada 
de f en [a, b], entonces 


fix) dx 


Fib) - Fia). 


Sustitucion de integrates definidas 

fb rg(b) 

/ figix))- g'ix) dx = / fill) du 

Ja Jg(a) 


Integration por partes 


f(x)g'ix) dx = fix)gix)] h a - / f'ix)gix)dx 


